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Interrogation de rentrée

On traitera obligatoirement les exercices 1, 2 et 3, et on les traitera dans cet ordre.
Les autres ne sont pas obligatoires et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre.

Exercice 1. Rayer la ou les mentions inutiles (aucune justification n’est attendue)

1. Dans l'écriture f : x — 1 + z, la variable z est : libre / liée
2. Dans Décriture ([X =1]), e[1n)’ 18 variable i est . libre / liée
et la variable n est : libre / liée
k
3. Le résultat de la quantité l; i dépend de : 4/ k/niinik
4. Une variable muette est : libre / liée

5. Si (up)nen est une suite admettant une limite (finie ou non),
dépend de n /
la quantité lim wy, : ne dépend par de n /

n—-+00
peut dépendre de n

xT
6. Dans l'écriture / f(t) dt, la variable ¢ est . libre / liée
0

la variable x est : libre / liée

7. Dans l'écriture {(z,y,2) ER3 | 2 =0 et y =0},

la variable x est . libre / liée
la variable y est : libre / liée
la variable z est : libre / liée

8. Dans l'écriture : Vo € Ry, 3y € R, z =32,
la variable x est : libre / liée
la variable y est : libre / liée

doit toujours /
9. Une variable libre : ne doit jamais /
doit parfois

étre introduite
par un « Soit »

doit toujours /
10. Une variable liée : ne doit jamais /
doit parfois

étre introduite
par un « Soit »

« 10 pts : on attribue 1 pt par question juste, pas de point négatif en cas de question
fausse.




ECE2 01 septembre 2022
Mathématiques

Exercice 2
Pour chacune des expressions suivantes :

(i) déterminer si elle désigne une proposition ou un objet. Si c’est un objet, précisez de quel type
d’objet il s’agit (réel, fonction, suite, série, ensemble).

« 12 pts : on attribue 1 pt si le bon terme (proposition, réel, fonction, suite, série,
ensemble) apparait et 0 sinon.

(i) indiquer, pour chaque variable en présence, si elle est libre ou liée.
o 12 pts : on attribue 1 pt par réponse juste.

Aucune justification n’est attendue pour ces questions.

+00 .

1'/ (1+12)nd$ 5 Ar R[>0} 9. 5% un,
T n ) ' =

2. / 111 dt, izj ) 10. Vn € N*, uy,, > In(2)

0 . . 3

7.

. fitrre g T 1. Pln),
4. f(2), 8. (un)nen, 12. Yn € N, P(n).

Exercice 3

zr + 2y + =z =0
1. a) Résoudre le systéme suivant : 22 + 4y + 2z = 0.
-r — 2y — =z =0
e 3 pts : x = —2y — z. Précisions :

x on attribue les 3 pts seulement si tout apparait comme dans le corrigé.
x on peut attribuer jusque 2 pts en cas d’erreur de calcul.

x on peut attribuer jusque 2 pts en cas de gestion non correcte des variables
auxiliaires mais bon résultat.

0o 2 1
b) On note : A = ( 2 3 2 ) Déterminer E_1(A) ={X € #43:(R) | AX = -X}.
-1 -2 =2

-2 -1
e 1 pt : résultat F_;(A) = Vect ( 1 ), ( 0 )
0 1

e 2 pts : rédaction. Plus précisément, on attribue :

x 0 pt : si utilisation du symbole = a une étape ou incompréhension totale des
objets manipulés.

x 1 pt : une confusion d’objet ou une présentation ne correspondant pas au corrigé

-2 -1
(notamment le fait d’écrire : X =y-| 1 | +2z-[ 0 |)
0 1
x 2 pts : tout parfait. Est accepté aussi une légére maladresse d’introduction du
systéme (lien avec la question précédente).

r — y + 2z =0
2. a) Résoudre le systéme suivant : ¢ 22z — y + 3z = 0.
ox — 3y + 8z = 0

e 3 pts: z=—2z et y==z. Selon les modalités précédentes.
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3 -1 2
b) On note : A = (2 1 3) Déterminer Ey(A) ={X € 451 (R) | AX =2 X}.
5 =3 10

-1
« 1 pt : résultat Fy(A) = Vect ( 1 )
1

e 2 pts : rédaction. Plus précisément, on attribue :

x 0 pt : si utilisation du symbole = a une étape ou incompréhension totale des
objets manipulés.

x 1 pt : une confusion d’objet ou une présentation ne correspondant pas au corrigé
-1

(notamment le fait d’écrire : X =z - ( 1 ))

1

x 2 pts : tout parfait. Est accepté aussi une légére maladresse d’introduction du
systéme (lien avec la question précédente).

3. a) Résoudre le systéme suivant :

2¢ — 2y + =z =0
-r — y + =z =0
r + 2y — 3z = 0

e 3pts:z=0et y=0et z=0. Selon les modalités précédentes.

Exercice 4
Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé noté (€2, o7, P).

On considére une urne contenant initialement une boule bleue et une boule rouge. On procede & des
tirages successifs d'une boule au hasard selon le protocole suivant :

x si on obtient une boule bleue, on la remet dans 'urne et on ajoute une boule bleue supplémentaire ;
x si on obtient une boule rouge, on la remet dans I'urne et on arréte I’expérience.

On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher et on admet que ’expérience s’arréte
avec une probabilité égale a 1. On note NN la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes
dans 'urne & la fin de 'expérience.

1
1. a) Montrer soigneusement : Vn € N\ {0,1},P([N =n]) = 1)
n(n—
o 1 pt : introduction des By et Ry
« 1 pt : L’événement [N = n| est réalisé si et seulement si...
elpt:[N=n]=BiN---NBy2NRy_
e 1 pt : formule des probabilités composées

o 1 pt : explication valeurs probabilités conditionnelles
b) La variable aléatoire N admet-elle une espérance ?

« 1 pt : La v.aor. N admet une espérance si et seulement si la série Y nP([N =n])
n=2
est absolument convergernte. Cette série étant a termes positifs, cela revient a

démontrer qu’elle est convergente.

. 1pt:n§2n]P’([N:n})::§_11:l

1
e 1 pt : la série > — est une série de Riemann d’exposant 1 (1 # 2). Elle est donc
n=1 n
divergente.
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2. Recopier et compléter les lignes incomplétes de la fonction Python suivante de fagon & ce qu’elle
renvoie une simulation de la variable aléatoire V.

import random as random

def simuleN()
b=1
while random.random() < ...........
b=b+1

o 1N o for e Jw o =

o 2 pts : 1 pt par ligne & compléter

import random as random

def simuleN()
b=1
while random.random() < b/(b+1)
b=b+1
N=Db+1
return N

o N o o e Jw o =

Exercice 5
Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes d’inconnues y € C?(R,R) :

1. (Ey) v — 5y = 22
o 1 pt : L’équation homogéne associée est une équation différentielle linéaire d’ordre 1
a coefficients constants. L’ensemble de ses solutions est donc : {z — ) e’ | A € R}
« 1 pt : Soit (a,b,c) € R3. On note g: 2+ ax®+bx +c.

« 1 pt : la fonction g est de classe C' sur R.

—oa =1
« 1 pt : g est solution de (E;) < 2 — 5b =0
b — 5¢c =0

1 2 2
« 1 pt : la fonction g: z — % (a?2 + 5 + 25) est une solution particuliére de (E>).

1 2 2
« 1 pt : ’ensemble des solutions de (E») est : {z +— \e® — R <:1:2 + £ 2 + 25> | A e R}

2. (Eg)y +y=tke?
o 1 pt : L’équation homogéne associée est une équation différentielle linéaire d’ordre 1
a coefficients constants. L’ensemble de ses solutions est donc : {t — Ae™' | A € R}
« 1 pt : Soit A € C}(R,R). On note g :t+ \(t)e".
« 1 pt : la fonction g est de classe C' sur R.
« 1 pt : g est solution de (Es) < Vt € R, N(t) = t*

1
« 1 pt : la fonction g: z — Pl tF+1 e~ est une solution particuliére de (Ej).

1
« 1 pt : ’ensemble des solutions de (Eg) est : {t — \e !+ Pl thtle=t | X e R}
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3. (E1)y' —3vV2y +4y=28

o 1 pt : L’équation homogéne associée est une équation différentielle linéaire d’ordre 2
a coeflicients constants.

« 1 pt : Les racines de son polynéme caractéristique sont z; = /2 et x5 = 2/2.

« 1 pt : ’ensemble des solutions de 1’équation homogéne associée est donc : {z —
AeV2T 4 e2V27 | (A ) € R?}

« 1 pt : Soit c € R. On note g: z — c. La fonction g est de classe C? sur R.

« 1 pt : g est solution de (F;) & ¢ =2

« 1 pt : la fonction g : x — 2 est une solution particuliére de (E).

« 1 pt : ’ensemble des solutions de (FEs) est : {z — AeV27 4 e2V2e 4 9 | (A, 1) € R?}
4. (Bq) 29" =3y +y=ae™®

« 1 pt : L’équation homogéne associée est une équation différentielle linéaire d’ordre 2
a coeflicients constants.

1
« 1 pt : Les racines de son polynéme caractéristique sont x; =1 et x5 = 3

« 1 pt : ’ensemble des solutions de 1’équation homogéne associée est donc : {z —
Xe® +per® | (A p) € R}

« 1 pt : Soit (a,b) € R%. On note g : z + (ax+b)e *. La fonction g est de classe C? sur R.

« 1 pt : g est solution de (F;) & Vz € R, (6ax +6b—T7a)e ™" =zxe™™

elpt:VzeR,e ™ #0

1 7
« 1 pt : la fonction g: z — (6 T+ 36> e " est une solution particuliére de (Ej).

1
« 1 pt : I’ensemble des solutions de (E,) est : {z — Ae®+p e%x+6 (:v + g) e *|(\u) €R?}

Exercice 6 -

Soit f la fonction définie sur R par f:x — Ty

1. a) Justifier que f est C! sur R et étudier ses variations.
« 1 pt : La fonction f est de classe C' sur R car est le quotient de :
« la fonction = — e, de classe C! sur R,

« la fonction z + €** 4 1, de classe C' sur R et qui ne s’annule pas sur R.

e’ — e3z

(e +1)2
« 1 pt : par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R : Vz > 0, f'(z) <O0.

elpt: fliz—

« 1 pt : par parité de f : Vz <0, f'(z) > 0.

« 1 pt : tableau de variations complet

x —0o0 0 “+00
Signe de f'(z) + 0 -
1
Variations de f / 2 \
0 0
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b) Montrer que I’équation f(z) = z admet une unique solution £ € R*.

e 1 pt : si z <0, ’équation n’admet pas de solution car f(z) >0
e3pts:siz>0

x 1 pt : hypothése du théoréme de la bijection pour g: x+— f(x) —z

x 1 pt: g([0,+oo[) = ] _007%]

x 1pt:0€]—o0,3]
. 1
c¢) Justifier que : 0 < 4 < -

2
Données numériques : e!/2 ~ 1,65 et e ~ 2,72 au centiéme pres.

1
. 1pt:g(0):§20
1
1 2e2 —e—1
¢« 1 pt: - = 0
pteg <2> 2(e+1)
1
« 1pt:g(0)>g(f) 29 <2>
1
« 1 pt : par décroissance de ¢! : | — oo, %] — Ry, on obtient : 0 </ < 3
1
d) Montrer que : Vx > 0, |f'(z)] < f(z). En déduire que : Vo > 0, |f/(z)] < 5
—2e”
Cpt s 1f/@)] 1) = rgzregya <0

1
« 1 pt : d’aprés le tableau de variations de 1.b), |f'(z)| < f(z) < f(0) = 3
e) Vérifier que £([0,3]) € [0, 3].
« 1 pt : f est continue et décroissante sur [0, 3] donc...

2. On définit la suite (up)nen par :

ug =0 et Vn €N, upt1 = f(up)

a) Montrer que, pour tout n € N, u, € [0, %}

o 1 pt : initialisation
e 2 pts : hérédité
b) Montrer que, pour tout n € N :

1 .
[tpt1 — €] < 3 |y, — ¢ puis que lup, — €] <

e« 3 pts : IAF
x 1 pt : hypothéses

2
x 1 pt : En appliquant cette inégalité a y = u,, € [(), %] etx="~¢ [0, %]

X

o 3 pts : récurrence
x 1 pt : initialisation

x 2 pts : hérédité
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c¢) En déduire que la suite (u,) converge vers /.
e 1 pt : théoréme d’encadrement

3. Informatique

a) Ecrire une fonction Python f qui prend en entrée un réel x et qui calcule f(x).

o 3 pts : 1 pt par ligne

import numpy as np

def f(x)
y = np.exp(x) / (np.exp(2*x) + 1)
return y

[[SA PN VR | R

b) En utilisant la fonction £ précédente, écrire une fonction SuiteU qui prend en entrée un entier
positif n et qui calcule uy.
e 4 pts :
x 1 pt : structure de fonction
x 1 pt : initialisation

x 2 pts : boucle for

def SuiteU(n)

1

2 u=20

3 for i in (n)
4 u = f(u

5 return u

c¢) En utilisant la fonction SuiteU précédente, comment peut-on obtenir & 'aide de Python une
valeur approchée de £ a 10™% prés?

< 107%, on obtiendra par transitivité :

e 1 pt : S’il existe n € N tel que : STESER

luy, — 6] < 107°

6 In(10)
In(2)

x 1 pt : stricte décroissance de la fonction inverse sur R%

« 3 pts: <1078 &n > -1

© on+tl

x 1 pt : stricte croissance de la fonction In sur R’
x 1 pt:In(2)>0

(6 In(10)
In(2)

« 2 pts : code Python (1 pt par ligne)

el pt: N= — 1-‘ convient

N
u

(np.ceil(6 * np.log(10) / np.log(2) - 1))
SuiteU(N)

N =




