ECE2 Mathématiques

HEC 2010

Exercice

Soit E = R3 [X] I'espace vectoriel des polynéomes de degré inférieur ou égal a 3 a coefficients réels. On
confond polynéme de E et fonction polynomiale associée définie sur R.

Soit d 'application définie sur E qui & tout polynéme P, associe le polynome d (P) = P’, ou P’ désigne
la dérivée de P.

1. Rappeler sans démonstration la dimension de E et la base canonique B de F.

Démonstration.

dim(E) =4 et B = (Py, P1, P2, P3),
ot Py(X) =1, Py(X) = X, Py(X) = X2 et P3(X) = X5. -

2. Montrer que d est un endomorphisme de E et donner la matrice associée & d dans la base B.

Démonstration.
o Montrons que d est linéaire.
Soit ()\1,)\2) € R2. Soit (Pl,P2> € E2.
dM-Pi4+Xe-P) = (M-Pi+ X P)

(par linéarité de la

= M- Pll + A2 - PQ/ dérivation)

= A d(Pl) + Ag - d(Pg)

« Montrons que d(E) C E, i.e. : VP € E, d(P) € E.
Soit P € E. Alors :

« P e R[X], donc d(P) = P' € R[X].
x deg(P) < 3. Donc deg(P’) < 2. D’out deg(d(P)) <2 < 3.
Dot d(P) € E.

d est un endomorphisme.

d(P)(X)=P|(X)=1=1-P+0-Pi+0-P+0-P;
d(Pg)(X):Pz’(X):2X:0-P0—|—2-P1—|—0-P2+0-P3
d(P3)(X)=Py(X)=2X?=0-P+0-P+3-P,+0- P
0100
o~ |00 20
Matz(d) = |5 o o 3 -
0000
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3. Déterminer le noyau de d, Ker(d), I'image de d, Im(d), ainsi que leurs dimensions respectives.
Démonstration.
« Soit P € E. Alors il existe (ag, a1, az,a3) € R* tel que P(X) = a3 X3 + a2 X2 + a1 X + ag.
PeKer(d) & d(P)=0
< P(X)=0
4 3@3X2 + 2@2X2 +a1 =0
az = 0

_ (par
< az = 0 identification)
ap = 0

On obtient donc :
Ker(d) = {PeE /P =0}
= {asX3+axX?+a1X +ag /a3 =0, ay =0 et a; = 0}
= {ap / ap € R}
= {ap- Py / ao € R}
= Vect(P)) = Ro[X]

Ker(d) = Ro[X]

Donc la famille (FPy) engendre Ker(d).
Elle est de plus constituée d’un unique vecteur non nul. Elle est donc libre.
C’est donc une base de Ker(d).

Donc dim(Ker(d)) = Card((P)) =

o - Déterminons d’abord la dimension de Im(d).
D’apres le théoréme du rang :

dim(E) = dim(Ker(d)) + rg(d)
) I

Donc dim(Im(d)) =rg(d) =4 —1=3.

- D’aprés la caractérisation de I'image d’une application linéaire :

Im(d) = Vect(d(FPy),d(Py),d(Py),d(Ps))
= Vect (0g, Po,2- P1,3- P,)
(Py,1-P,3- Py)
= Vect (Py, P1, P»)

= Vect

- Donc la famille (P, Pi, P») engendre Im(d).
De plus Card((Fy, P1, P2)) = 3 = dim(Im(d)).
Donc (Py, Py, P») est une base de Im(d).

Im(d) = Vect (Po, P, PQ) = RQ[X]
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On désigne par (dk);@(), la suite d’endomorphismes de E définie par : d° = I, ot I représente
’endomorphisme identité et, pour tout k de N, d*+t! = d¥ o d.
Pour tout k de N, Ker(d*) désigne le noyau de d*.

4. a) Déterminer pour tout k de [1,4], le sous espace Ker(d*) ainsi que sa dimension.
Veérifier que pour tout k de [1,4], d (Ker(d*)) C Ker(d¥).
Démonstration.

o Le cas k =1 a déja été traité en question 3.

Ker(d) = Ry[X] et dim(Ker(d)) = 1.

« Déterminons Ker(d?).
Soit P € F avec P(X) = aX3 +bX?+cX +d.

PeKer(d?) & d*(P)=0 = P"(X)=0

6a = 0 a — 0
<:>6aX+2b_0E<:>{2b:0 @{ _

On obtient alors :
Ker(d?) = {aX?+bX%?+cX+d/a=0etb=0}
= {ecX+d/ (c,d) € R?}
= {d-Py+c- P/ (c,d) € R?}
= Vect ((Py, P1)) = Ry[X]
La famille (Py, P) engendre donc Ker(d?).

Elle est de plus constitutée de 2 polynémes non proportionnels. Elle est donc libre.

C’est donc une base de Ker(d?). Dot dim(Ker(d?)) = Card((Py, P1)) = 2.

Ker(d?) = Ry [X] et dim(Ker(d?)) = 2

« Déterminons Ker(d?).
On montre comme précédemment que Ker(d®) = Vect ((Py, P1, P2)) = Ro[X].
La famille (Py, P;, P;) engendre donc Ker(d?).
C’est de plus une sous-famille de la famille (Py, P, P3, P3) qui est libre (car ¢’est une base de
E). Elle est donc libre.
C’est donc une base de Ker(d®). D’ott dim(Ker(d?)) = Card((Py, Pi, P»)) = 1.

Ker(d3) = Ro[X] et dim(Ker(d?)) = 3

« Déterminons Ker(d?).
L’ensemble E est contitué des polynémes de degré au plus 3.
Donc, pour tout P € E, d*(P)(X) = P®(X) = 0g. Donc Ker(d*) = E.

Ker(d*) = E et dim(Ker(d*)) = dim(E) = 4

Commentaire

Pour étre plus précis, on montre ici que E C Ker(d?*).
L’autre inclusion étant évidente par définition de Ker(d*), on a bien : Ker(d*) = E.
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« Soit k € [1,4]. Montrons que d(Ker(d*)) c Ker(d¥).
Soit @ € d(Ker(d¥)). Alors il existe P € Ker(d*) tel que Q = d(P).
Donc, comme P € Ker(d*) (i.e. d*(P) = 0g), on a :
44(Q) = d*(d(P)) = d" o d(P) = d o d*(P) = d(0p) = O
Donc @ € Ker(d").
Vk € [1,4], d(Ker(d*) c Ker(d¥)
O
b) Soit P un polynome de degré r, avec r € [0, 3]. Montrer que la famille (dk (P))O<k<7" est libre.

Démonstration.

« Montrons que, si deg(P) = 3, alors (d°(P),d*(P),d?*(P),d3(P)) est libre.

Le polynéme P est de degré 3, donc il existe (ag, a1, az,a3) € R* avec ag # 0 tels que
P(X)=ap+ a1 X + asX? + a3 X3.
Soit (Mg, A1, A2, A3) € R* tels que :

Ao - d*(P) 4+ A; - dY(P) 4 Ag - d*(P) + A3 - d*(P) = Op
- Alors, en composant par I'application d®, on obtient :
d3(No - d°(P) 4+ Ay - dY(P) 4+ Ay - d*(P) 4 A3 - d*(P)) = d®(0)
Or d est une application linéaire, donc d® est aussi linéaire. On obtient donc :
Ao - d*(P) 4+ A; - d*(P) + Ny - d°(P) + A3 - d°(P) = 0p
Or, d’aprés la question 4.a), d* = 0¢(E), donc d® = 0y(p) et db = 02(p)- On a alors :
M -d3(P)=0 < X-PO(X)=0 < Ao x (6ag) =0
Or, comme deg(P) = 3, on sait que ag # 0, donc A\g = 0.
- L’équation initiale devient alors :

A -dY (P) + Xg-d*(P) + A3 - d*(P) = 0g

En composant par d? et en raisonnant comme précédemment, on obtient A\; = 0

- L’équation initiale devient alors :
Ao - d*(P) 4 A3 - d*(P) = Og

En composant par d et en raisonnant comme précédemment, on obtient Ay =0

- L’équation initiale devient alors :
A3-d*(P)=0p < Xo-PO(X)=0 & X x (6a3) =0

Donc on obtient A3 =0

Finalement A\g = A\ = Ao = A3 = 0.
Donc la famille (d°(P), d*(P),d?(P),d?(P)) est libre.

« Si deg(P) € [0,2], on montre de méme dans chaque cas que (d* (P)) est libre.

0<k<Lr

Finalement, si deg(P) = r € [0, 3], la famille (d* (P)) est libre.

0<k<r




ECE2 Mathématiques

Commentaire \

o On rappelle que deg(P) = 0 n’implique aucunement que P = 0
Au contraire : deg(P) = 0 implique que le polynome P est une constante non
nulle.
Le degré du polynéme nul est, par convention, —oo.

o La famille (dk(P))0 <hey Ot libre au premier coup d’oeil.
En effet, il s’agit d’une famille de polynémes échelonnée en degré.
Cependant, ce n’était pas 'argument attendu ici puisqu’il trivialisait la question
(comme un argument de type « récurrence immédiate » trivialise une question qui
porte uniquement sur une récurrence).

gn

5. Dans cette question, on cherche & déterminer les sous espaces vectoriels F' de E de dimension
supérieure ou égale a 2 tels que d (F) C F.

a) On suppose que dim(F') = 2.
Montrer qu’il existe dans F' un polynéme de degré supérieur ou égal a 1. En déduire F'.

Démonstration.

« Supposons par I'absurde que : VP € F, deg(P) < 1. Alors :
VP € F, deg(P) =0 ou deg(P) = —oc0

Donc F' C Ry[X]. Dot dim(F) < dim(Ro[X]) = 1, ce qui est absurde car dim(F) = 2.

Donc il existe P* € F tel que deg(P*) > 1.

« On note r = deg(P*). Donc r > 1.
- D’aprés ’énoncé, d(F) C F. Donc d(P*) € F.
Donc, par récurrence immédiate, pour tout k € [0, 7], dk(P*) e F.

- De plus, d’apreés la question 4.b), la famille (dk(P*))0<k<r est libre.

Donc 2 = dim(F') > Card ((dk(P*)) =r+1.
Doncr<2—-1=1.Dour=1.

« Donc (P*,d(P*)) est une famille libre de F.
De plus Card((P*,d(P*)) = 2 = dim(F'), donc c’est une base de F'.
Donc F = Vect ((P*,d(P*))).

e Or Vect ((P*,d(P*))) C Ry[X] car deg(P*) = 1.
Donc F' C R;[X]. De plus dim(F) = 2 = dim(R; [ X]).

F=Ry[X]

Oékér)
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Commentaire N

Pour effectuer un raisonnement par I'absurde, on suppose la négation de la propriété
que 'on souhaite démontrer.
Ici la propriété a démontrer est :

Il existe dans F' un polynéme de degré supérieur ou égal a 1

c’est-a-dire :
3 P € F tel que deg(P) > 1

La négation est donc :
VP e F, deg(P) < 1
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b) On suppose que dim(F) = 3. .
On note d I'endomorphisme de F' défini par : pour tout P de F, d(P) = d(P).
Montrer que (d)® = 0. En déduire F.

Démonstration.
« Supposons par I'absurde qu’il existe P € F' tel que <J)3 (P) #0.
Alors, par définition de d, d*(P) # 0. Donc P est de degré 3.
- Comme d(F) C F, alors, par récurrence immédiate, pour tout k € [0, 3], d*(P) € F.

- D’aprés la question 4.b), la famille (dk(P*))0<k<3 est libre.

Donc 3 = dim(F) > Card ((dk(P*)) =4, ce qui est absurde.

0<k<3)
A 3
Donc, pour tout P € F, (d) (P) =0g.

(J)3 —0

A3
o - D’aprés le point précédent, on en déduit que F' C Ker ((d) )

53 -
Or Ker ((d) > C Ker(d?) par définition de d. Donc F C Ker(d?).
D’ou, d’aprés la question 4.a), F' C Ro[X].
- De plus dim(F') = 3 = dim(Ry[X]).

Donc F' = Rg[X]

Commentaire |

« On notera que d est bien un endomorphisme car d(F) C F.

« On pouvait démontrer cette question sans utiliser d :
Soit 7 € [0, 3]. Soit P € F tel que deg(P) =r.

- Comme d(F) C F, alors, par récurrence immédiate, pour tout k € [0, 3], d*(P) €

F.
- D’aprés la question 4.b), la famille (dk(P*))0<k<T est libre.
Donc 3 = dim(F) > Card ((dk(P*))0<k<r> —r4+1.

Donc r < 3—1=2.D’ou F C Ry[X].
Or dim(F') = 3 = dim(Rz[X]). D’ou F' = Ry[X].
On notera néanmoins que cette démonstration n’était pas dans 'esprit du sujet.
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Probléme

« Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur un
espace probabilisé (€2, .o, P).

« Sous réserve d’existence, on note E(X) et V(X) respectivement Iespérance et la variance d'une
variable aléatoire X, et Cov(X,Y") la covariance de deux v.a.r. X et Y.

o Dans les parties I et III, la fonction de répartition et une densité d’une variable aléatoire X & densité
sont notées respectivement Fx et fx.

o On admet que les formules donnant I'espérance et la variance d’une somme de variables aléatoires
discrétes, ainsi que la définition et les propriétés de la covariance et du coefficient de corrélation
linéaire de deux variables aléatoires discrétes, s’appliquent au cas de variables aléatoires & densité.

o Pour n entier supérieur ou égal & 2, on dit que les variables aléatoires & densité Xi, Xo, ..., X,, sont
indépendantes si pour tout n-uplet (x1, zo, ..., xz,) de réels, les événements [X; < 1], [Xo < x9), ...,
[X,, < z,] sont indépendants.

o L’objet du probléme est double. D’une part, montrer certaines analogies entre les lois géométriques
et exponentielles, d’autre part mettre en évidence quelques propriétés asymptotiques de variables
aléatoires issues de la loi exponentielle.

La partie II est indépendante de la partie I.
La partie III est indépendante de la partie II et largement indépendante de la partie I.

Partie I. Loi exponentielle
+oo

1. a) Rappeler la valeur de / et dt.
0

+oo
Etablir pour tout n de N* la convergence de l'intégrale / the~t dt.
0

+o0 +oo
On pose alors Iy = / et dt et pour tout n de N* I,, = / the t dt.
0 0

Démonstration.

o On note X une v.a.r. de loi £ (1). Alors une densité fx de X est :

0 sit<O
fx t—
el sit>=0
+00
On en déduit que l'intégrale / fx(t) dt est convergente et vaut 1.
—00

+oo
Comme fx est nulle en dehors de [0, 4o00[, on obtient : / e tdt=1.
0

o Soit n € N*.

+oo
- La fonction t +— " e~ est continue sur [0, +oo[. L’intégrale / t" e~! dt est donc uniquement
0

impropre en +00.
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- De plus :

t—+4o00 t2

1
x on remarque : t"e "t = o () En effet :

tnet
— = tT2eTt 5 0 (par croissances comparées)
2 t—4o00
. ¢ 1
x par ailleurs : Vt € [1,+oo[, t"e™" >0 et 2 > 0.
+o0o
x l'intégrale 2 dt est une intégrale de Riemann, impropre en 400, d’exposant 2 (2 > 1).

Elle est donc convergente.

Par critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives, I'inté-

+oo
grale / t" et dt est convergente.
1

1
- Enfin, comme la fonction ¢ +— t" e 7! est continue sur le segment [0, 1], alors I'intégrale / thetdt
0

est bien définie.

“+o0o
Finalement, 'intégrale / t" et dt est convergente.
0

O

b) Soit n un entier de N*. A I’aide d’une intégration par parties, établir une relation de récurrence
entre I,, et I,,_1. En déduire la valeur de I,, en fonction de n.

Démonstration.

o Soit n € N*. Soit B > 0. On effectue une intégration par parties (IPP).

u(t) = t" u'(t) = nt"!

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C* sur [0, B]. On obtient :
B 5 B
/ tetdt = [—thet] +n / " le ! dt
0 0 0
B
= —Bre P4n / et dt
0

Or, par croissances comparées : lim — B"e % =0.
B—+oc0

On en déduit, par passage a la limite quand B tend vers 400 :
VneN* I,=nl,_1.
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« Démontrons par récurrence : Yn € N, P(n) ou  P(n): I, =nl.
» Initialisation :
D’aprés la question 1.a) : Iy =1 =0!.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Iny1 = (n+ 1)!).

Inyi = (n+1)1, (d’apres la question précédente)
= (n+1)xn! (par hypothese de récurrence)
= (n+1)!

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, I,, = nl.

O

Soit A un réel strictement positif. Soient X; et X2 deux variables indépendantes de méme loi
exponentielle de paramétre \ (d’espérance %)

On pose : Y = X; — Xy, T = max (X1, X2) et Z = min (X1, Xo).
2. Justifier les relations T+ Z = X1 + Xo et T — Z = | X1 — Xo| = |V

Démonstration.
Soit w € 2. Deux cas se présentent.

o si T(w) = Xj(w), alors : Z(w) = Xa(w). Ainsi :
x d’une part : T(w) + Z(w) = X1(w) + X2(w).
x d’autre part : T'(w) — Z(w) = X1(w) — Xa2(w) =Y (w).
De plus, comme on est ici dans le cas ot max (X1 (w), X2(w)) = X;(w), on obtient : Y (w) > 0.
D’ou :
T(w) = 2Zw) = Y(w) = [Y()] = [Y|w)
e si T'(w) = Xo(w), alors : Z(w) = Xo(w). Ainsi :
x d’une part : T(w) + Z(w) = Xo(w) + X1 (w) = X3 (w) + Xo(w).
x d’autre part : T'(w) — Z(w) = X2(w) — X1 (w) = =Y (w).
De plus, comme on est ici dans le cas ot max (X;(w), Xo(w)) = Xa(w), on obtient : ¥ (w) < 0.
D’ou :
T(w)=2Zw) = V() = V()] = [Y[w)

Finalement, pout tout w € € :

TW) +2(W) = Xi@) +Xo(w) et Tw)-Zw) = [Y]w)

Onen déduit : T+ 7 = X7 + X5 etT—Z:]Y]:]Xl—XQI.

O
3. a) Rappeler sans démonstration les valeurs de V(X7) et de IP’( (X1 < 7] ), pour tout réel x.
Démonstration.
Comme X; < £ ()), alors :
1 0 siz <0
V(Xl) 13 et Fx, 1oz —
A l1—e™® siz>0 O

10
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b) Calculer E(X; + X3), V(X1 + X2), E(Y), V(Y).

Démonstration.

o Les vaar. X1+ Xg et Y = X7 — Xy admettent une variance (et donc une espérance) en tant
que combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent une.

o Par linéarité de ’espérance :

11 2
« tout d’abord : E(X; + X2) = E(X1) +E(X2) = § + 1 = 1.

2
E(X; +Xp) = ¢

1 1
« ensuite : E(Y) = E(X; — X3) = E(X;) — E(X3) = 1= 0.
E(Y)=0
o Comme les v.a.r. X7 et Xy sont indépendantes :
1 1 2
V) = V) + V) = ok = 2

2
V(X]_ + XQ) == F

o Comme les v.a.r. X; et X5 sont indépendantes, par lemme des coalitions, les v.a.r. X7 et —X»
le sont aussi. Ainsi :

V(X1 —X2) = V(X1)+V(=X3) = V(X1)+V(X3) = %
Dot : V(Y) = V(X1 — X») = % -

4. Déterminer pour tout réel z, Fz(z) et fz(z). Reconnaitre la loi de Z et en déduire E(Z) et V(Z).

Démonstration.
« Tout d’abord, comme X;(€2) = [0, +00[ et X2(€2) = [0, +o0[, alors : Z(2) C [0, 4o0].
o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x six €] —00,0] alors [Z < z] = @ (car Z(Q2) C [0, +0o0[). Dot :

777777777777 Fz(x) = P([Z<z]) = P(@) = 0
Fie) = P(Z<a]) = 1-B(Z> 1))
=1 —P([Xl > l‘] N [XQ > ZL‘])

= 1-P([X1 > z]) x P([X2 > z]) (car X1 et Xy sont

indépendantes)
= 1—-(P([X; > x]))2 (car X, et Xo ont méme loi)
2
= 1-(1-Fx,(z))
2
= 1- (,1’ — (¥ - e_’\z)) (d’aprés 3.a), car x > 0)
= 1 e—2)\m
0 siz <0
Finalement : Fy : x —
1—e 227 gigz>0

11
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o On reconnait la fonction de répartition d'une v.a.r. de loi £(2\). Or la fonction de répartition
caractérise la loi.

On en déduit : Z — £ (2 ).

0 siz <O 1 1
, E(Z) = V(Z)=—.

Dou: fz:z = —,
{2)\e2“ siz>0 2 4\ n

(1—e)? sit>0
5. a) Montrer que pour tout réel ¢, on a : Fp(t) =
0 sit <0
Exprimer pour tout réel ¢, fp(t).

Démonstration.
« Tout d’abord, comme X;(€2) = [0, +o0] et X2(Q2) = [0, +00[, alors : T'(2) C [0, +o0].

« Soit € R. Deux cas se présentent :

(car X1 et Xo sont

indépendantes)
= (P([X: <z ))2 (car X1 et Xo ont méme loi)
= (1fe—MC)2 (d’apres 8.a), car x > 0)
0 sixz <0

Finalement : Fp: x +— )
(1 — e*)‘x) siz>0

o La fonction Fr est continue :
x sur | — 0o, 0] en tant que fonction constante,
x sur |0, +o0o[ en tant que produit de fonctions continues sur |0, +o0],
x en 0. En effet :

- d’une part : lim Fr(z) =0

z—0~
- d’autre part : lim Fr(z) = Fr(0) = (1 —e %2 =0
z—0t
Ainsi : lim Fp(z) = Fr(0) = lim Fp(z).
r—0~ r—07t

La fonction Fr est donc continue sur R.

« La fonction Fr est de classe C! sur ] — oo, 0[ et sur |0, +-oc[ par des arguments similaires & ceux
de la continuité sur ces intervalles.

La fonction Fr est donc de classe C! sur R sauf éventuellement en 0.

La v.a.r. T est donc une v.a.r. & densité.

12
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o Pour déterminer une densité fr de T', on dérive sa fonction de répartition Fp sur les intervalles
ouverts | — 00, 0[ et |0, +o00].
Soit © € R.

x On choisit enfin : fr(0) = 0.

0 sixzx <0
Finalement : fr:z —
2Ne " (1—e_)“"’) six >0 B
. . 3 5
b) Justifier I'existence de E(T') et V(T"). Montrer que E(T) = N et V(T') = YSVR

(on pourra utiliser des changements de variables affines)

Démonstration.

o D’aprés la question 2. : T'= X1 4+ Xo — Z. On en déduit que la v.a.r. T admet une variance
(et donc une espérance) en tant que combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent une.

« Tout d’abord :
E(T) = E(Xi+ X 2)
= E(X;+ Xy) —E(2) (par linéarité de l’espérance)

2 1
= 1 ox (d’aprés 3.b) et 4.)
_ 4 _1
2X 2
Ainsi : E(T) = —-
si: =5
o Ensuite, comme la v.a.r. T admet une variance, elle admet un moment d’ordre 2. De plus :
+oo
E(T?) = / t2 fr(t) dt
+00
B 9 (car fr est nulle en
N /0 £ fr(t) dt dehors de [0, +o0[)

“+o0
= / 2 x 2 e M (1 — e’)‘t) dt
0

— o [T esae a— [ aaaetit g (por lindaritd de
0 0 Uintégrale)

Cette linéarité est bien licite car les intégrales en présence sont convergentes. En effet :

“+o00
x d’une part, I'intégrale / 2 x Xe M dt est le moment d’ordre 2 de X7 < & (A),
0

400
x d’autre part, 'intégrale / 2 x 2Xe72 M dt est le moment d’ordre 2 de U < & (2)).
0

13
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On en déduit :
E(T?) — 2E(X2)-E(U?)

= 2 (V) + (BX))?) - (VO) + (EB0)?)

(L 1y (b
- A2 )2 402 4)2

(par formule de
Koenig-Huygens)

(car X1 — E(N) et

BRVAT VAL

U—=E(2N)
R
A2 2a2 0 2n
« Par formule de Koenig-Huygens :
B 2y 2 7 9 5
V(T) = E(T7) (E(T)) aiEsviabyviRiyy
5
T)=—
1
6. On note r le coefficient de corrélation linéaire de Z et T. Montrer que r = ﬁ
Démonstration.
Z,T
o Tout d’abord, par définition du coefficient de corrélation : r = Cov(2,T) .
V(Z) vV(T)
o De plus :
V(T'+2) = V(Z)+2 Cov(Z,T)+ V(T)
Ainsi :
1
Cov(Z,T) = 3 (V(Z+T)-V(Z)-V(T))
1
= §(V(Xl + Xo) — V(Z) = V(1)) (car T+ Z = X1 + X3)
1/ 2 1 5 .
= 5 <A2_4>\2_4)\2> (d apres 3.b), 4. et 5b))
_ 1,2
274N
Diott : Cov(Z,T) = ——
ou: Cov(Z,T) = -
o Enfin :
) s 1 1
x d’une part, d’aprés 4. : \/V(Z) = \/m =5y
x d’autre part, d’aprés 5.b) : /V(T) = 4—5))\2 = ;/E
o On obtient : )
Cov(Z,T) e

14
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7. a) Préciser Y (Q) et |Y|(Q).

Démonstration.
Les v.a.r. X7 et Xy sont toutes les deux de loi £ (A). Ainsi : X7(Q) = X2(R2) = [0, +o0].

Comme Y = X — Xo, on en déduit : Y(22) =R.

Par définition de la valeur absolue, on obtient : |Y|(2) = [0, +o0].

b) Déterminer une densité de la variable aléatoire —Xs.

Démonstration.
« Tout d’abord, on note : V= —X5. Comme X2(Q2) = [0, +o0], alors :

V() = (=X2)(2) = ]—00,0]

o Soit x € R. Deux cas se présentent.

x Six €] —o00,0], alors :

= 1-P([Xo< —xz]) (car X2 est une v.a.r. a densité)

= 1—(1—e*)‘(*x)) (car —x > 0 puisque x < 0)

En conclusion : Fy : z —
1 siz>0

« La fonction Fy est continue :
x sur | — oo, 0] en tant que fonction usuelle,
x sur |0, +o0[ en tant que fonction constante,
x en 0. En effet :

- d’une part : lim Fy(x) = Fy(0) = X0 — 1

z—0~

- d’autre part : lim Fy(x) =1
z—0t

Ainsi : lim Fy(x) = Fy(0) = lim Fy(x).
z—07t

z—0~

La fonction Fy est donc continue sur R.

15
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o La fonction Fy est de classe C! sur | — oo, 0[ et sur |0, +oo| par des arguments similaires a

ceux de la continuité sur ces intervalles.

La fonction Fy est donc de classe C! sur R sauf éventuellement en 0.

La v.a.r. V est donc une v.a.r. a densité.

o Pour déterminer une densité fiy et V= — X5, on dérive sa fonction de répartition Fy sur les

intervalles ouverts | — oo, 0] et ]0, +o0.
Soit = € R.
x six €] —00,0], alors :
fv(z) =
x si x € ]0,4o00], alors :
fv(z) =

x On choisit enfin : fi(0) = 0.

Finalement : fy : xz — {

)\e)\x

0

siz <O

sizx >0

“+oo
¢) Montrer que pour tout réel y, l'intégrale /

—0o0

O

fx,(t) f-x,(y — t) dt est convergente et qu’elle

A
vaut 5 e Ayl (on distinguera les deux cas : y > 0 et y < 0).

Démonstration.
Soit y € R.

« Tout d’abord, comme fx, est nulle en dehors de [0, 4+o00] :

“+oo
/ Fa () foxa(y — 1) dt

o Deux cas se présentent alors :

“+oo
- /0 Fxalt) Fxaly— ) di

x sy < 0, alors pour tout t € [0, +00[ : y — ¢t < 0. Ainsi, pour tout ¢ € [0, +o0] :

Foxaly—t) = AW

Soit B € [0,400[. On en déduit :

B
/0 () foxa(y — ) dt

B
- / Ae M Aer WD) gy
0

B
)\2e’\y/ e M e M gt
0
B
)\Qe/\y/ e 2 M dt
0

A My 1 /B 2 Ne 2 gt
2X Jo

16



ECE2 Mathématiques

+o00
Or l'intégrale / 2Xe 2 dt est convergente (et vaut 1) car c’est le moment d’ordre 0
0

+oo
de U < £(2). On en déduit que l'intégrale / fx,(t) f-x,(y — t) dt est convergente
0
et :

e Myl (cary < 0)

+oo by
/0 fxi(t) f-x,(y —t) dt = §e’\y><1 =

| >

+o0 A
<0 [ pa®fxl-t)di=g e

—00

x siy = 0, alors remarquons que pour tout ¢ € [0, +oo[ :

fx,(t) #0 - t € [0, +o0|
fox,(y—1)#0 y—1t €] —o00,0[

t=0 t=20
= =
y—t<0 t>y
On en déduit : fx,(t) fox,(y—1t) #0 & t>y. Et ainsi :

+00 +oo
/O Fxr(t) Foxy(y — 1) dt =/ Pt foxo(y — 1) dt

car t — fx, (t) f—x,(y — t) est nulle en dehors de ]y, o0l
Soit B € [y, +o00[. On obtient :

B B
/ le (t) f*XQ (y - t) dt = / )\ e*)\t A e)\ (y*t) dt
Y Yy

Fel®) fxaly—1) 20 © {

B
= )\zeky/ e 2 M dt
y

B
= /\Ze)‘yzlx/ 2 e 2 M gt
Yy

+o00o +00
Or, comme / 2 Xe 2 M dt est convergente (c¢f point précédent), alors / 2 e 2AM gt
0 Y

est aussi convergente.
De plus, en conservant la notation U — £ (2 \) :

—+o00 —+o00
/ 2xe At = / fu(t) dt
Yy Yy

= P(U >y])

(car U est une

— — <
1-P([U <)) v.a.r. 4 densité)

= 1—(1—e2%)

— e—2)\y

On en déduit :

+oo A\
/ le(t) f—Xg(y_t) dt = 5 eAy X 6_2)‘3/ — —)\y —
Y

e e Al (cary >0)

| >
| >

+oo A\
Vy}O,/ fX1(t)f—X2(y—t) dt:§e_’\|y‘ 0

—00

17
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d) Etablir que la fonction y ée*)‘“/| est une densité de probabilité sur R; on admet que c’est
une densité de la variable aléatoire Y.
Démonstration.
« La fonction y % e MYl est continue sur R car elle est la composée h = hy o by de :
x hy:y— —Aly| qui est :
- continue sur R,

- telle que : hi(R) C R.

A
x ho:y+— 5 e¥ qui est continue sur R

A
La fonction y — 56_)‘|y| est continue sur R.

e Soit y € R. Alors, comme A >0 : e Ayl > 0.

N | >

A
Yy € R, 56*)"9‘ >0

too )
5 e Myl dy est convergente et vaut 1.

« Démontrons que l'intégrale /

—00

. REEDY
x Etudions tout d’abord / 3 e Ml gy,
0
Pour tout y € [0, +o0[.

N | >

Y I R Y
2

+oo
Or lintégrale / Ae Y dy est convergente (et vaut 1) car c’est le moment d’ordre 0 de
0

+oc0 A
X1 <= £ ()N). Ainsi 'intégrale / 3 e MY gy est convergente et :
0

+oo 1 [t 1 1
/ ie_kly‘ dy = - / AeMdy = Zx1 = =
, 2 2 Jo 2

x On sait alors :

too
- l'intégrale / Z e A dy est convergente,
0 2
A
- la fonction y — 5 e~ MYl est paire. En effet, pour tout y € R :

A A
5 oMYl — 3 e~ MYl

+oo

A
On en déduit que l'intégrale / 5 e MYl dy est convergente et :

—0o0

“+o00 o0
/ A Al gy = 2/ A
o 2 0 2

+00)\
2

L’intégrale / e Ml dy est convergente et vaut 1.

—0o0

A
On en déduit que la fonction y — 5 e Ul est une densité de probabilité.
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e) Déterminer pour tout y réel, fy(y). Reconnaitre la loi de |[Y| =T — Z.

Démonstration.
« Tout d’abord, d’aprés 7.a) : |Y](R2) = [0, +o0].
o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x six €] —00,0] alors [|[Y| < z] =@ (car |Y|(Q) = [0, +00[). Dot :

Fiyi(@) = B([Y] <)) = B(@) = 0

x sl z € [0,+00], alors :

= ' (d’apres la question
- fly|<t) dt précédente)
= 2 lel(t) dt (car f‘y| est paire (cf

question précédente))

0 siz <0

Finalement : Fly| : x — {

1—e " giz>0

o On reconnait la fonction de répartition d'une v.a.r. de loi £ (\). Or la fonction de répartition
caractérise la loi.

0 sizx <0

On en déduit [Y] < £ (A) et donc : fiy: 2 — .
e ™% six >0 0

19



ECE2 Mathématiques

Partie II. Loi géométrique

Soit p un réel de ]0, 1[ et ¢ = 1—p. Soit X; et Xy deux variables indépendantes de méme loi géométrique

de paramétre p (d’espérance %)

On pose : Y = X; — Xy, T = max (X1, X2) et Z = min (X1, Xo).

Onrappelleque T+ Z =X+ Xoet T — Z = | X; — Xo| = |Y].

8. a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de V(X1) et de P([X; < k]), pour tout k de
X1(Q).

Démonstration.

Comme X; < G (p), alors : V(X;) = % et Vk € N*, P([X1 <Fk])=1- ¢~
p

Commentaire \

o L’énoncé insiste bien sur la non nécessité d’une démonstration, notamment pour
les valeurs, pour tout k € N* de P([X; < k]). Celles-ci ne sont pas un attendu du
programme, mais c¢’est une propriété trés classique de la loi géométrique. Elle doit
donc étre connue et on se doit de savoir la redémontrer.

« Rappelons maintenant la démonstration. Soit k € N*.

k
Notons : [X1 < k] = J [X1 =1]. On en déduit :
i=1

pxa<i) = B(U x=i)

(les événements [ X1 = i]

= étant incompatibles)
k -

= quz_ (car X1 — G (p))

i=1

k=1 1—4gF
= p Oqzzpl_q (carq #1)
1=
\ 7 D

b) Calculer E(Xl + XQ), V(Xl + XQ), E(Xl — XQ), V(Xl — XQ)

Démonstration.

o Les viar. X7 + Xy et X; — Xy admettent une variance (et donc une espérance) en tant que
combinaisons linéaires de v.a.r. qui en admettent une.

o Par linéarité de ’espérance :
x tout d’abord : o
(X1 +X2) = E(X)+E(X) = -+ =

hS
hSEN

2
]E(Xl + XQ) = 5

x ensuite :

E(X; — X3) = E(X;) —E(X;y) =

K=
RS

E(X; — X5) =0
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o Comme les v.a.r. X; et X5 sont indépendantes :

VX1+X2) = VX)) +V(X2) = 5+5 = 25

4.4 _,4

p p p

V(Xl—l-XQ) =2 ]%

o Comme les v.a.r. X7 et X5 sont indépendantes, par lemme des coalitions, les v.a.r. X7 et —Xs

le sont aussi. Ainsi :

V(X1 — Xo2)

= V() V(- Xe) = V(X)) +V(XD) = 2 5

a

V(X - X) =2 5.

Commentaire

Attention & l'erreur classique. Méme si X7 et X5 sont indépendantes :

V(X — Xo) 7! V(X1) — V(X5)

p

c¢) Etablir la relation : P([X] = X3]) = ——.

Démonstration.

« Tout d’abord : [X; = Xo] =

1+g¢

(X1 — X5 =0].

« La famille ([X2 = k])gen+ forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([X1 - X, =0]) =

:ﬁjw@ — } N X - Xz = 0))

;fjr@([xz — KN k=0])

S B((X = K N X0 = &)

k=1
oo _ _ (car Xy et Xo
k; P(IXz = k]) P(X1 = £]) sont indépendantes)

E A A
> pd" gt
k=1

2+OO 2\k—1
p* > (¢°)"
k=1

+o0o 1
P* > (A)F = p? T (car ¢* € | —1,1])
k=0 —dq
. 1 _ P
M(l—i—q) 1+q
b
P([X; = Xo|) = ——
([X1 2]) T4
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9. a) Montrer que Z suit la loi géométrique de paramétre 1 — ¢.

En déduire E(Z), V(Z) et E(T).

Démonstration.
o Comme X;(Q) = Xo(Q2) = N* alors : Z(Q2) C N*.
« Soit k € N*.

x Déterminons d’abord : P([Z > k]).

P([Z>k]) = P(X1>kN[Xs> k])
(car X1 et X2

sont indépendantes)

= P([X; > k) x P([X> > k])

= (1-P([X1 <k]) (1-P([X2 <k])

(d’apres la
question 1.)

= -—-d") - —q")

vk € N*, P((Z > k) = (¢2)"
x De plus :
Z>k—-1] = [Z>k] (car Z est a valeurs entiéres)
= [Z=KU[Z > K]

Les événements [Z = k] et [Z > k| étant incompatibles :

P(Z >k —1]) = P([Z = k]) + P([Z > k])

Ainsi : P([Z = k]) =P([Z > k —1]) = P([Z > K]).

x Deux cas se présentent alors :

P([Z=1]) = PQ) —-P(Z>1]) (car Z(Q2) C N*)
= 1-(¢) = 1-¢
Or, on remarque :
1-1
@) (1-¢*) =1-¢
La formule précédente reste donc valide pour k = 1.

Finalement, pour tout £ € N* :

B(z=H) = () (1-¢*) = (1-(1- 612))k_1 (1-¢)

On en déduit : Z — G (1 — q2).

_ _ 42 2
De plus : E(Z) = : et V(Z):l(l(—qu)%):(l—qqﬂz
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o Enfin, comme T + Z = X + X5, alors :
T=X1+Xo—Z7

La v.a.r. T admet donc une espérance comme combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent
une. De plus :

E(T) = E(_X1+X2—Z)

_ E(X: + Xo) — E(2) l(g)ar /lméam'té de
espérance)
2 1
p 1-¢
2 1
l—q¢ (1-¢@1+gq)

2(1+q¢)—1 142

1—¢? 1 —¢?
1+2
E(T) =14
q O

b) Soit k un entier de N*. Justifier 'égalité : [Z = k| U [T = k| = [X1 = k] U [X2 = K.
En déduire la relation suivante : P([T = k|) = 2 P([X; = k]) — P([Z = k]).

Démonstration.
Soit w € Q.

« Tout d’abord :
welZ=k U [T =k

& Zw) =k 0U T(w) =k

& max(Xi(w), Xa(w)) =k 0U min(X;(w), Xa(w)) =k
Deux cas se présentent :
x sl max(X1(w), Xo(w)) = Xi(w) alors, min(X;(w), X2(w)) = Xa(w) et :

max(X1(w), Xa(w)) =k 00 min(X;(w), Xa(w)) = &
& Xow)=k 0U Xi(w) =k

max(X1(w), Xo(w)) =k 0U min(X;(w), Xa(w)) =k
o Xl(w) =k 0OU Xg(w) =k

On en déduit :
wel[Z=k] U [T =Kk

4 Xl(w):k 0]¢) Xg(w):k‘
= wE[Xlzk‘] U [XQZk]

Finalement : [Z = k] U [T = k] = [X1 = k] U [X2 = k]
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e De plus :

x D’une part :

P(Z=HUT =K) = B(Z=H)+P(T = k) - B(Z =k [T = k)
= B((Z = k) + B([T = K]) - B([X, = k] N [X2 = k])

En effet, on peut démontrer en procédant comme en début de question que :
[Z=klN[T =k = [X1 =k N[X2=k]
x D’autre part :
P([X1 = kU [X2 = k])
= B([X1 = k) + B([Xz = K]) — P([Xy = K 1 [X; = k])

(car X7 et Xo ont

méme loi)
« Daprés ce qui précéde :
P([Z=k U [T=k]) = P([X1 =k U [X2=£k])
dott P([Z = k]) + P([T = k]) — P([X, = s=F]) = 2P([X; =k]) — P([Xy =

et B(T=H) = 2B([X) = k)~ B(Z = k)

Commentaire |

o Dans I’énoncé, il est demander de « justifier I’égalité » et non de la démontrer.
Cette nuance signifie généralement que des points seront attribués méme pour une
explication avec les mains.

« Il est pratique pour conclure que de dire que les événements [T' = k] et [Z = k] (resp.
[X1 = k] et [X2 = k]) sont incompatibles. Mais on ne peut en aucun cas affirmer
une telle chose !

Il peut exister w € Q tel que max(X;(w), Xo(w)) = k et min(X;(w), X2(w)) = k.
Cela se produit pour tout w € € tel que : X;(w) = Xo(w) = k.

- 2 § 2
¢) Etablir la formule : V(T') = W
—q

Démonstration.
« Tout d’abord, comme X;(Q2) = X2(Q) = N* alors : T'(Q2) C N*.

e Lav.ar. T = X| + X9 — Z admet une variance en tant que combinaison linéaire de v.a.r. qui
en admettent une.
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o Par définition du moment d’ordre 2 :

ET?) = 5 K EB(T=H)
k=1

K]))

5 K @B(X) = K) - (2

+oo
k)= 2 K P((2

k])

+oo

2 3 K2 P([X,
k=1

2 B(X?) - E(2?)

2 (V(X1) + (E(X1))?) - (V(2) + (E(2))?)

(5 () ) (% s

qg+1 ¢ +1

T

1

p

1

q
=+
p2

q
(1—¢%)?

2

7))

(d’apres la question
précédente)

(par la formule de
Kenig-Huygens)

(d’apres les questions
précédentes)

T admet un moment d’ordre 2 et E(T?) = 2

q+1

¢ +1

p2

(1-¢**

o Par la formule de Koenig-Huygens :

2

V(T) = E(T?) - (E(T))

(2

q+1_
P2

1+ 2¢q
1—¢2

g+1 ¢ +1
p? (1 —¢%)?
q2+1 _
(1—q?)?
q+1_2+4q+5q2
p? (1—¢%)?

B 2+ 4q + 5¢°
1-9? (1-q) (1+q)?

(q+ 1)1+ q)? 2+ 4q + 5¢*

)- ()
1+ 4q + 44°

? (1—¢%)?

2

q+1

1-92(1+9> (1-¢q) (1+q)

)2

5 (2 (14+3¢+3¢2 +¢%) — (2+ 49 + 5¢°))

- (1— q)21(1 1 q)? (2 (1+9)°— (2+4g+5¢%)
_ 1
- (1-¢)? (149

1

2+ q¢*+2¢%) =

TErEREEl

q (2+q+2¢%

(1

q (2+q+2¢°)
(1-q)? (1+qg)?

V(T) =

—q)* (1+49)?
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Commentaire

o Il faut prendre le réflexe de connaitre la formule de Kcenig-Huygens dans les deux sens.

L’écriture V(X1) = E(X?) - (E(X1))?
fournit I'égalite E(X?) = V(X1) + (E(X1))?

C’est cette derniére égalité qui est utilisée dans la démonstration.

« On pouvait aussi calculer V(T') en s’aidant de 1’égalité :
T+ 7 = X1 =+ X2

En effet :

\]

V(T+2) = V(X1 +Xy) = p—q

Par ailleurs :
V(T+2) = V(T)+V(Z)+2 Cov(T, Z)

On en déduit :

V(T) = Zf _V(Z) =2 Cov(T, 7)
= Q—L—2COV(T Z)
P (1-¢)? ’
Par la formule de Koenig-Huygens :
Cov(T,Z) = E(TZ)-E(T) E(Z)
= E(X1X2)—E(T) E(Z) (car TZ = X1 X2 (*))

= E(X1) E(X3) -E(T) E(Z) (car Xy et Xy sont

indépendantes)
11 142 1
Copp 1-¢21-¢
1 1+ 2¢q
P (1-¢2)?
((*) TZ = HlaX(Xl,XQ) min(Xl,Xg) = X1 XQ)
En combinant tous ces résultats, on obtient :
2q ¢ < 1 1+4+2¢q )
vo@r) = —————=5 -2 - ———=
) ¥ (1-¢?)? P (1-¢)?
 2(g—1) | —¢*+4q+2
P (1—¢%)7?

2(q—1) —¢*>+4q9+2
(1—-q)? (1—¢?)?
1

— m(2 (=11 +9)*—¢*+49+2)

1
= gy Gereran) =

q (2+q+2¢%)
(1—¢?)? 0
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10. a) Préciser (T'— Z)(Q2). Exprimer pour tout j de N*, 'événement [Z = j]N[Z = T] en fonction des
événements [X; = j] et [ Xy = j].
En déduire pour tout j de N*, Pexpression de P([Z = j] N [Z = T]).
Démonstration.

« Rappelons que : T'— Z = | X — Xa|.
Tout d’abord, comme X1 (£2) = X2(Q2) = N* alors :

(X1 -X2)(Q) = {Xi(w) - X2(w) |w e O}
c {i—jl@i,j)e(N*)?} =Z
Ainsi, (|X1 — Xa|)(2) C ZN R, = N.

(T-2)(Q)CN
« Soit j € N*.
[Z = j] N [Z = T] = [min(Xl,Xg) :j] N [min(Xl,Xg) = HlaX(Xl,XQ)]
= [min(Xy, Xo) = j] N [max(Xy, Xs) = j]
= [Xi1=j] N [X2 =]
VieN, [Z=j] N [Z=T=[X1=j] N [X2=]
o Ainsi :

P((Zz=3] n[2=T]) = P(Xi=j] n [Xo=j])

(car X1 et Xo sont
indépendantes)

= P(X1=4j]) x P([X2=7j])

= pd txpg ™t = p?g¥?

b) Montrer que pour tout couple (4,1) de (N*)2, on a: P([Z = j]N [T — Z =1]) = 2p?¢*+—2,

Démonstration.
. Soit (7,1) € (N*)z.

Z=4nT-2=1] = [Z=j1n[T-j=1
= [Z=jnT=5+]
min(X7, Xs) = j] N [max(Xy, X2) =7 + ]

= (X =jlnXa=j+1) U (X1 =j+N[X2=7])

VA
A

Il s’agit d’une réunion de deux événements incompatibles. En effet :
(K =gnX=5+1) n (Xi=j+]N[X2=j])
= ([Ki=jlnXi=j+])n([Xe=jn[X2=7+1])
= @ NG =g (carl#0)
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I

=

=
I

nXe=4+1) + P([X1i =j+N[Xs=])

(car X1 et Xo sont

= P([Xl :ﬂ) x P([X2 = +l]) T P([Xl =J +l]) x ]P)([XQ :j]) indépdendantes)

= p@d I xpd™ 4+ pgtlxp ™!
— p? U2 2 25HS2 g g2 p2jH2

V() € (N B(Z=4) 0 [T -Z=1) =2 ¢

O

¢) Montrer que pour tout k de Z, P([X; — X2 = k]) = qu .

(on distinguera trois cas : k =0, k > 0 et k < 0) I

Démonstration.

Soit k € Z. Trois cas se présentent.

« Sik=0

p pq°
P([X1 — Xp = k]) = P([X1 — X5 = 0]) = P([X; = X)) = Toq 1tq

La famille ([X2 = i]);en+ forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

]P’([Xl — X9 = k]) = —ijp([XQ = Z] N [Xl — X9 = k‘])
- Ji:IP’([ngi] A X —i = )

= i[{”([Xg:i] N [X1=i+k])

(car X1 et Xo
sont indépendantes)

+0o0o
= Y P([Xa=i]) x P([X1=1+k])
=1
oo .
— S pgl x pgith
=1

2 k+°° 2i—2 2 k+°° 2\i—1
= ¢ Y & =" Y (P
=1

i=1
+oo i

= ¢ Y () (par décalage d’indice)
i=0

- P v ¢ ! (car ¢* € ] =1,1])
1-¢ A=) (1+q)

_ pd* _ pd¥

1+g¢ 1+g¢
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e Sik<O0:

On procéde de la méme maniére que dans le point précédent. On obtient :

P([X1 — X2 = k])

i]?([Xg =1]) x P([X1 =i+ k])
+00

> P(Xp=id]) x P([X1=i+4k])

i=1
tel que ¢ + k € N*

+00

+ >
i=1
tel que i + k ¢ N*

S R(Xe =) x P(X) =i+ k)
i=—k+1

—+00

> pgd!' x pg
i=—k+1

i+k—1

T i—k—1 —1
Spg Pt x pgT
=1

2 k—i—oo 21—2
DD
=1

pa*  pg

(I-q)(14+q)  1+g¢

(X1=i+kl=2

P((Xy =) x BUX=tFF) %0 p o)

car itk=>1
&S 2 —k+1

(par décalage d’indice)

(en procédant comme
au point précédent)

Vk € Z, P((X1— Xo =k]) = 2 7"
- s — = =
1 2 1+q -
d) En déduire la loi de la variable aléatoire | X7 — Xo|.
Démonstration.
« Rappelons que : T'— Z = | X — Xo|.
(X1 = Xo[)(2) C N
« Soit £ € N. Remarquons tout d’abord :
[ ’Xl—X2’ :k] = [Xl—XQZk] U [Xl—XQZ —k‘]
Deux cas se présentent :
x si k # 0, alors les événements [X; — Xy = k| et [X; — X = —k] sont incompatibles. Ainsi :
P([|X1—Xo|=k]) = P([X1— Xz =k])+P([X1 — X2 = —k])
k k k
byq pbaq bqg
= = 2 k|l =k
1+q+1+q 1+g¢ (car |K] /
x si k=0
p
P(| | X1 — Xo| = = P([X; — Xy = £
([ X1 — Xao| =0]) ([X1— X2 =0]) 114
pd* p
Vk e N*, P(| | X1 — Xo| =k]) =2 t P | X1 —Xs9|=0]) = ——
([ 1X1 — X2| = K]) 114 °© ([ X1 — Xa| =0]) 14 -
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e) Etablir a I'aide des questions précédentes que les variables Z et T — Z sont indépendantes.

Démonstration.
Il s’agit de démontrer :

Vi€ Z(Q), Ve (T-2)(Q), B(Z=jN[T-Z=1)) = B(Z =) x B(T ~ Z = 1)

avec Z(Q2) C N* et (T'— Z)(©2) C N.
« Soit (j,1) € (N*)2. Comme T — Z = | X1 — X»|, alors :

P(Z =) xP(T - 2 =1]) = P([Z=j]) xP([|1 X1 — Xa| =1])

i1 ! ‘apre
- <q2) (1- q2) X2 1pfq gieizzzsislifrécédentes)
R AR PER !
147
— P 2px2pq = 2p? g¥t2
= P(Z=j] Nn[T-Z=1) (d’apres 3.c))

o Il reste & étudier le cas ou j € N* et [ = 0.

P([Z =4)) xP(T =2 =0]) = P([Z=j]) x P([[X1 — Xo = 0])

B NI o P (d’apres les
N (q ) (1=4%) x 1+g¢ questions précédentes)
2j-2 (1 _ b
q q q) X
(1-q) Qo) x
= ¢¥2pxp = p?g¥?
= P(Z=j] n[T-Z=1) (d’apres 3.a))
Les variables Z et T'— Z sont donc indépendantes. =
11. a) A l'aide du résultat de la question 10.e), calculer Cov(Z, T).
Les variables Z et T sont-elles indépendantes ?
Démonstration.
« D’apreés la question 10.e), les variables Z et T — Z sont indépendantes. On en déduit :
Cov(Z,T—-Z7)=0
Or, par linéarité gauche de 'opérateur Cov :
Cov(Z,T-2) = Cov(Z,T) — Cov(Z,2)
—_— ——
0 V(2)
e
Ainsi . (jOV(Z7 T) = V(Z) = m
o Comme ¢ # 0, Cov(Z,T) # 0.
Ainsi, les v.a.r. Z et T ne sont pas indépendantes.
O
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b) Calculer en fonction de g, le coeflicient de corrélation linéaire p de Z et T
Démonstration.
Par définition :
Cov(Z,T)
p(Z,T)
VV(Z) V(T)
_ V(2) _ HZ) V(2
VV@Z) VVT)  \HZ) V(T
2
(1qu2)2 _ \/ ¢ W
(2+q+2¢%) 2
vz A= q(2+q+2¢°)
.
2+ q+ 24>
q
Z,T)=,——
P =\ 5 ag O
¢) Déterminer la loi de probabilité du couple (Z,T).
Démonstration.
« On rappelle que Z(Q2) C N* et T(Q2) C N*.
« Soit (4, 4) € (N*)2. Trois cas se présentent :
x sii<jralors [Z=j] N [T=i]=g.
En effet, Z = min(X1, Xo) < max(X;, Xo) =1T.
Sii<j, P([Z=j] n [T=1i)=Pw@)=0
csii=jalors [Z=j] N [T =j] = [Xi=j) 0 X2
P(Z =41 0 [T=4]) = P(X1=j] N [X2=j])
_ ) Iy (car X7 et Xy
= P& =) < P(Xa = j]) sont indépendantes)
= pg txpg Tt = p? ¥
P(Z=j] n [T=j]) = p* ¢
x sii>jralors [Z=j] N [T=1=([X1=7]Nn[Xe=1]) U ([X1 =1]N[X2=j]).
P([Z =j] 0 [T =1])
= P(((X1=jIn[Xe=i]) U ([X1=4N[Xa=j]))
(car [ X1 = j] N [X2 = 1]
= P(Xi=Jln[Xzy=i]) + P([X1 =1 n[Xs = j]) et [X1 =1 N[Xy = j]
sont incompatibles)
_ y Iy . 4y (car Xy et Xo
= B =) X B = i) + P = ) x B(Xa =) (0TS
— pP Ixpglapgdlxp gl = 2p2gitiv2
Sii>j, P(Z=j] N [T=4d]) = 2p*¢*7?
O
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d) Déterminer pour tout j de N*, la loi de probabilité conditionnelle de T sachant I’événement
[Z = j].
Démonstration.
Soit j € N*.
« Rappelons que T(Q2) C N*.
o Soit 7 € N*.
P(Z=4In[T=1) _ P(Z=jN[T =]

Popg(T=i) = —5@z=p5 = () (11—

La loi du couple (Z,T) étant donnée par cas, trois cas se présentent encore ici :
x sii<j:ralors P([Z=j] N [T=1i]) =P(@)=0.

Sid < g, P[Z:j]([T = Z]) =0.

xsii=j:alors P([Z=j] n [T =3]) = p?¢¥ 2

b, () — PZ=00T=0) _ _ 7 I
ST T @ T ame) @y 000 T T
Pr—i(T=4) = 7o

Piz—j(T'=1]) =

2pq. 2pqI

@ (1+q) 1+gq

2pqgI

Sti >, Pay(T=1) = =77~

O

e) Soit j un élément de N*. On suppose qu’il existe une variable aléatoire D; & valeur dans N*,
dont la loi de probabilité est la loi conditionnelle de T sachant 1'événement [Z = j].
Calculer E(Dj).

Démonstration.

« Lav.ar. D;j admet une espérance si et seulement si la série ) i P;_;([T" = i]) est absolument
7;/

convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.
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« Soit N € N*.
N . .
2 i Pz—j ([T =)
g : J. , N . (par relation de Chasles
= Z; 1 P[Z:j]([T = Z]) + Z;j 7 P[Z:j]([T = Z]) + i:%l 7 P[Z:j}([T = Z]) en supposant N> ])
_ D N 2pqgd (d’apres la question
B 0 * 1+gq + i:%l YTy q précédente)

« Etudions en particulier la somme de droite :

N 2 i—j 9 N o
p2paT 20
i—+1  1+g¢ 1+4q 5
2 P —J . N ) e
= 52 S i qUtDI (par décalage d’indice)
l+q o
9 N—j 2 N—j
= L Yid = T Y i
L+q = l+q 5
On reconnait la somme partielle (d’ordre N — j) d’une série géométrique dérivée premiére de
raison ¢ € | — 1,1[. Elle est donc convergente.
o Ainsi, la série ) i Piz—;([T" = i]) est convergente et par passage a la limite :
i>1
400 2 400 .
. . p pqt® .
1Py (=4 = —+— 1 q"
z; 2= D l+q 14q 3
_ b _2pqg 1
1+q 14q (1—9)?
1
= ——————W®0-9+2¢q)
(1+q)(1-9q)
1 ) 1+¢°
Tl (I-a9)+24q) = 1— ¢
: ) 14 ¢?
La variable D; admet une espérance et E(D;) = 2 =
—4q
|
+oo
« Dans cette question, on détermine le Pz ([T = i]). Cette écriture est trés proche de
1=

I’écriture de E(T") : on a simplement remplacé ici I'application probabilité P par 'application
probabilité Pz_j.
[Z = j] est réalisé.

Autrement dit, on détermine ’espérance de T sachant que I’événement

o Cet objet est relativement classique en mathématiques. Il s’agit de ’espérance conditionnelle
de la variable T relativement a l’événement [Z = j]. Elle se note : E(T' | [Z = j]).
(cette notation n'est pas trés heureuse au vu de celle des probabilités conditionnelles)

e« On peut noter que ces calculs d’espérances conditionnelles permettent de déterminer
I’espérance. Sous réserve d’existence des objets considérés :

E(T) = f@([hj}) E(T | [Z =)
z

I1 faut considérer cette égalité comme une formule des probabilités totales (qui est a la base
de ce résultat) adaptée a la notion d’espérance.
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Partie I1I. Convergences

Dans les questions 1 & 4, A désigne un paramétre réel strictement positif, inconnu.
Pour n élément de N*, on considére un n-échantillon (X1, Xs, ..., X,,) de variables aléatoires a valeurs
strictement positives, indépendantes, de méme loi exponentielle de paramétre A.

On pose pour tout n de N* : S, = Y~ X et J, = AS,,.
k=1

12. Calculer pour tout n de N* E(S,,), V(S,), E(J,) et V(J,).

Démonstration.

e Les v.arx. S, et J, admettent une variance (et donc une espérance) en tant que combinaison
linéaire de v.a.r. qui en admettent une.

e Pour la v.a.r. S, :
x tout d’abord :

(par linéarité de

P k lespérance)
_ i 1 (car : Vk € [1,n],
=1 A X =€)
_
D\
n
E(S,) = ~
(5)="

x ensuite :

_ i V(X) (car X1, ..., Xpn

P indépendantes)
B i 1 (car : Vk € [1,n],
=% Xk =€)
n
Y
n

e Pour la v.a.r. J, :

x par linéarité de 'espérance :

E(J,) = E(AS,) = AE(S,) = X x

Ainsi : E(J,,) = n.

x de plus :

V() = VS, = NV(S) = X x 55

D'ou : V(J,) = n.
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e—xmn—l
=y siz>0
13. On admet quune densité f;, de J,, est donnée par f;, (z) =4 (n—1)!

0 sizx <0
a) A T'aide du théoréme de transfert, établir pour tout n supérieur ou égal a 3, l'existence de

1 1
E(—)etde E|— ], et donner leur valeurs respectives.
JIn J?

Démonstration.
Soit n € [3,4o0].

1
o Par théoréme de transfert, la v.a.r. 7 admet une espérance si et seulement si 'intégrale
n

too 1
/ — f7,(x) dx est absolument convergente.
0 T

1
« Or, pour tout z €]0,+o0[ : — f;,(z) > 0.
x too 1
I1 suffit donc de démontrer que l'intégrale / — f7,(x) dz est convergente.
0 xT

« Soit z € 0, 4o0].
1 1 e ®gn! 1
2 @) = OX T T o ®

n72efx

+oo
Or, comme n — 2 € N, d’aprés 1.a), l'intégrale / "2 e dx est convergente.
0

. 1 ,
Ainsi, la v.a.r. — admet une espérance.
n

e De plus :
1 oo 1 Foo 1
E(—) = = de = ——— 2oy = —— I,
<Jn) /0 x T (@) dz (n—1)! /0 voe v (n—1)! 2
C 2 €N, daprés 1.b) : E [ — L —
omme n — apres 1. N e = n — L= .
) ap Jn) " (n—1) n—1

1
o Par théoréme de transfert, la v.a.r. 7 admet une espérance si et seulement si l'intégrale
n

too
/ —5 f1,(x) dz est absolument convergente.
0 T
1
« Or, pour tout z €]0, +oo[ : — fy,(z) > 0.
x o
11 suffit donc de démontrer que 'intégrale / — f1,(%) dz est convergente.
0 x
o Soit z € )0, 4o0].

1 1 e @l 1 n—3 —ux

210 = X T mom Y ©

“+oo
Or, comme n — 3 € N, d’aprés 1.a), l'intégrale / "3 e™® dx est convergente.
0

.y 1 )
Ainsi, la v.a.r. — admet une espérance.
n
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e De plus :
1 oo g 1 i 1
E L _ = - - n—3 ,—x = 7[717
() - [ w e - gy [ e - e
C _3eN, dapes 18) (E( &)= x(n-3)l= — T
omme 7 , d-apres 1.0/ . J2  (n—1)! "  on—=1)(n—-2)

—

n —
b) On pose pour tout n supérieur ou égal & 3 : A\, = —. Justifier que A, est un estimateur de A.

n
Est-il sans biais? Calculer la limite, lorsque n tend vers +o0o, du risque quadratique associé a

Ap en .
Démonstration.
Soit n € [3, 4o0].
— n n , .
e Lavar \, = 5 = — s’exprime :
k=1

x a l'aide du n-échantillon (X1, ..., X,),
x sans mention du paramétre .

La v.a.r. X; est donc un estimateur de A.

e On remarque :

-~ 1 1 1
Ap = NMX — = NX— = NAX —
Or, d’aprés la question précédente, la v.a.r. — admet un moment d’ordre 2 et donc une

n
variance. On en déduit que la v.a.r. A, admet une variance (et donc une espérance) en tant

o 1 .
que transformée linéaire de — qui en admet une.

n

e De plus :

. \E 1 (par linéarité de
N A ’espérance)

= nA

d’aprés 13.a)

Comme n > 3, alors : Ey (X;) = % AZ£ A

La v.a.r. A, n’est donc pas un estimateur sans biais de A.

o Par décomposition biais-variance :

n(h) = )+ (e (W)
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Or, par formule de Koenig-Huygens :

“(3) - ) ()

(d’aprés 18.a))

)\2

B 1 1
 n—-1)(n—-2) (n—-1)2
_on—1-(n-2)
 (n—12(n-2) (n—1)2(n—-2)

On en déduit : ) .
n(A) = TENHCED IR CEE
P+ n=-2)
T - 12e-2 "
(n—1)2(n-2)
- n+2 9
S e Dm=2) " aore
On obtient alors : nEIJIrlOO ) (X\n) =0.

Commentaire

Rappelons que I'on a le résultat suivant :
I
oo

—

Ainsi, la v.a.r. A, est un estimateur convergent de A.

\.

(X;) =0 = X; est un estimateur convergent de A

J

14. Dans cette question, on veut déterminer un intervalle de confiance du paramétre A au risque .

On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u, le réel strictement

-1-2

positif tel que ®(u,) 5

a) Enoncer le théoréme de la limite centrée. En déduire que la variable aléatoire N,, définie par

-

Démonstration.

N, =)

« Enoncons le théoréme central limite.
Soit (X, )nen+ une suite de v.a.r. :
x indépendantes,
x de méme loi,
x de méme espérance m,

2

x et de méme variance o“ non nulle.

Pour tout n € N*, on note :

S —
S =X, +---+X, et 5;;7;77:;”
Alors : S} ;é) Z ou Z<=N(0,1).
n (o9}

\/n converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
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o Démontrons : S} = N,,.
! V(Sn)
S _n
= A (d’apres 12.)
A2
B AS,—n
Avn
S,
Sk =Ny
« La suite (X;);en+ une suite de v.a.r. :
x indépendantes,
x de méme loi € (),
. . 1
x de méme variance 2 non nulle.
Par théoréme central limite : N, ——» Z ot Z < N(0,1).
n—-+oo O

b) En déduire que pour n assez grand, on a approximativement : IP’( [—ua < Ny < ug ) =1-oa.

Démonstration.
Comme N, — Z, alors :

nEToo P([~ta < Np<ua]) = P([~ua < Z < ual)
= P(ua) — P(—ua)
= (ua) — (1 = ®(ua))
= 2®(uy) —1
- 20-5)-1 5

O

] Yo

=

¢) Montrer que pour n assez grand, l'intervalle [( ) X\n, ( )

NG

—

An

] est un intervalle

de confiance de A au risque . On note Ag la réalisation de X; sur le n-échantillon.

Démonstration.
Soit n € N*.
P([~ta < Ny < ta])
_ s,
= P uaé)\n—\/ﬁgua}>
_ s,
= P( \/ﬁ_uag)‘g\/ﬁ_’—ua])
n
= (| Wi <A< K Vi) e () @) < ol
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On en déduit :

(5 ) ren o)

Ainsi, d’aprés la question précédente :

— Ug, — Ug
1 - 1 K < —_— = —
nEToquA"(l m)““"@*ﬁ)]) oo

L’intervalle [(1 — :;%) X;, <1 + 3‘%) 5\;} est donc
un intervalle de confiance de A au risque . O
15. Avec le n-échantillon (X7, Xo, ..., X,,), on construit un nouvel intervalle de confiance de \ au risque
B (B # «), tel que la longueur de cet intervalle soit k (k > 1) fois plus petite que celle obtenue avec

le risque a.

a) Justifier I'existence de la fonction réciproque ®~! de ®.
Quel est le domaine de définition de 17

Démonstration.
La fonction ® est :

x continue sur R, en tant que fonction de répartition d’une v.a.r. & densité,

x strictement croissante sur R.

En effet, la fonction ® est dérivable sur R car c’est une primitive de la fonction ¢ : & —
1 2

e T qui est continue sur R. De plus, pour tout z € R :

3

1 o2
®'(z) = p(x) = ez >0

Elle réalise donc une bijection de | — 0o, +oo[ sur ®(] — oo, +00]) ou :

O(] —o0,+o0]) = | lim P(x), lim P(x)| =]0,1]

T——00 T—+00

ou la derniére égalité est obtenue car ® est une fonction de répartition.

Ainsi, ® réalise une bijection de R sur |0, 1].

La fonction ®~! est donc définie sur ]0, 1].
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Commentaire

o Il est toujours bon de garder en téte que la fonction ® est bijective. C’est une propriété que
I’on utilise fréquemment dans le contexte de I’estimation.

o On pourrait par exemple également s’en servir pour démontrer que le réel u, existe et est
unique. En effet :

x la fonction ® réalise une bijection de R sur ]0, 1],

. 1—%6]0,1[,cara>0.
«

On en déduit qu’il existe un unique u, € R tel que : ®(uy) =1 — 5

k 2
En déduire que 8 > «. Ce dernier résultat était-il prévisible ?

- 1
b) Etablir 'égalité g = 2 <<1>—1 (g>

Démonstration.

o Déterminons l'intervalle de confiance de A au risque . Notons U, et V,, les extrémités de ce
nouvel intervalle.
D’aprés ’énoncé, la longueur de cet intervalle est k fois plus petite que celle de risque «. Ainsi :

1 ’[,La — uOZ — ua o~

n— Un = 7 - n — - = n) = 2 n
V, U, k<<1+\/ﬁ>)\ <Z \/ﬁ))\> Xk\/ﬁX)\
Ug, —

1 Al

<+k‘\/ﬁ) ]

. Uq, T Uq 1 - .
() <2< (- 5)8]) - s

Avec le méme raisonnement qu’en question 14.c), on a de plus :

P(l0w) 3 e (i) w]) = rli eme )

L’intervalle de confiance de A au risque 8 est donc [(1 _ e > 5\;,

ky/n

« On obtient :

Or, comme N, n;%)OOZ:
7 ([ < <) < p ([ <z ]) <20 (%)
Ainsi :
(R () <o)
o) 117
o D’aprés le point précédent :
comme 2@(%)—1 = 1-p
alors I} = 2—2@(%)
donc I} = 2(1—@(%)) = 2@(—%)
=2 ()
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« Enfin, exprimons u, en fonction de o et &1,
Par définition de u,, :

D(uy) =1-— % = % =1—DB(uy) = P(—u,) & &1 (9) = —uy & —d! (%) = Ugq

Finalement : § =2® <—uf> =29 (—W) =29 <; i (;))

1
o D’apreés ce qui précede : g = (kz d-1 (Z)) Ainsi :

De plus :
comme E > 1
1 (par stricte décroissance de
1 — 1 1
aors P x — — sur|0,4o00[)
x
1
donc z o1 (%) > ¢! (%) (car 1 (%) <0 (%)
(B e
d’oi e 1(Z) > @t <—)
ol (2 5
N B Qo (par stricte croissance
nst 2 > 2 de ® sur R)
enfin 8 > «
Détaillons 'argument (x).
a
o1(3) < 0
5 <
N a < ®(0) (par stricte croissance
2 de ® surR)
54 a < L
2 2
< a < 1

Or cette derniére inégalité est vraie par définition de «. Ainsi, grace au raisonnement par
équivalence, la premiére aussi.

On a bien : 8 > a.

Ce résultat était privisible car plus la précision de ’estimation exigée augmente
(i.e. plus la longueur de l'intervalle de confiance est faible), plus le niveau de risque
augmente (i.e. plus le niveau de confiance diminue)
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Dans les questions 5 & 7, on suppose que A = 1.

16. On pose pour tout n de N* : T, = max (X1, Xo, ..., X,).
Pour tout n de N*, pour tout réel x positif ou nul, on pose :

on() = /0 TPy dt et hy(z) = /0 () dt

Commentaire .

« Notons que I’énoncé définit ici des objets avant que I'on puisse statuer sur leur existence :
on ne sait ni si la v.a.r. 7, est & densité, ni si les fonctions Fr, et fr, sont continues
par morceaux sur [0,z]. La question suivante s’effectuera donc en supposant que T,, est
une v.a.r. & densité, de densité fr, et que la fonction F7, est suffisamment réguliére, en
I'occurence de classe C! par morceaux sur le segment [0, z].

o On aurait pu éviter d’effectuer ces hypothéses en énongant les questions dans ’ordre suivant :

16. a) Déterminer pour tout réel ¢, 'expression de Fr, (t) en fonction de t.
En déduire que T}, est une v.a.r. a densité. On note fr, une de ses densités.

b) Exprimer h,(z) en fonction de Fr, (x) et gn(z).

) 1
¢) Etablir pour tout n supérieur ou égal a 2, la relation : g,—1(x) — gn(z) = - Fr, (x).

\. J

a) Exprimer h,(z) en fonction de Fr, (z) et gn(x).

Démonstration.
Soit = € [0, +o0o[. On effectue une intégration par parties (IPP).

u'(t) = fr,(t) v(t) = Fr,(t)

Cette IPP est valide sous réserve que les fonctions u et v soient de classe C! (par morceaux)
sur [0, z]. On obtient :

ho(z) = /Oxt Fo () dt
= [tFn,(1)] —/Ox 1 x Fr, (t) dt

= xFTn(x) - gn(x)

YV € [0, +00|, hn(z) = 2 Fp, (z) — gn(x)

b) Déterminer pour tout réel ¢, expression de Fr, (t) en fonction de t.

. 1
Etablir pour tout n supérieur ou égal a 2, la relation : g,—1(z) — gn(z) = — Fr, ().
n

Démonstration.
« Soit n € N*. Tout d’abord : Vi € [1,n], X;(Q) = [0, +o0| (car X; — & (1)).

Ainsi : T,,(Q) C [0, +o0].
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o Soit t € R. Deux cas se présentent :

L (car les v.a.r. Xq, ..., X,
- <
Zl;ll P([X: < 1)) sont indépendantes)
(car les v.a.r. Xy, ..., X,

ont méme loi)

1—e )" (car X1 —E(1) ett>0)

0 sit<0

Finalement : Fp, :t — {

(1—e_t)n sit>0

Commentaire \

Démontrons que T;, est une v.a.r. a densité.
« La fonction Fp, est continue :

x sur | — oo, 0] en tant que fonction constante,

x sur |0, +oo[ car elle est la composée Fp, = ugowup de :

—up:rx—1—e"% quiest:
» continue sur |0, +ool,
» telle que : u;(]0,4+00]) C R.
— ug : Yy — y™ qui est continue sur R.
x en 0. En effet :
— d’une part : lim Fr,(z) =0
z—0~
— d’autre part : lim Fr () = Fy,(0) = (1 —e )" = 0.
z—0t
Ainsi :
lim Fp, (z) = Fr,(0) = lim Fr,(x)

z—0— z—0t

La fonction Fr, est continue sur R.

« La fonction Fr, est de classe C! sur ] — oo, 0[ et sur ]0, +o00[, par des arguments similaires
a ceux de la continuité sur ces intervalles.

On en déduit que Fr, est de classe C! sur R sauf éventuellement en 0.

La v.a.r. T,, est donc une v.a.r. & densité.
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Commentaire \

On a démontré que :
x la fonction Fr, est continue sur [0,+oo[. Pour tout x € [0, 4oc[, elle 'est alors sur le
segment [0, x]. La fonction g, est donc bien définie.

« la fonction Fr, est de classe C! sur ]0, +oo|. Elle est méme de classe C! par morceaux sur
[0, 4+00[. Ainsi fr,, est continue par morceaux sur [0, +o00[. Pour tout = € [0, 400, elle l'est
alors sur le segment [0, z]. La fonction h,, est donc bien définie.

« I'IPP de la question précédente est valide puisque, comme Fr, est de classe C! par mor-
ceaux sur [0, z], la fonction v l'est aussi.

« Soit n € [2,400[. Soit x € [0, 4+00].

gn_l(x) dt —/ FTn (t) dt
0 0

/ — Fr,(t) dt

/ (1—e” -1 _ (1—e Y dt (car (n—1,n) € (N*)Q)
/ I - (X —eh) dt

/ f1—e "t dt
0
1
n

o

[en]

[e=]

3\'—‘

1—e "}
0
1

(1—e ™)™ = - Fr (x) (car x> 0)

Wn € [2, +00[, ¥z € [0, 400], gn1(z) — gn(x) = % Pr (2)

O

¢) En déduire que pour tout n de N*, pour tout réel x positif ou nul, Pexpression de g,(x) en
fonction de x, Fr, (x), Fr,(x), ..., Fr,(x).

Démonstration.
Soit n € N*. Soit z € [0, +o0].

o D’aprés la question précédente :

Wk € [2, 400, gr1(x) — gr(z) = %FTk(x)

o En sommant les égalités précédentes pour k variant de 2 & n, on obtient :

n

22 (gr—1(2) — gr(2)) = Z FTk()

g1(x) — gn(x) (par télescopage)
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e De plus :
gi(z) = / FTl(t)dt:/ 1—etdt
0 0
= [t—i—e*tr
= z+e -1 = x—Fp(v) (car x > 0)
o Ainsi : w1
gnlx) = z—Fr(2)= 3 o Fr(2)
k=2
1 L
= x_IFTl(x)_Z EFTJC(:L')
k=2

d) Montrer que Fr, (x) — 1 est équivalent & —ne™™, lorsque x tend vers +oo.

Démonstration.
Soit n € N*. Pour tout x € [0, +o0] :

Fr(z)—1 = (1—e®)"—1

Or lim e®=0.Dou:(1—e™)"—1 ~ nx(—e").
T—+00 z—+o00

Finalement : Fp (x) =1 ~ —ne™™.

x—+00 D

LA

e) Déduire des questions ¢) et d) l'existence de E(T},) et montrer que E(7,) = > T

k=1
Démonstration.
+o0

« Lav.a.r. T, admet une espérance si et seulement si l'intégrale t fr, (t) dt est absolument

—0oQ
convergente, ce qui équivaut & démontrer la convergence pour ce calcul de moment du type

+0o0
/ b (t) dt.

—00

« Tout d’abord, comme T,,(2) C [0, +oc[, la fonction fr,, est nulle en dehors de [0, +oo[. Ainsi :

+o0 +oo
/ t fr, (t) dt = /0 t fr, (t) dt

—00

On en déduit que 7T,, admet une espérance si et seulement si la fonction A,
admet une limite quand x tend vers +oo.
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« Soit x € [0, +oo[. D’aprés 16.a) :
ho(z) = Fr,(2) = gn()

= 2P (z)— <m_ > 5 Frl )) (d’apres 16.c))

= ﬁf(FTn()—l)JrZ Fr ()

Or :
x d’aprés la question précédente : Frp () —1 ~ —mne ™. D'ou:
r—+00
z(Fr,(x)—1) ~ —nze®
Tr—r+00
Comme, par croissances comparées : lim —nxe ™ =0, on en déduit :

T—+00

lim « (Fr,(z)—1)=0

T—+00
x pour tout k € [1,n], la fonction Fr, est une fonction de répartition. On en déduit :

lim Fp(z)=1

T—r+00

o 1 1
Ainsi : :EEIEOO 5 Fr (x) = T Et enfin :

(car cette somme est finie)

| =

im 3 - FTk( ) — é

T—+00 k—1

On en déduit que la fonction h,, admet une limite quand z tend vers +oo et :

nl n
lim ha(x) = 043 = 3 4

z—-+00 =1 k =1

La v.a.r. T,, admet donc une espérance.

e De plus :
+00 n 1
@) = [t d = im0 = g
B(T,) = 3
" =1 k ]

17. On veut étudier dans cette question la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (G, )n>1
définie par : pour tout n de N*, G, = T,, — E(T},).
On pose pour tout n de N* : v, = —In(n) + E(T},) et on admet sans démonstration que la suite
(Yn)n>1 est convergente ; on note 7 sa limite.

1 n
a) Montrer que pour tout z réel et n assez grand, on a : Fg, (v) = (1 - e(“%)) .

Démonstration.
« Pour tout n € N*, d’aprés 16.b) : T,,(2) C [0, +o0l.
Comme G, =T, — E(T},), on en déduit : G,(Q) C [-E(T},), +oc.
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e Soit x € R.
Tout d’abord : lim —E(T;) = —oc. En effet :
n—-+0o00
n
x d’aprés la question précédente : Vn € N*, E(T, Z

| =

. 1 . . .
x lasérie > — est une série de Riemann d’exposant 1 (1>1). Elle est donc divergente. Comme
k=1
c’est une série & termes positifs, sa suite des sommes partielles associée diverge vers 4o00.

Comme lim —E(7),) = —oo, alors il existe ng € N* tel que : Vn > ng, x > —E(T},).

n—-+oo
Soit n = ny.

Fa,(z) = P(Th - E(T,) <zl)
= ([T <z +E(Th)))
= Fp,(z+E(Ty))

(2 +E(T0))\" (car, comme n = ng :
= (1-e ) v+ E(Ty) > 0)

= (1 — e @rmthIN™  (par définition de )

= (1 e ($+’yn) efln(n))
= 1 € ~(ztmm) )”
eln n)
_ (1 B e_(x""'Yn))n
n

e (z+n)
Ainsi, pour n assez grand (n > ng) : Fg, :x— |1 — ——
n

b) En déduire que pour tout x réel, on a : lim Fg (z)= eme

n—-+o0o

Démonstration.
Soit z € R.

e Soit n = ny.

Fg,(z) = |[1- SR = exp <n In (1 - e_(”%)))

o D’aprés I'énoncé :  lim v, = 7.

n—+oo

Par continuité de la fonction exp en —(x + ) : liI_P e (@tm) = e=(@+7),
n—-+oo

1
e On en déduit : lim = e~ @+tm) =0 Ainsi :

n—-+oo n

o (1 _ % e—(xm)) Ll o C L) g e 20

n—4oo n n—-+4oo n

nn(1-te@m) o px(_toG@) o oGt
n n—-+oo YA

D’ou :
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« Par continuité de la fonction exp en —e~(@+7) .

1
lim exp (n In (1 S e_($+%)>> = exp (—e—(:v+7)>
n—-+00 n

Finalement : Vx € R, lim Fg, (z) =e .
n—-+00 0

e—(z+v

¢) Montrer que la fonction Fg : R — R définie par Fg : x — e~ " est la fonction de répartition

d’une variable aléatoire G a densité. Conclure.

Démonstration.
« Démontrons que F¢ est une fonction de répartition.
x La fonction Fg est continue sur R car elle est la composée Fg = us o uq de :

- up iz —e~ @) qui est :

» continue sur R,

» telle que : u(R) C R.

- uo : x — €% qui est continue sur R.

En particulier, Fiz est continue a droite en tout point de R.

x La fonction Fg est dérivable sur R, par des arguments similaires a ceux de la continuité sur cet
intervalle.
Soit x € R.
Fh(z) = e @) e S

La fonction Fi est donc (strictement) croissante sur R.

. _ . _o—(z+7)
« Comme lim e (@t = 400, alors: lim e @ _ .
T——00 T—r—00

Dou: lim Fg(x)=0.

T—r—00

. _ o . e (o
« Comme lim e+ =0, alors, par continuité de exp en 0 : lim e~® ) o0 = 1.
Tr—r+00 T——00

Dou: lim Fg(x)=1

T—r+00

La fonction Fg est donc la fonction de répartition d’une v.a.r. notée G.

o Démontrons que G est une v.a.r. a densité.
x La fonction Fg est continue sur R.

«x La fonction Fg est de classe C! sur R, par des arguments similaires a ceux de la continuité sur
cet intervalle.

La v.a.r. G est une v.a.r. & densité.

o D’aprés la question précédente :

VeER, T Fo,(r) = e = Fo()
L1 <
On en déduit : G, — G.
n—-+oo
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Commentaire \

o Le programme officiel liste certaines propriétés d’une fonction de répartition F' :

1) F' est continue & droite en tout point,
2) F' est croissante sur R,

3) lim F(zx)=0
T—r—00
Y g, Fle) =1

Cependant, il n’est pas précisé qu’il s’agit 1a d’une caractérisation d’une fonction de
répartition : toute fonction F' : R — R qui vérifie les propriétés 1., 2., 3. et 4. peut
étre considérée comme la fonction de répartition d’une variable aléatoire.

« A I'époque de ce sujet, la caractérisation ci-dessus était inscrite dans le programme (ce
n’est plus le cas). Cependant, son utilisation semble toujours apparaitre aux concours.
Plus précisément, elle semble nécessaire pour traiter des questions portant sur la
convergence en loi (comme cette question) présentes dans les sujets EML 2016 et 2017.

Il est donc conseillé de connaitre la caractérisation ci-dessus. 0
\ 7

18. a) Soit X une variable aléatoire & densité de fonction de répartition Fx strictement croissante.
Déterminer la loi de la variable aléatoire Y définie par Y = Fx (X).

Démonstration.
o Tout d’abord :
Y(Q) = (Fx(X))(Q) = Fx(X(Q)
= Fx(] — oo, +])

- . . (par continuité (x) et stricte
N ]xEr—noo FX(x)’mEI—Eoo Fx (@)l croissance de Fx sur R)

(car Fx est une fonction

= 101 de répartition)

Précisons que assertion (k) est vraie (la fonction Fx est bien continue sur R), car Fx est la
fonction de répartition de X qui est une v.a.r. & densité.

Y () =10,1]

« Soit x € R. Trois cas se présentent :
x slx €] —00,0],alors [Y < z] =& (car Y(Q) =]0,1[). D’ou :

Fy(z) = P([Fx(X) <z])
Or la fonction Fx est :

- continue sur R, car c’est la fonction de répartition d’une v.a.r. a densité,

- strictement croissante sur R, d’aprés 1’énoncé.
Elle réalise donc une bijection de | — 0o, +-00[ sur Fx (] — oo, +o0[) = |0, 1].

En particulier, F'x admet une bijection réciproque F' )}1 strictement croissante sur |0, 1[.
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Ainsi :
(par stricte croissance

de Fy'' sur]0,1])

= =z (par définition de F')

0 siz<O
Finalement : Fy :z+— ¢ = sixz €]0,1] .

1 siz>1

« On reconnait la fonction de répartition d’une v.a.r. qui suit la loi #(]0, 1[). Or la fonction de
répartition caractérise la loi.

Ainsi : Y < U(]0, 1[).

b) Ecrire une fonction Scilab nommée Gumbel qui permet de simuler la variable aléatoire G.
On supposera que la constante v est définie en langage Scilab par une constante gamma.
On rappelle que la fonction Scilab rand() permet de simuler la loi uniforme sur |0, 1].

Démonstration.

o On note U une v.a.r. de loi U(]0,1[). D’aprés la question précédente, la v.a.r. Fx(X) suit la méme
loi que U.

On en déduit que Fi'(U) suit la méme loi que X.

« Pour simuler la v.a.r. X, on cherche donc a simuler F' )zl(U). Commencons alors par déterminer F'y, L
Soit x € R. Soit y € ]0,1].

—_e—(@+7)

y=Fx(z) & y=e

(par bijectivité de In

— _o(@+7)
< In(y) ¢ sur ]0, 4o0[)
& —lIn(y) =e @)

(par bijectivité de In

& In(—In(y) = —(z+7) sur |0, 4+o00[)
o= —ln(—ln(y)):‘r—’—fy

& —ln(—ln(y))—*y:x

Finalement : F)El cy— —1In ( — ln(y)) — .
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e« On en déduit la fonction Scilab suivante.

function x = Gumbel ()

u = rand()

x = -log(-log(u)) - gamma
endfunction

[E P S

Commentaire

Cette question est une application directe de la méthode d’inversion vue en TP. Elle a

également été traitée en cours pour démontrer le résultat classique suivant : si U est une

1
v.a.r. telle que U < U([0, 1[), alors la v.axr. W = Y In(1 —U) suit la loi £ (N).
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