Puissances m* de martrices

I. Objectif

Soit (m,n) € N x N*. Soit A € ., (R). On cherche dans cette fiche a calculer A™.
Si A est une matrice quelconque, il est a priori difficile de trouver une expression générale de A™. On
s’intéresse & 2 cas particuliers ol cette expression peut étre obtenue simplement.

II. Matrices diagonalisables

Définition (Matrices diagonalisables)
Soit A € M (R).
On dit que la matrice A est diagonalisable s’il existe :

x une matrice P € GL,(R),
x une matrice D € .#,(R) diagonale,
telles que : A= P D P~ L.

METHODO

Soit m € N. Pour déterminer A™ dans le cas oul A est diagonalisable, on procéde de la fagon suivante :
1) on démontre par récurrence : Ym € N, A™ = P D™ P~1,

2) pour tout m € N, on calcule D™.

8) si ce n'est pas déja fait, on calcule P~! grace a l'algorithme du pivot de Gauss.

4) on effectue enfin, pour tout m € N, le produit matriciel P D™ P~1,
Exercice 1. n°92 p.201 (Manuel Mathématiques expertes - Le Livre Scolaire)
0 2 -1 1 4 2
On considére les matricess A= 3 -2 0 ]|JeteP=1[|1 3 -3].
-2 2 1 1 -2 2

1) Déterminer 'inverse de P.

Démonstration.
On applique l'algorithme du pivot de Gauss.
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On effectue 'opération { Lz <~ Lz — 6 Lo.

1 4 2 1 0 0
0 -1 -5 -1 0
0 0 30 5 —6 1
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2)

La réduite de Gauss obtenue est triangulaire supérieure et ses coeflicients diagonaux sont tous non
nuls. Elle est donc inversible et il en est de méme de P.

L+ 15L; — Lsg
Lo+ 6Ly + L3

15 60 O 10 6 -1
0 -6 0 -1 0 1
0 0 30 5 —6 1

On effectue 'opération { L; « L; + 10 Loy
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On effectue enfin les opérations Lo + —% Lo .

L3<—%L3
10 0\|/0o %2 2
01 0|5 0 —¢
00 1 -1 %
1 0 12 18
Finalement, P est inversibleet : P~'=— |5 0 -5].
30 \s 6 1 0
Calculer le produit D = P! x A x P.
Démonstration.
o Tout d’abord :
0 2 -1 1 4 2 1 8 =8
Ax P = 3 -2 0 1 3 3] =11 6 12
-2 2 1 1 -2 2 1 —4 -8
« Ensuite :
1 0 12 18 1 8 -8 1 30 0 0
D=P!'xAxP = —1[5 0 5|1 6 12| = =[0 60 o0
30\s 6 1/\1 -4 3 30 N0 0 —120
1 0 0
Finalement : D=P'AP=(0 2 o0 |.
00 —4 0




8) En déduire : A= P x D x P71,

Démonstration.

D’aprés la question précédente :

donc

d’ou

ainsi

enfin

D = PlAP

(en multipliant &

_ —1
PD = PPAP gauche par P)

PD = AP (car PP~1 =1I3)

PpDP-l — App-l (en mﬁtzplwnt a droite
par P~)
(toujours car

-1 _
PDP! = A PPl—1,)

On obtient bien : A= P D P~1.

4) Pour tout entier naturel n, déterminer l’expression de D™.

Démonstration.
1™ 0 0 1 0 0
Comme la matrice D est diagonale : YVn e N, D" = | 0 27 0 = (0 2" 0 .
0 0 (—4)" 00 (-4 0
5) Exprimer alors, pour tout n € N; A™.
Démonstration.
o On commence par démontrer par récurrence : Vn € N, P(n) ol P(n): A" =PD" P~

» Initialisation :

x D’une part : A°

— .

« D’autre part : PDYP~! = P3P~ = pp~! = ;.

D’ott P(0).

» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. A"t = p Dl p=1y,

Al = A x A"

D’ou P(n+1).

(par hypothese de
récurrence)

= Ax(PD"P)
= (PDP Y x (PD"P1 (d’apres 3.)
= PDx (PP YYyxDrp!

= PDxI3xD"P!

= Px(DxD")x P!

— ppntl p-l

Par principe de récurrence : Vn € N, A" = P D" P~




o Soit n € N. On obtient alors :

1 4 2 1 0 0 1 4x2"  2x(—4)" 1 2nt2 2x (—4)n
PxD" =1 3 =3[0 20 o = |1 3x2" —3x(=4)"| = |1 3x2" —3x(-4)"

1 -2 2 0 0 (=4 1 —2x2" 2x(—4)" 1 =2t 2 x (—4)"
D’ou :

A" = PxD"x p!

1 272 2 x (—4)" 0 12 18
1
= 1 3x2" —3x(—4"| x 30 5 0 -5
1 =2t 2 (—4)n 5 —6 1
1272 2x(—4)™\ /0 12 18
1
= — |1 3x2" 3x(-4)"|[]|5 0 -5
30 (—4)
1 =2t 2 % (—4)n 5 —6 1
5x 22 410 x (—4)" 12 —12x (—=4)" 18 —5 x 272 4 2 x (—4)"
1
= 3 15x 2" —15 x (=4)" 12+ 18 x (—=4)" 18 — 15 x 2" — 3 x (—4)"
5 x 2" 110 x (—4)" 12— 12 x (—4)" 18 +5 x 2" £ 2 x (—4)"
5x 22410 x (—4)"  12(1—(=4)") 18—-5x2"F2 42 x (—4)"
1
Finalement : Vn € N, A" = 30 15 (2" — (—4)") 6(24+3x(=4)") 3(6—5x2"—x(—4)")
=5 (2" —2x (=4)")  12(1—(=4)") 18+5x 2" 42 x ()"

ITI. Utilisation de la formule du binéme de Newton

Définition (Matrice nilpotente)

Soit N € 4, (R).

On dit que la matrice N est nilpotente s’il existe kK € N* tel que :
x NEL 20 4 ),

x N* =04, ®)-

METHODO

Soit m € N. Pour déterminer A™ lorsque A = D + N avec :
x D € #,(R) diagonale,

x N € #,(R) nilpotente,

x les matrices D et N commutent (i.e. N D = D N),

on suit la méthode suivante :

1) si ce n'est pas déja fait, on vérifie que N est nilpotente. Pour cela, on calculer les puissances
successives de la matrice N jusqu’a obtenir la matrice nulle 0 4, ().

2) on vérifie que les matrices D et N commutent.

3) on applique la formule du biné6me de Newton.



Exercice 2

1 00
On note I la matrice identité d’ordre 3 et on considére la matrice A= 12 1 2.
0 0 1
_'_

1. Démontrer qu'’il existe une unique matrice H € .#3(R) telle que : A =1 + 2H.

|

Démonstration.

A=1+2H & 2H:A—I:<

o N O
o O O
(=3 Ol )

La matrice recherchée est H = (

o = O
o O O

o~ o
N—————
]

2. Calculer H?, puis H* pour tout k > 2.

Démonstration.
0 00 0 00 0 00
« Notons tout d’abord que : H2= |1 0 1 1 01) =10 00
0 00 0 0O 0 00
H? = 0.5

« On en déduit, par une récurrence immédiate, que pour tout k > 2 : HF = 0.
(on peut remarquer que, pour tout k > 2 : HF = H? x HF2 = 0z5(r) X HF2 = O.//lg(R))

Pour tout k > 2, HF =0.

O

3. Soit n € N. A I’aide de la formule du binéme de Newton, exprimer A" en fonction de I et de H.

Démonstration.
o Les matrices I et 2H commutent car I commute avec toute matrice carrée de méme ordre.

e Soit n € N*. D’aprés la formule du bindéme de Newton :

(I+2my = ¥ (”) (21 17
k=0 \K
o (MY ok gk (car on a :
B Eo<k>2 i VieN, I/ =1)
L (n to(n (ce découpage est
= k rrk k
a kg() <k‘> 20 HE M valable carn > 1)
L (n (car pour tout k > 2 :
— ok [k =
kz::() <k> HF =0 4,w))
n n
— 20 HO 21 Hl
o)+ (0)
= I+2nH




Commentaire \

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m < p < n :

n

P n
Yooup= Y up+ Y ug

k=m k=m k=p+1

(la deuzieme somme est nulle si p=n)
ou (uy,) est une suite quelconque de réels ou de matrices de méme taille.

« Dans cette question, on est dans le casoum =0 et p = 1.
L’argument n > 1 est donc nécessaire pour découper la somme.
Le cas n = 0 doit alors étre traité a part.

o Ici, la matrice N vérifie : Vk > 2, H* =0 ()~ Elle est dite nilpotente d’indice 2 (ce terme
n’est pas au programme et il est préférable de ne pas l'utiliser dans une copie). Si elle avait

été nilpotente d’indice 3, il aurait fallu traiter a part les cas n = 0 mais aussi le cas n = 1. U




	Objectif
	Matrices diagonalisables
	Utilisation de la formule du binôme de Newton

