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DM2

Exercice 1

Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur |0, 00| par :
Vz €0, +o0[, f(z) =z —In(x)

Partie I : Etude de la fonction f

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +oc.

Démonstration.

« La fonction f est dérivable sur ]0, +o00[ en tant que somme de fonctions dérivables sur ]0, +o0].

« Soit x € ]0,4o00].
1 z—1

Alors, comme x > 0 :
f(#)20 & 2-120 & z>1

On obtient le tableau de variations suivant :

T 0 1 +0oo

Signe de f'(x) — 0 +

Variations de f \ /
1

o Détaillons les éléments de ce tableau.
- Tout d’abord : f(1) =1—In(1) = 1.

- Ensuite : lim In(x) = —oc.
z—0

Donc : lim f(z) = +oo.
z—0

- Enfin, soit z € ]0, +o0] :

f(x) = x—In(z) = x(l_ln(:p))

T

In(z)

=0.

De plus, par croissances comparées : lim
T—r+00 xT

On en déduit : lim f(z) = +oo.

T—+00
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2. Montrer que 'équation f(z) = 2, d’inconnue z € |0, +00|, admet exactement deux solutions, que
I'on note a et b, telles que 0 < a <1 < b.
Démonstration.
« La fonction f est :

x continue sur ]0, 1 (car dérivable sur ]0, 1]),
x strictement décroissante sur |0, 1[.

Ainsi f réalise une bijection de ]0, 1[ dans f(]0, 1]).

f(0,1]) = lim f(z), lim f(z)| = ]1, 400
rz—1— z—0
Or2e]l,4o0[.
Donc I'équation f(x) = 2 admet une unique solution sur ]0, 1[, notée a.
o La fonction f est :
x continue sur |1, +oo[ (car dérivable sur |1, +o0[),

x strictement croissante sur |1, 4o0].

Ainsi f réalise une bijection de |1, +oo[ dans f(]1, +o0[).

f(1,400]) = | lim f(z), lim f(z)| =]1,4o0|

z—1— r—+00

Or 2 €]1,4o0].
Donc I'équation f(z) = 2 admet une unique solution sur |1, +oc[, notée b.

Finalement, I’équation f(x) = 2 admet exactement 2 solutions sur |0, +oo[ notées a et b
telles que 0 < a <1 < b.

Commentaire .

o Il est important dans cette question d’avoir parfaitement en téte toutes les hypothéses
du théoréme de la bijection. En particulier, la fonction f doit étre strictement mo-
notone sur lintervalle considéré.

« On ne pouvait donc pas appliquer le théoréme de la bijection directement sur Iinter-
valle ]0, 400, mais il fallait découper cet intervalle en plusieurs sous-intervalles sur
lesquels f est strictement monotone (ici ]0, 1] et |1, +-00]).

3. Montrer : b € [2,4]. On donne : In(2) ~ 0, 7.

Démonstration.
« Remarquons tout d’abord :
x f(2)=2—-1n(2) <2,
« f(4)=4—1n(4) =4 —1In(2?) =4 — 2In(2) = 2(2 — In(2)).
De plus, In(2) ~ 0,7, donc : 2 —In(2) ~ 1,3 et ainsi : f(4) =2(2 —1In(2)) ~ 2,6 > 2.
x f(b)=2.
On a donc : f(2) < f(b) < f(4).
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« Notons g la réciproque de f sur |1, +oo[. D’aprés le théoréme de la bijection, g : |1, +oo[— |1, +00]
est strictement croissante sur |1, +oo[. En appliquant g de part et d’autre de I'inégalité précédente :

9(f(2) < g(fv) < g(f(4)
2 < b < 4

On a bien démontré : b € [2,4].

Commentaire

L’indication de ’énoncé In(2) ~ 0,7 ne permet pas de savoir s’il s’agit d’'une sur ou d’une sous-
approximation. Un encadrement, tel que 0,6 < In(2) < 0, 8, permettrait de résoudre ce probléme.

Partie IT : Etude d’une suite
On pose :ug=4 et VYneN, upt1 = In(u,) + 2.
4. Montrer que la suite (uy)nen est bien définie et que 'on a : Vn € N, u,, € [b, +00].

Démonstration.

Démontrons par récurrence : Yn € N, Z(n)  ou  A(n) : { Uy, est bien défini
up, € [b, +00[
» Initialisation :
ug = 4. Or, d’apres la question 8., b < 4. Donc : ug € [b, +o0l.
D’ou £(0).
» Hérédité : Soit n € N. . .
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. { Un-+1 est bien défini

Uny1 € [b, +00] )

Par hypothése de récurrence, u,, est bien défini et u,, € [b, +00.

- Comme u, > b > 2, on a en particulier u, > 0.
Donc In(uy,) est bien définie. D’ott uy,41 est bien défini.
- Comme Uy, > b

(par croissance de
>
alors m(un) = Ind) la fonction In sur ]0,+oo])
et  In(up)+2 = In(b)+2

I

Un41
Enfin, par définition de b : f(b) = 2, c’est-a-dire b — In(b) = 2. Ainsi : In(b) = b — 2.
On obtient alors :
tni1 > In(b) +2=(b—2)+2

Dou Z(n+1).

Par principe de récurrence, on obtient que (u,) est bien définie et : ¥n € N, w,, € [b, +00[.
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Commentaire \

o Cette question est un classique des suites récurrentes.
Elle se traite généralement par récurrence.

« Il faut ici faire attention & bien énoncer ’hypothése de récurrence.
Pour montrer que « la suite (u,) est bien définie », on démontre en réalité :

VneN, Z(n) ou H(n):le réel u, est bien défini

\. J

5. Déterminer la monotonie de la suite (u,)pen. En déduire qu’elle converge et préciser sa limite.

Démonstration.

o Soit n € N,
Un+1 — Un = ln(un) +2—-u, = 2— (un - hl(un)) = f(b) - f(un)

Or, d’aprés la question précédente : u, > b.
De plus, par croissance de la fonction f sur [b, 400 : f(uy) = f(b).
Dot : upt1 — up = f(b) — f(uyp) <0.

Ainsi, la suite (u,) est décroissante.

Commentaire \

On pouvait aussi démontrer la décroissance de la suite (u,) par récurrence.
Démontrons par récurrence : Yn € N, Z(n)  ou  2(n) : upt1 < Up.
» Initialisation :

up =In(ug) +2=ImIn4)+2=2mIn(2)+2~2x0,7+2~3,4.

Donc u; < up.

D’ou £(0).
» Hérédité : Soit n € N.

Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. Upta < Upt1).

Tout d’abord Up1 < Unp (par hypothése de récurrence)

(par croissance de

donc m(un1) < Infun) la fonction In sur ]0,+oo])
et In(ups1) +2 < In(uy,) +2
I I
Un+2 Un+1

D'oa Z(n+1).
Par principe de récurrence, on en déduit : Vn € N, w41 < up,-

\. J

« La suite (uy,) est donc :

x décroissante,

x minorée par b (car : Vn € N, u,, € [b, +00]).

On en déduit que la suite (uy,) converge. On note ¢ sa limite.
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o Tout d’abord : Vn € N, u,, > b.
Par passage a limite, on en déduit : £ > b.
o Ensuite : Vn € N, upq1 = In(uy) + 2.
Donc, par continuité de In sur ]0, +oo[ : £ =1n(¢) + 2. Or :

(=) +2 & (—In(l)=2 & f(0)=2

Or, d’apreés la question 2., b est 1'unique solution de I’équation f(z) = 2 sur |1, +o0.

Donc ¢ = b.

6. a) Montrer : Vn € N, upt1 — b < = (up — b).

N

Démonstration.
On note h la fonction définie par b : z +— In(z) + 2.

« La fonction h est dérivable sur [b, +00] en tant que somme de fonctions dérivables sur [b, +-o00].
1

1
Soit z € [b, 4-00[. Alors h/(z) = - > 0. Ainsi : Vz € [b, +o00[, |W/(z)| = h(x) = e
Or, d’apres la question 8., b > 2. Donc, pour tout x € [b,4+00] : x > b > 2.

=
Par décroissance de la fonction inverse sur |0, +o00], on en déduit : — <

SRR
N |

Ainsi : )
Vz € [b,+oo[, h'(x) < 3
e On sait alors :

x h est dérivable sur [b, +ool,

1
x Va € [b,4o0[, |h (z)| = W (x) < 3

On en déduit, par 'inégalité des accroissements finis :
2 1
V(z,y) € [b,+ool", | Aly) —h(z) [ < 5 Iy — |
Soit n € N. En appliquant cette inégalité & y = u,, € [b,+00[ et & = b € [b,+00[, on obtient :

1 1
h(un) = h(b) = | h(un) = h(b) | < 5 [un —bl = 5 (un =)

x h(b) =In(b) +2=(b—2)+ 2 =, car b est solution de I'équation f(x) = 2.

1
On en déduit : Vn € N, up4q1 — b < §(un —b).
0
. 1
b) En déduire: Vn e N, 0 < up —b < on 1"

Démonstration.

e Soit n € N. D’aprés la question 4. : u, > b.

Donc : u, — b > 0.
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1
« Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou  £(n) : u, —b < ST
» Initialisation :

D’une part : ug —b =4 —0b.

1 1
D’autre part : F = F = 2.
Ainsi: wg—b = 4-0b

< 4-2 (car b > 2 d’apres la question 3)

1

= 2= 57

D’ou £(0).
» Hérédité : Soit n € N. )
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. upy1 — b < 2—n)
1
D’aprés la question précédente : u,11 — b < i(un —b)
1
Or, par hypothése de récurrence : uy, — b < 1
En combinant ces deux résultats, on obtient :
1 1 1 1
et =0 S Gl ) S G =
D’ou Z(n+1).
. , 1
Par principe de récurrence : Vn € N, u, — b < 1

O

7. a) Ecrire une fonction Python d’en-téte def suite(n) : qui, prenant en argument un entier n de
N, renvoie la valeur de u,. On admettra que la bibliothéque numpy est déja chargée.

Démonstration.
On propose la fonction suivante :

def suite(n)

1
2 u=4

3 for i in (n)

4 u = np.log(u) + 2
5 return u

Détaillons les éléments de cette fonction.

« Début de la fonction
L’énoncé commence par préciser la structure de la fonction :
x cette fonction se nomme suite,
x elle prend en paramétre d’entrée I'entier n,

x elle renvoie la valeur stockée dans la variable u.

1 def suite(n)

return u

|ov
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La variable u, qui contiendra les valeurs successives de la suite (uy,) est initialisée a 4 : la valeur
de ug.

2 u =4

e Structure itérative
Les lignes 3 & 4 consistent a calculer les valeurs successives de la suite (uy,).
Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for) :

for i in (n)
u = np.log(u) + 2

W w

On tire ici partie de la définition récursive (d’ordre 1) de cette suite. La nouvelle valeur de la
suite, que I'on stockera dans la variable u, est obtenue & I'aide de la valeur précédente qui est
celle alors stockée dans u.

« Fin de la fonction
A lissue de cette boucle, la variable u contient la quantité u, otl n est le paramétre entré lors
de 'appel de la fonction.

Commentaire

o Le programme Python consiste a mettre a jour successivement la variable u jusqu’a
obtention de la valeur que ’on souhaite calculer. I’idée est la suivante.
Si avant le ™€ tour de boucle (avec i € [1,n]) :

la variable u contient la valeur u;_
alors, a l'issue de ce tour de boucle :
la variable u contient la valeur u;

Cette propriété est ce qu’'on appelle un invariant de boucle. Elle permet d’assurer la
correction de la fonction implémentée et notamment le fait qu’a I'issue du dernier tour de

boucle la variable u contient wuy. -

b) Recopier et compléter la ligne 3 de la fonction Python suivante afin que, prenant en argument
un réel epsilon strictement positif, elle renvoie une valeur approchée de b & epsilon prés.

1 def valeur_approchee(epsilon)
2 n=20
3 while ............
4 n=n+1
5 return suite(n)
Démonstration.
o D’aprés la question 6.b) :
1
VneN, 0<u, —b< on 1
S’il existe N € N tel que o1 < g, on obtiendra par transitivité :

O0<uy—b<e

Donc uy est une valeur approchée de b & € prés.
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e On compléte alors le programme Python de la fagon suivante :

3 while 1 / 2**(n-1) > epsilon

On propose le programme suivant :

def valeur_approchee(epsilon)

|

2 n=29

3 while 1 / 2#x(n-1) > epsilon :
4 n=mn-+1

5 return suite(n)

Détaillons les éléments de ce script.

« Début du programme

Commencgons par préciser la structure de la fonction :
x cette fonction se nomme valeur_approchee,
% elle prend comme parameétre d’entrée le réel epsilon,

x elle renvoie le résultat de la commande suite(n).

1 def valeur_approchee(epsilon)

return suite(n)

Jot

On initialise ensuite la variable n & 0.

Structure itérative

Les lignes 3 a 4 consistent a déterminer un entier n tel que : |u, — b| < e. Pour ce faire, on
se sert de la condition suffisante exposée ci-dessus & savoir : 2,%1 < € (si cette condition est
vérifiée alors il en est de méme de la précédente).

Le programme consiste donc & incrémenter la variable n de 1 jusqu’a ce que :
Autrement dit, on doit incrémenter la variable n de 1 tant que : 2,%1 > €.
Pour cela on met en place une boucle while :

T S €.

3 while 1 / 2**(n-1) > epsilon :

Puis on met & jour la variable n.

+ 1

£S
=]

0
=]

Fin du programme
A l'issue de cette boucle, la variable n contient un entier n tel que : 2n—1,1 < g, ce qui assure :
|up, —b] < e. Il n’y aplus qu’a calculer uy, a l'aide de la fonction suite définie précédemment.

6 return suite(n)
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Exercice 2

On désigne par id "endomorphisme identité de R3 et par I la matrice identité de .#3(R).
On note % = (e1, e, e3) la base canonique de R? et on considére 'endomorphisme f de R? dont la

-5 2 =2
matrice dans la base Z est : A = (2 0 1).
6 -3 2

1. a) Calculer (A +1)2.

Démonstration.
o Tout d’abord :

-5 2 -2 100 -4 2 -2
A+T = (-2 0 -1]+[o1 0] =[-2 1 -1
6 —3 2 001 6 -3 3
—4 2 -2\ /-4 2 -2
(A+1)? = (—2 1 —1) (—2 1 —1) = (
6 -3 3 6 -3 3

(A+1)? =04m

o Ainsi :

o O O

o OO
SN——

O
b) En déduire que A est inversible et déterminer A~!.
Démonstration.
« D’aprés la question précédente : (A + 1)% = 0.z ®)- Or :
9 a9 (car les matrices A
(A+1)° = A"+24+1 et I commutent)
o On en déduit :
A2 +2A4+ 1= 0//3(]1%)
donc A2 +4+2A=-1
et AA+21)=—-1
ainsi A (—(A+21)=1
On en déduit que la matrice A est inversible, d'inverse —(A +21).
Al =—A-271
O

2. Onnote F' ={X € #3:(R) | AX =-X}.
a) Résoudre I'équation AX = —X d’inconnue X € .#5(R).

Démonstration.
T

Soit X = [y | € 45,1 (R).

z
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On a alors :
AX =-X <~ (A"‘I)X:O%&I(R)

(.
S oo
|
o
w |
— N
~
PR

\
[\)
8
4

S

\
N
Il
(a]

|
\]
8
4
<
|
N
|
o

Lo+ Lo — Ly
L3« L3y +3Ly

o
Il
o

z = =2z 4+ y

On obtient alors :

F = {(z) € Ms1(R) | 2= -2z +y}

Commentaire \

o Lors de la résolution du systéme, on choisit d’exprimer la variable z en fonction des
variables x et y. Ces deux derniéres variables sont alors appelées variables auxiliaires.

o 1l était possible de faire d’autres choix. Par exemple :

AX=—-X & y=2zx+z2

-2

1 0 1 0
Notons au passage : Vect 0,1 = Vect 21,11
—2 1 0 1

1 1 0
(il suffit de remplacer le vecteur [ 0 | par la combinaison linéaire | 0 ) -2 (1) )
—2 —2 1

1 0
On obtient alors 'expression de F' suivante : F' = Vect ( 0 ) , (1)

10
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b) En déduire que F est un sous-espace vectoriel de .#31(R) et déterminer une base de F'.

Démonstration.

1 0
o D’aprés la question précédente : F' = Vect (2), (1)
0 1

L’ensemble F' est donc un sous-espace vectoriel de .43 1(R).

1 0
o La famille F = 2],11
0 1

x engendre F',

x est libre car est constituée uniquement de deux vecteurs non colinéaires.

C’est donc une base de F.

1 0
La famille (2) , (1) est une base de I’espace vectoriel G.

0 1
1 0 1
3. Onnote P=|0 1 —-1].

-2 1 =2

a) Démontrer que P est inversible et déterminer son inverse.

Démonstration.

« On applique ’algorithme du pivot de Gauss.

1 0 1 1 00
0 1 -1 010
-2 1 -2 0 01

On effectue Vopération { L3 <— L3 + 2 Ly . On obtient :

1 0 1 100
01 -1 010
01 0 2 01

On effectue 'opération { L3 <— L3 — Lo. On obtient :

1 0 1 1 0 0
01 -1 0 1 O
0 0 1 2 -1 1

La réduite obtenue est triangulaire supérieure. De plus, ses coefficients diagonaux sont tous

non nuls. Ainsi cette réduite est inversible et il en est de méme de la matrice initiale P.
L1 — L1 — L3
Lo+ Lo+ Lg

1 00 -1 1 -1
010 2 0 1
0 01 2 -1 1

-1 1 -1
Finalement : P~ = | 2 0 1 ].

e On effectue les opérations { . On obtient :

11
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b)

Commentaire

On remarque que les deux premiéres colonnes de la matrice P ne sont autres que les vecteurs
de la famille F. C’est ce choix qui permet d’exprimer par la suite la matrice A sous une
forme plus simple. On en reparlera dans le chapitre « Réduction ».

-1 0 =2
Montrer que P~'AP = T ou T est la matrice triangulaire supérieure 7 = | 0 -1 —1].
0 0 -1
Démonstration.
« Notons tout d’abord :
-5 2 =2 1 0 1 -1 0 =3
AP = -2 0 -1 0O 1 -1} =10 -1 0
6 -3 2 -2 1 -2 2 -1 5
o Enfin :
= = T

1 1 —-1\/-1 0 -3 )
PlAP = [ 2 o0 1 0 -1 0 1
2 —1 1 2 -1 5 ~1

Ainsi : P71AP =T.
O
Démontrer : Vn € N, P71A"P = T
Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n)  ou  P(n): P7LAP =1T™.
» Initialisation
e D'une part : P1A°P =P~ IP =P P =1
« D’autre part : 70 = I.
D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons Z(n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. P~LA"L P = T+l
AL T xT"
_ p-lAP x P-lanp (d’aprés la‘questw?’l précédente et
par hypothése de récurrence)
= P lAPPHAP
= P lAIA"P = P lAMHP
D'oa Z(n+1).
Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, P71A"P =T™.
O

12
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4. a)

b)

Exhiber une matrice N € .#3(R) telle que T s’écrit T'= —1 + N.

Démonstration.

0 0 -2
D’apres 'énoncé, N = T+1 = (0 0 —-1].
00 O

Calculer N? et en déduire N* pour tout k € N.

Démonstration.

00 —2\ /0 0 —2 000
e Tout d’abord : N2 = |0 0 —-1|[lo 0 —=1] = |0 0 0].
00 0/\0o 0 0 000

o On en déduit, par une récurrence immeédiate, que pour tout k > 2, N¥ =0 M5 (R)-

‘ En conclusion : N = I, N = N et pour tout k > 2, N¥ = 0. z5(R)-

Commentaire

Nk = NF2x N2 = NF2 X 0w = Oamm)

pas le cas, alors k — 2 < 0).

e Au lieu de procéder par récurrence, il est aussi possible d’écrire, pour tout k > 2

« Insistons sur le fait que cette démonstration n’est valable que si k > 2 (si ce n’est

Soit n € N. Déterminer 77 & l’aide de la formule du binéme de Newton.
Le résultat devra faire apparaitre T™ comme combinaison linéaire de I et de V.

Démonstration.

« Les matrices (—I) et N commutent car la matrice identité commute avec toutes les matrices

carrées du méme ordre. On peut donc appliquer la formule du binéme de Newton.
e Soit n € N.

" = (=I+N)"

nk:Nk

k=0 k

5 ()
(o

Qe o
(o

nka

"I +n(-1)""'N

= (=D
(D" +(-1)"'nN) = (=1)"(I —nN)

Ainsi, pour tout n € N, T" = (-1)" (I — n N).

y=k -k Nk = S <n>(—1)”—’“IN’“ (car :VjEN, IV =1)

(car on a montré :
Vk > 2, N¥ =0 4,r®))

13
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Commentaire

o Ici, la matrice N vérifie : Vk > 2, N¥ = 0z (r)- Elle est dite nilpotente d’indice
2 (ce terme n’est pas au programme et il est préférable de ne pas l'utiliser dans
une copie). Si elle avait été nilpotente d’ordre 3, il aurait fallu traiter a part les cas
n = 0 mais aussi le cas n = 1.

o Cette question sur le binéme de Newton matriciel est extrémement classique aux
concours et il faut donc savoir parfaitement la traiter.

d) Soit n € N. Exprimer enfin 7" comme combinaison linéaire de I et de T.

Démonstration.
Comme N =T + I, on obtient :

(-)"(I-nN) = (-)"(I-n(T+I)) = (-1)"(1-n)I-nT) = (-1)" (= (n—1)I—-nT)

Pour tout n € N, T" = (—=1)"*' (n—1)I +nT).

O

5. a) Expliquer pourquoi 'on a : Vn € N, A" = (—1)"*! ((n -1+ nA).

Démonstration.
Soit n € N. D’aprés la question précédente, T = (—1)"*! ((n — 1) I +nT).
Or: A" = PT" P~ En combinant ces deux informations, on obtient :
A" = pTPpl = p ((f1)"+1 ((n— 1)I+nT)) p-!
= (-)"" ((n—-1)PP ' +nPTP™)

Ainsi, pour tout n € N, A" = (=1)"" ((n — 1) I + n A).

b) Vérifier que la formule trouvée & la question 5.a) reste valable pour n = —1.

Démonstration.
Sin = —1, on obtient :

()" (n—=1)T+nA) = (=1)7"((-1-1)I+(-1)A)
= (—2I1—-A) = —A-21I

Ainsi, la formule trouvée a la question 5.a) reste valable pour n = —1.

14



