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DS1

A On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Dans le cas contraire,
la note finale se verra divisée par 2.

Exercice 1
On considére I'application ¢ : 0, +00] — R,z +— e* — zer. On admet 2 < e < 3.

Partie I : Etude de la fonction ¢

1. Montrer que ¢ est de classe C? sur |0, +oo|, calculer, pour tout = de 0, +oo[, ¢'(z) et " (x) et
3r+1 1

montrer : Vo € |0, +oof, ¢"'(z) = e* + —— ev.
x

Démonstration.
1
« La fonction z > e est de classe C3 sur ]0, +oo[ car elle est la composée hs o hy ot :

1
x hi:x— — est:
T

- de classe C? sur ]0, +o0o[ en tant qu’inverse d’une fonction de classe C> qui ne s’annule pas
sur cet intervalle,

- telle que : hy(]0, +oo[) C R.
x hg x> e” est de classe C3 sur R.

On en déduit que la fonction ¢ est de classe C® sur |0, +0o[ en tant que somme et produit
de fonctions de classe C? sur ]0, +o0.

« Soit x € ]0,4o0].

x? x x? x3
3 1 1 1 1 3 1 1 3xr+1 1
" —
"(x) = "+ e 32 ° = e’ + x4+$5)ez— v 5 ©
/ 1 1
Vo €10, 400, ¢'(z) =e*+ | — — 1) ex
x
1 2
" el o ax
O'(x)=e 3¢
3z +1
(p///($):e$+ :L‘5 1 D

2. Etudier le sens de variation de ¢” et calculer ¢”(1).
En déduire le sens de variation de ¢’, et montrer : Va € |0, +o00[, ¢'(z) > e.

Démonstration.
« Soit z € |0, 4o0[. Déterminons le signe de ¢ (x).

x Tout d’abord : e > 0 et e% > 0.
3r+1

0

x FEnsuite, comme x > 0 : >0

On en déduit : ¢ (x) > 0.




PCSI
Mathématiques

1°" septembre 2023

« On obtient le tableau de variations suivant :

T 0 1

Signe de ¢"'(x) +

Variations de ¢”

—00
o Détaillons les éléments de ce tableau :
1
« tout d’abord : ¢”(1) = el — = el =e—e = 0.
1
x ensuite : lim — e = 0x1 = 0.Deplus: lim e = +oo. Ainsi: lim " (x) = 4o0.
r—+0oc0o X Tr——+00 Tr—+00
1
x enfin : lim — er = 4o0. Deplus: lim e® = ¢ = 1. Ainsi: lim ¢ (x) = —o0.
z—0t T z—0t z—07t
o On déduit le tableau de variations suivant :
T 0 1 +00
Signe de ¢"(z) - 0 +
+o0 +o0o
Variations de ¢’ \ /
(&}

« Détaillons les éléments

x tout d’abord : /(1)

x ensuite :
. 1

x enfin : lim < —1

z—0t x

« La fonction ¢’ est :

de ce tableau :

1
= e — (= ATe

1
lim < — 1> ex = —1. De plus : lim e® = 4o00. Ainsi :
r——+00 x€x

T—+400

x strictement décroissante sur ]0, 1],

x strictement croissante sur [1, +o00].

Elle admet donc un unique minimum en 1 égal a e.

lim ¢'(z) = +oo.

Tr—+400

> er = +00. De plus : lim e” =1. Ainsi : lim ¢'(x) = +oo.
z—0t+

z—0t

On en déduit : Vx € |0, +o0], ¢'(z)

¢'(1) =e. 0

3. Déterminer la limite de () lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement positives.

Démonstration.

o« Tout d’abord : lim &%
z—0t

« Ensuite, pour tout z € |0, 400 : zer =

1
. es . eX
lim — = lim — = +oo
z—0+ = X—+o0 X
Finalement : lim ¢(z) = —oc.
z—0t

=0 =1.

1

ex

— Avec le changement de variable X =

1
—, on obtient :
x

(par croissances comparées)
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4. Déterminer la limite de M lorsque z tend vers +o00, et la limite de () lorsque z tend vers +o0.
x
Démonstration.
« Soit z € ]0,400].
o(x) o —zer e’ 1
= = — — Cz
x x x
Or :
el’
x par croissances comparées : lim — = 4o0.
r—+4oco I
« lim er = & = 1.
T—+00
x
On en déduit : lim #(z) = +o00.
Tr—+00 xX
x
« Pour tout z € 10,00[ : p(z) = = ol )
x
D’aprés le calcul de limite précédent : i = .
apres le calcul de limite précédent @ lim p(x) = +o0 0

5. On admet : 15 < ¢(3) < 16. Montrer : Va € [3,+00[, p(z) > ex.
On note C la courbe représentative de .

Démonstration.

e On note h: x — p(z) —ex.
La fonction h est dérivable sur ]0, +o00o[ en tant que somme de fonctions dérivables sur ]0, +o0].

« Soit z € )0, 400].
W(z) = ¢'(x)—e = 0 (dapres 2.)

« On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 3 +00
Signe de h/(z) + +
o +00
Variations de h /h(3)
—00

« En particulier : Vz € [3,4+00[, h(z) = h(3). Or :

h(3) = ¢(3)—3e > 15—3e > 0

On en déduit, pour tout = € [3,+o00[ : h(x) > 0, c’est-a-dire (x) > ex.
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Commentaire \

On pouvait également démontrer cette inégalité en utilisant la convexité de .
« D’aprés la question 2. : Va € |1, +o00[, ¢"(x) > 0.
La fonction ¢ est donc convexe sur |1, +00[. Sa courbe représentative est donc située
au-dessus de ses tangentes, notamment celle au point d’abscisse 3, droite d’équation :

y = ¢B)x-3)+9@)
« Soit z € [3,+o0].
Comme ¢'(3) > e (d’apres la question 2.)
alors  ¢'(3)(x —3) =2 e(xz—3) (carx —3>0)

(car ¢(3) > 15 d’apres

PJREN / _ > —
dou  ¢'(3)(x —3) +¢(3) Ze(z —3) + 15 I’énoncé)

e De plus, comme e < 3 :

e(x—3)+15 = ex—3e+15 > ex

Finalement : Vz € [3,+oo[, p(z) > ¢'(3)(x —3) +¢(3) > ex.

J

O

6. Montrer que C admet un unique point d’inflexion, déterminer les coordonnées de celui-ci et I’équation
de la tangente en ce point.

Démonstration.

« La fonction ¢” est négative sur 0, 1] et positive sur [1, +ool.

La fonction ¢ change donc de convexité en 1,
seul point d’inflexion de la courbe représentative de .

+ Les coordonnées de ce point d’inflexion sont (1,¢(1)). Or :

o(l) = el—lel = e—e =0

La courbe représentative de ¢ admet pour point d’inflexion, le point de coordonnées (1,0).

L’équation de la tangente a la courbe représentative de ¢ en 1 est :
y = D@1 +¢(1) = e(@-1).

7. Dresser le tableau de variations de ¢, avec les limites en 0 et en 400, et la valeur en 1.
Tracer I'allure de C et faire apparaitre la tangente au point d’inflexion.

Démonstration.
« D’apreés la question 2. : Va € |0, +oo|, ¢'(z) = e > 0.
On obtient donc le tableau de variations suivant :

T 0 1 +0oo

Signe de ¢'(z) + +

Variations de ¢ /




PCSI 1°" septembre 2023
Mathématiques

« L’obtention des différents éléments de ce tableau a été détaillée en questions & et 4.

o On en déduit que C admet la représentation graphique suivante.

6 x

1.5 2 2.5

Commentaire

o Un point d’inflexion de C est un point en lequel C change de convexité. Si la fonction ¢ est de
classe C? sur 'intervalle I d’étude, une condition suffisante d’existence de point d’inflexion
est que la fonction ¢” s’annule en changeant de signe en I’abscisse de ce point.

o L’énoncé demande de représenter la tangente au point d’inflexion. Il est important que le
dessin de la courbe mette en évidence :

x la notion de tangente : la courbe de C et la tangente doivent apparaitre comme confondues
a proximité du point (1,0).

x la notion de point d’inflexion : sur ]0, 1] la fonction est concave et sur |1, +00] la fonction est
convexe. Cela doit apparaitre clairement sur la représentation graphique. En particulier,
la tangente obtenue « traverse » la courbe C.

U

Partie II : Etude d’une suite
On considére la suite réelle (uy,)nen définie par ugp = 3 et : Vn € N, upt1 = o(uy).

8. Montrer que, pour tout n de N, u,, existe et u,, > 3e".
(on pourra utiliser les résultats de la Partie I)

Démonstration.
U, existe

Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ou P(n): { > 300
n =

» Initialisation :
D’aprés I'énoncé : ug = 3. Or : 3¢ =3. Dot : ug > 3¢e°.
D’ou P(0).
» Heérédité : soit n € N.
. ist
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Unt1 OX08 i+1 ).
Upt1 = 3e

o Par hypothése de récurrence, u, existe et : u, = 3e”. En particulier : u, > 0.
Donc ¢(uy,) est bien défini. On en déduit que u,41 existe.
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« Par hypothése de récurrence : u,, > 3e™ > 3. Donc : u, € [3,4+00].
Alors, d’apreés la question 5. :

Upt1 ex3e” = 3entl

D’ott P(n +1).

Par principe de récurrence, pour tout n € N, u,, existe et u,, > 3e™.

O

9. Montrer que la suite (u,) est strictement croissante et que u, tend vers +oo lorsque n tend vers
I'infini.

Démonstration.

e Soit n € N.
D’aprés la question précédente : u, € [3, +00].
Ainsi, d’aprés la question 5. :
o(up) = eup
| Vv

Un+41 Up,

On en déduit que la suite (u,) est strictement croissante.

o Toujours d’aprés la question précédente :
vneN, u, >3e"

Or: lim 3e"™ = +oo.
n——+oo

Par théoréme de comparaison : lim wu, = 4oo.

n—-+00 ]

10. Ecrire un programme Python qui affiche et calcule le plus petit entier n tel que u, > 10.

Démonstration.

1 import numpy as np

2 n=20

3 u=3

4 while u < 10%*3 :

5 u = np.exp(u) - u * np.exp(1/u)
6 n=n-+1

7 (n)

Détaillons les éléments de ce programme.

o Début du programme
On commence par importer la libraire numpy qui contient notamment la fonction exp utile ulté-
rieurement.
La variable n est initialisée a 0.
La variable u, qui contiendra les valeurs successives de la suite (uy,), est initialisée & ug = 3.
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1 1mport numpy as np
2 n=20
3 u=3

o Structure itérative
Les lignes 4 a 6 consistent & déterminer le plus petit entier n tel que u, > 103. On doit donc
calculer les valeurs successives de la suite (u,) jusqu’a ce que u, > 103. Autrement dit, on doit
calculer ces valeurs successives tant que u, < 10%. Pour cela on met en place une structure
itérative (while) :

4 while u < 10%x*3 :

Tant que u,, < 103, on calcule u,41 et on stocke toujours cette valeur dans la variable u :

5 u = np.exp(u) - u * np.exp(1/uw)

On met alors & jour en conséquence la variable n : on ajoute 1 pour signaler qu’on a calculé 1.

6 n=n-+1

o Fin du programme
A Tlissue de cette boucle, la variable n contient le plus petit entier n tel que wu, > 103,
On affiche alors enfin la valeur de la variable n

7 (n)

Commentaire

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse a cette question. Cependant, écrire correctement le programme Python démontre
la bonne compréhension de la simulation demandée et permet certainement d’obtenir la
majorité des points alloués a cette question.
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Exercice 2

Ecrire de maniére mathématique les propositions suivantes ainsi que leur négation. On évaluera ensuite
la véracité de ces propositions.

1. Tout nombre réel positif est inférieur ou égal & son carré.

Démonstration.

2

Cette proposition s’écrit de la fagon suivante : Ve € Ry, x <

Sa négation est : 3wg € Ry, mg > 22

Etudions la véracité de la proposition 1.

o« . . . 2
En choisissant xy = > on remarque : Tog > .

Ainsi la négation de la proposition 1. est vraie.

Commentaire

o On démontre ici que la négation de la proposition 1. est vraie. Cette négation est une proposi-

La proposition 1. est donc fausse.

tion quantifiée existentiellement. Il faut donc exhiber un objet vérifiant cette proposition pour
conclure quant & sa véracité.

Notons que tout réel z¢ € ]0, 1] constitue un contre-exemple valide.
Cependant écrire :

On sait : Vx € =Mnre ion 1. est fausse.

est une erreur de logique grave. La proposition (Vo € Ry, x > 22) n’a en effet pas de lien
logique avec la proposition 1. (Vz € Ry, x < x?). En particulier, ces deux propositions ne sont
pas la négation 'une de 'autre. Il s’agit ici d’'une confusion entre les quantificateurs V et 3.

Si 'on ne repére pas immédiatement un contre-exemple & la proposition 1., on peut tout de
méme conclure en cherchant & se ramener & une proposition équivalente pour laquelle I’étude
de la véracité est plus simple. Cela donnerait la rédaction suivante.

Soit x € Ry. Deux cas se présentent :

x six > 0, alors :

2

r<z® 1<z

x si x = 0, alors I'inégalité est vérifiée (on a bien : 0 < 0?).

La proposition 1. est donc équivalente a :
Ve eRy, (z=0) 0U (1<)
. . 1
Cette proposition est fausse. En effet, en choisissant z¢ = 5 on remarque :

zo € Ry ET ((z0 #0) ET (1> 20))

Deux propositions équivalentes ayant méme valeur de vérité, la proposition 1. est fausse.
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2. Tout réel positif de racine carrée supérieure ou égale a 2, est lui-méme supérieur ou égal a 4.

Démonstration.

Cette proposition s’écrit de la fagon suivante : Vo € Ry, (Vax >2) = (z>=4)

Sa négation est : Jxg € Ry, (y/Zo > 2) ET (x¢ <4).

Etudions la véracité de la proposition 2.
Soit z € Ry.
Supposons : \/z > 2.

2 (par croissance de la
Al > 22 .
ors (V)" > fonction x — x? sur Ry )

Ainsi T > 4

La proposition 2. est donc vraie.

Commentaire \

« Insistons sur la facilité de cette démonstration. Il s’agit essentiellement de mettre en
place les structures de démonstration. En 'occurence, il faut ici savoir démontrer :

x une propriété quantifiée universellement : Vo € E, p(z)
Soit zx e & ...

x une implication : p = ¢
Supposons p et démontrons q.

o Précisons la maniére d’agir.

=

Soit z € Ry.
Supposons +/z > 2. Alors :

N}

3
4 Ainsi : z > 4.

x Les lignes 1 et 4 correspondent & la mise en place de la structure de démonstration.

x Il s’agit de démontrer une propriété quantifée universellement en . On commence
donc en ligne 1 la démonstration par : « Soit z... ».

x La ligne 2 correspond & la structure de démonstration d’une implication.
On souhaite démontrer : (y/z > 2) = (z > 4). On commence donc par supposer
(v/x > 2), puis on démontre, par implication, (x > 4).

C’est seulement & ce moment que I'on rentre dans la phase de démonstration a propre-
ment parler.

o Le message est clair : sur les 4 lignes de rédaction, 3 proviennent de la présentation
et seule 1 correspond & la démonstration. Il n’est donc pas acceptable de ne pas savoir
commencer ce type de questions, car cela démontre un défaut de connaissance du cours
(définitions du chapitre et / ou structures de démonstration).
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3. Le trinome 22 — 3z + 2 admet une racine réelle.

Démonstration.

Cette proposition s’écrit de la facon suivante : 9zp € R, zg —320+2=0.

Sa négation est : Vz € R, 22 — 324+ 2 # 0.

Etudions la véracité de la proposition 8. En choisissant zy = 1, on remarque :

2 —3%p+2=1"-342=1-1=20

La proposition 3. est donc vraie.

Commentaire \

« La proposition 8. est une proposition quantifiée existentiellement. Il faut donc exhiber un
objet vérifiant cette proposition pour conclure quant & sa véracité.

« Notons que le réel 2 pouvait également constituer un exemple valide.

« Sil’on ne repére pas immédiatement une racine réelle du trindme 22 — 3z + 2 (ce qui serait
un tort puisqu’on rappelle qu’il est toujours pertinent de tester si les réels suivants sont
racines évidentes : 0, 1, —1, 2, —2), on peut conclure quant a l’existence de racines réelles
grace au discriminant.

Notons A le discriminant de ce trindéme. Alors :

A= (-3?-4x1x2=9-8=1

Comme A > 0, le trindme étudié admet deux racines réelles que ’'on note z; et zs.

Ainsi, 21 (ou z2) vérifie la proposition 3.. Cette derniére est donc vraie.

{ C

4. La suite (2n — v/5),en est une suite arithmétique.

Démonstration.

Cette proposition s’écrit de la fagon suivante :

IreR, VneN, 2(n+1)—vV5=2n—+5+r.

Sa négation est : Vr € R, Ing € R, 2(ng + 1) — /5 # 2ng — /5 + 7.

Etudions la véracité de la proposition 4.

Soit n € N.
2n+1)—V5 = 2n+2—-V5 = 2n— /542

Ainsi, en choisissant r = 2, on obtient :

VneN, 2(n+1)—vVs=2n—V5+r

La proposition 4. est donc vraie.

10
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Exercice 3
Dans les paires suivantes, les propositions (& paramétre) sont-elles équivalentes pour toute valeur des
paramétres 7 Si ce n’est pas le cas, donner les implications valables. Toute réponse devra étre justifiée.
1. Parameétre : x € R. )

Propositions : (z* < 3) et (|z| < 33).
Démonstration.
o En choisissant £y = —3, on remarque que :

« la proposition (x§ < 3) est vraie. En effet : (—=3)3 <0< 3.

x la proposition (|zo| < 3%) est fausse. En effet : | — 3| = 3 = 3%. De plus :

1
1 > =
3

donc In(3) > éln(?)) (car In(3) > 0)

1 ar stricte croissance
doii en® o oim@ (P

de exp sur R)
ainsi 3 > 33

enfin | —3] > 33

Comme les deux propositions n’ont pas la méme valeur de vérité
pour chaque valeur de z, elles ne sont pas équivalentes.

Commentaire \

o Comme toujours, il est possible de trouver un contre-exemple méme sans la moindre
inspiration. Pour cela, on peut commencer par chercher a démontrer I’équivalence entre
les deux propositions.

o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x siz >0, alors :

x3 < 3
o e3 In(z) < 3
(par stricte croissance
< 3In(z) < In(3)

de In sur R% )
< In(z) < < In(3)

(par stricte croissance
de exp sur R)

w
wl=

& x <

W=

& |z < 3 (car x > 0)

Les deux propositions sont donc bien équivalentes lorsque x est strictement positif.

11
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Commentaire

x sixz <0, alors :

- la proposition (23 < 3) est toujours vraie. En effet :
comme z < 0

alors 28 < 03

donc 23 < 0 < 3

- cependant pour la proposition (|x] < 3%), on obtient :

:
N
8
N
@

-

-
- 1

En particulier, lorsque x < —33 :

x la 1°T¢ proposition est vraie
M

« la 27de gt fausse.

lence de ces deux propositions pour tout x € R.

(par croissance de la
fonction x — x> sur R)

(car z < 0)

Tout réel x strictement inférieur & —33 constituera donc un contre-exemple & ’équiva-

\.

o Soit x e R.
«x L’implication suivante est fausse : (2% < 3) = (|z| < 3%)
En effet, en reprenant le point précédent, pour xg = —3 :

» (23 < 3) est vraie
1
» (|wo| < 33) est fausse.
Or l'assertion (VRAI = FAUX) est fausse.
x Démontrons : (|z| < 3%) = (2* < 3).
Supposons : |z| < 35. Alors :

1 1
—33 < z < 33
1 3
donc (—3§>

d’ou -3

N
8

N
8
w
N
w

En particulier, on a bien : 23 < 3.

3 o <3%>3 (par croissance de la
= fonction x + 23 sur R)

12
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2. Parametre : x € R
Propositions : (z < 1) et (2% < x).

Démonstration.
Soit z € RY.
r<l & zxz < xx1 (carz>0)

s 22 < oz

Les deux propositions sont donc équivalentes pour tout x € R .

3. Parameétres : n € N* et (z1,...,2,) € R™
Propositions : (22 4+ -+ 22 = 0) et (Vi € [1,n], z; = 0)

Démonstration.
Soit n € N*. Soit (z1,...,z,) € R™.
On procéde par double implication.

(=) Supposons : 73 + - + 22 = 0.

n
Le réel ) CCZQ est donc une somme nulle de termes positifs. On en déduit que chacun des termes

i=1
est nul, c’est-a-dire : Vi € [1,n], 22 = 0.

On en déduit : Vi € [1,n], z; = 0. (car 0 est le seul réel de carré égal a 0)

(<) Supposons : Vi € [1,n], x; = 0. Alors :

2

7

2 o9 L L
i—1 i=1 i=1

Les deux propositions sont donc équivalentes pour tout n € N* et tout (x1,

.o, Tp) € R

4. Paramétre : (z,y) € R
Propositions : (z? +y? > 1) et (|z| > 1 0U [y > 1).

Démonstration.
o En choisissant xg = 1 et yg = 1, on remarque que :

x la proposition (22 + y? > 1) est vraie. En effet :

w4y = 12412 = 1+1 = 2

> 1

x la proposition (|z| > 1 0U |y| > 1) est fausse. En effet : |z| = |1] = 1>¥1. De méme pour yj.

Comme les deux propositions n’ont pas la méme valeur de vérité

pour chaque valeur de (x,y), elles ne sont pas équivalentes.

« Soit (z,y) € R2.

x L’implication suivante est fausse : (22 +y? > 1) = (|z| >1 0U |y| > 1).
En effet, en reprenant le point précédent, pour g =yo =1 :

» (23 4+ y3 > 1) est vraie
» (Jzo| > 1 QU |yo| > 1) est fausse.
Or l'assertion (VRAI = FAUX) est fausse.
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x Démontrons : (Jz| >1 0U |y| >1) = (a*+y*>1).
Supposons : |x| > 1 0U |y| > 1. Deux cas se présentent :

» si |z| > 1, alors, par croissance de la fonction carré sur R, on obtient : 2% > 1.

Or, on a toujours : 4% > 0. Ainsi :
2yt >t >1

» si |y| > 1, alors, par croissance de la fonction carré sur R, , on obtient : y% > 1.

Or, on a toujours : 2 > 0. Ainsi :
2yt >yt > 1

Dans les deux cas, on obtient bien : 22 4 y? > 1.

14
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Exercice 4

Pour chacune des propositions P(-) ci-dessous, déterminer si la proposition Q(-) est nécessaire, suffi-
sante, les deux a la fois ou rien du tout (réponse a justifier).

1. Paramétre : (x,y) € Z2.
Propositions : P(z,y) : (22 —y? = 0) et Q(x,y) : (x = y).
Démonstration.
Soit (x,y) € Z2.

(=) L’implication (P(z,y) = Q(z,y)) est fausse.
En effet, en choisissant g = 1 et yg = —1, on obtient :

x d’une part :

x d’autre part : xg # yo.
Ainsi le couple (g, yo) vérifie : P(zo,yo) ET NON(Q(xo,y0)).

La proposition Q(x,y) n’est donc pas une condition nécessaire a P(z,y).

(<) Supposons Q(z,y) : x =y. Alors :

22 = o
donc 22—9% =0
D’ou : P(x,y).
La proposition Q(z,y) est donc une condition suffisante a P(z,y). .
2. Paramétre : (a,b,c) € R3,
Propositions : P(a,b,c) : (la+b+c[ =0) et Q(a,b,c): (a=b=c=0).
Démonstration.
Soit (a, b, c) € R3.
(=) L’implication (P(a,b,c¢) = Q(a,b,c)) est fausse.
En effet, en choisissant ag = 1, by = 1 et ¢g = —2, on obtient :
x d’une part :
‘ao—i-b()—i-C()‘ = ’1+1—2’ = ’0‘ =0
x d’autre part : ag # 0.
Ainsi le triplet (ag, by, co) vérifie : P(ag, by, co) ET NON(Q(ao, bo, co))-
La proposition Q(a,b, c) n’est donc pas une condition nécessaire a P(a, b, c).
(<) Supposons Q(a,b,c) : (a=b=c=0). Alors :
la+b+¢c = 10+04+0 = 0] =0
D’ou : P(a,b,c).
La proposition Q(a,b, c) est donc une condition suffisante & P(a, b, c). -
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3. Paramétres : (un)nen € RY et a € R.

Propositions : P((un)nen,a) : (la suite (up)nen est arithmétique de raison a) et Q((un)nen, a) :
(Vn €N, Upt2 — Upt1 = Upy1 — un)

Démonstration.
Soient (un)nen € RY et a € R.

(=) Supposons P((Un)neN) : la suite (up)nen est arithmétique de raison a.
Alors : Vn € N, upy1 = up + a.
Soit n € N.

(car (up)nen est
arithmétique de raison a)

Unt2 — Upt+l = UpsT + 0 — UpsrT

De méme : (ear (uy)

B . B car (Un)nenN €st
Untl = Un = it O g arithmétique de raison a)
= a

Ainsi @ Up42 — Upgp1 = Upt1 — Up.
Do : Q((tn)nct ).

La proposition Q((un)neN, a) est donc une condition nécessaire a P((un)neN, a).

(<) L’implication (Q((un)neN,a) = P((un)neN,a)) est fausse.
En effet, en choisissant a = 0 et la suite (uy,)pen définie par : Vn € N, u,, = n, on obtient :

x d’une part, pour tout n € N :
Upy2 —Upy1 = (B+2)—(w+1) =1

De plus :
Upt1 —Up, = (M+1)—m =1

Ainsi @ Upyo — Uptl = Upgl — Unp.

x d’autre part, la suite (up)nen n’est pas arithmétique de raison a = 0. En effet, pour tout n € N :
Upy1 = n+1 = up+1 # up+0

Ainsi, le couple ((un)nen, a) vérifie : Q((un)nen,a) ET NON(P((un)nen,a)).

‘ La proposition Q((un)neN, a) n’est donc pas une condition suffisante a P((un)neN, a). ‘

Commentaire .

o Si les deux propositions de I’énoncé ne sont pas équivalentes, les deux suivantes le sont pour
toute suite (u,)neny € RY

x p((un)nen) : la suite (up)nen est arithmétique.

X Q((Un)neN) VN €N, Upyo — Upp1 = Upp1 — Up.
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Commentaire

o En effet, soit (u,)neny € RY.

(=) Supposons p((un)neN) : la suite (up)nen est arithmétique.
Alors il existe r € N tel que : Vn € N, up1 = uy + 7.
Soit n € N.

(car (up)nen est
arithmétique de raison r)

Unt+2 — Upt+1 = UpgT T 7 — UpsT
De méme :

B (car (up)nen est
Untl —Un = Ug +7 — Ug arithmétique de raison r)

= r

Ainsi @ Upyo — Upy1 = Upt1 — Up.
D’ou Q((Un)neN)-

(<) Supposons q((tn)nen) : Vn € N, Upto — tns1 = Unt1 — Un.
On pose alors la suite (v, )pen définie par :

Vn €N, v, = tpt1 — Un
On remarque alors, pour tout n € N :
Un+1 = Un4+1)+1 — Un+l = Un42 — Up4l = Untl — Un = Up

La suite (vp,)nen est donc constante.
On en déduit qu’il existe r € N tel que : Vn € N, v, = r.
Autrement dit : Vn € N, upy1 — up = 7. Ainsi :

Vn €N, upy1 =up +r

La suite (up)nen est donc une suite arithmétique (de raison r).
D’ou p((un)neN)-
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Exercice 5

Résoudre les équations et inéquations suivantes, d’inconnue x € R.
1. 53r+4 _ 9203 _ )

2. x4+ 1]+ 22 +1 =0
Démonstration.

1. Résolvons ’équation (1).

o Déterminons son ensemble de définition Dy).
Il n’y a aucun probléme de définition dans cette équation.

Ainsi : D3y = R.

e Soit x ER.

53ac+4 — 22&0—3

53:c+4 o 22z—3 =0 &

o e(Bz+4) In(5) _ ,(2z-3) In(2)

< (Bz+4) In(5) = (2 —3) In(2)

3. V—ar?+x+3<22+1
4. 13-2z| =2 V-2224+2x+1

(par injectivité de
exp sur R)

< 3zrn(5) +4In(5) = 2zIn(2) —31In(2)

< 3zrln(5) —2zIn(2) = —4In(5) — 31n(2)

& (3In(5) —2In(2))z = —4In(5) — 3In(2)

—41n(5) — 31n(2)
3In(5) — 21n(2)

r =

L’ensemble des solutions de (1) est donc : {—

41n(5) + 31n(2)

3In(5) — 21n(2) b

2. Résolvons I’équation (2).

o Déterminons son ensemble de définition Dy).
Il n’y a aucun probléme de définition dans cette équation.

Ainsi . D(Q) =R.

e Soit x € R.

On résout 1'équation (2) par disjonction de cas selon le signe des termes (x + 1) et (2x + 1).

x dunepart : x4+1>20 & z > —1.

x d’autre part :

1
2¢04+120 © 22 >2-1 & > ——

On obtient le tableau de signes suivant.

2

x —00 -1 -

z+1 - 0 +

2x + 1 — -0
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Trois cas se présentent alors.

x Si x < —1, alors :

lt+1+22+1 =0 & —(z+1)—2z+1) =0
& —z—1-2z-1 =0
& “3r—2 =0

& -2 = 3z

- 2
— =
3
Cependan —% | — 00, —1]. L’équation (2) n’admet donc pas de solution sur | — oo, —1].

e+ 1]+ 22 +1] = 0 (+1)—22+1) =0

<~
& o+ X —22—X¥ =0
=

& =0

Cependant 0 ¢ | — 1, —%] L’équation (2) n’admet donc pas de solution sur | — 1, —%]

i 1
x sl x> 5 alors :

lz+1|+22+1] =0 (r+1)4+2zx+1) =0
r+14+2x+1 =0

3r+2 =0

S

3
8
I
!

Cependant —2 ¢ | — 3, +o00[. L’équation (2) n’admet donc pas de solution sur ] — £, +ool.

Finalement, ’ensemble des solutions de (2) est : &.

3. Résolvons 'inéquation (3).

« Déterminons son ensemble de définition Di3).
Soit z € R.
L’inéquation (8) est bien définie < —z2+2+3>0

On note A le discriminant du trinéme —X?2 + X + 3. Alors :
A=12-4x(-1)x3 = 1+12 = 13
Le trinome —X? + X + 3 admet donc deux racines réelles notées x; et z :

S1-V3 14VD3 —14+ VI3

p— —— p— t p—
e 2 2 o 2
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On obtient alors le signe du trinéme —2? + = + 3.

Signe de
—z? +z+3 ’ ! "
Ainsi : D(g) = [z1,22) = [— 1+%/ﬁ7 —H;/ﬁ].

« Soit x € [—Hzﬂ, _1%@] = [x1, x2].

On procéde par disjonction de cas selon le signe de (2z + 1) (car, comme une racine est toujours
positive, on a toujours : vV—x2 +x + 3 > 0).

On remarque :

20+120 2z >2-1 > ——

N[ —

1
Cherchons si : ~3 € [x1, z2].

_1+\/ﬁ PR —1++13

1
—5 S [1'171:2] =

2 I 2
1++V13 N 1 N —1++13
2 - 92 7 2
1+ V13 N 1 N 1—+/13
2 ~ 9 7 2

Y,
_
|
ﬁ
w

s 14V13 > 1
s V13 0> 0 > =13

La derniére assertion est vraie. Par raisonnement par équivalence, la premiére aussi.

1
On en déduit : 3 € [z1, z2a].

Deux cas se présentent alors.

x stz € [v1,—3], alors : 2z 4+1 < 0.

Or on a toujours : vV—x2 +x + 3 > 0. Ainsi :

vV-1224+zxz+3 >0 > 2z+1
L’inéquation (8) n’admet donc aucune solution sur [z, —%[

2 - .
Vo tra<atl o (Vo raia) < (2 (P07 stricte croissance de

la fonction carré sur Ry )
& —2?+r+3<4® +4r+1

& 0<522+3x—2

On remarque que —1 est racine évidente du polynéme 5X? 4+ 3X — 2. On en déduit la factori-
sation :

5X24+3X —2 = 5(X — (-1)) (X—g) = 5(X+1) <X—§)
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On obtient le tableau de signes suivant.

T —00 -1 % 400
Signe de
522 + 3z — 2 + 9 9 +

Sur intervalle [—1,z5], I'ensemble des solutions de (3) est donc :

(1= 00, 1 U 2 +ool) N[5, 23]

5
= (] —00,—1]N [—%,xg]) U ([§,+oo[ N [7%7932]) C(ZZ;a; iz’;;réb)utmté
— oU <[§,+oo[ N [f§,$2]>
— [%,-ﬁ-oo[ﬂ [—%,xz]
1

Pour expliciter cette intersection, il reste & déterminer si 5 € [—5, xa).

1 2 2
On a bien : 5 < 3 Démontrons alors : = < xo.

2 9 —14+13
— < PN — < -
5 S *2 5 2

& 4 < 5(-1+V13)

& 4 < —5+5/13

s 9 < 513

9
& < V13

9\? ‘ ‘
PN <5) < (\/E)Q (par stricte croissance de

la fonction carré sur Ry )
& — < 13
& 81 < 25 x 13

Cette derniére assertion est vraie (en effet : 25 x 13 > 25 x 10 = 250 > 81). Par raisonnement
par équivalence, la premiére aussi. On en déduit :

2 1 2
[57 +oo[ N [_57'1'2] = [g7x2]
Finalement, I'ensemble des solutions de (3) est : [2, zo] = [2, 7”2@].
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\.

Commentaire

On rappelle : u < v 3 u? < 02,

En toute généralité, comme vVu? = |u| (pour tout u € R), on a :

Vu eR,Vo eR, (Ju| < |v] & u? <v?)

C’est pourquoi on procéde par disjonction de cas pour résoudre cette inéquation, en fonction
du signe des quantités que l'on considére (ici v—a2 + x + 3 et (22 + 1)).

4. Résolvons l'inéquation (4).

Déterminons son ensemble de définition D).
Soit z € R.
L’inéquation (4) est bien définie < 22+ +1 >0

Le réel 1 est racine évidente du polynome —2X? + X + 1. On en déduit la factorisation suivante :

1 1 1
22X+ X +1 = -2 <X2—2 X—2> = —2(X —1) (X+2>
On obtient alors le signe du trinome —22% + x + 1.
T —00 —% 1 +00
Signe de
—22? + x + 1 0 * 0

Ainsi : Dy = [—3,1].

Soit z € [—3,1].

9 . .
3-2| > v2rftz+1 & (3— 2x|)2 > ( 5% BN 1) (par Stm‘cte cmzfsance de
la fonction carré sur Ry )

& (3-22)? > -2 +z2+1
& 9—12x+422 > —222+ax+1

& 622 —132+8 > 0
On note A le discriminant du polynéme 6X2 — 13X + 8. Alors :
A= (—13)2—4x6x8 = 169 —4x48 = 169 —192 < 0

Le polynéme 6X? — 13X + 8 n’admet pas de racine et son coefficient dominant est strictement
positif. On en déduit que l'assertion (622 — 13z + 8 > 0) est toujours vraie.
Par raisonnement par équivalence, la premiére assertion ’est également.

On en déduit que 'ensemble des solutions de (4) est : Dy = [—%, 1].
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Exercice 6

Soit n € N. On considére les sommes :

1. (x) Rappeler I'expression de S,, en fonction de n et la démontrer.

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)
\ 0 ot 1)
ouP(n): Y k = ———=.
k=0 2

» Initialisation
0
e D’une part : > k=0.
k=0

1
o D’autre part : M =0

D’ott P(0).

» Hérédité : soit n € N. :
nt. 1 2
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Y k = (71—{—)2(n+)
k=0

)

n+1

Ona: Sk = (kiok>+(n+1)

_ nn+1) F(n+1) (gfar hypothése de
2 récurrence)
n+1
= (n+2)
2
D’ou P(n+1).
nnt+1)

Par principe de récurrence : Vn € N, S,, =

2

Commentaire

Notons que cette question est une pure question de cours. Il est inconcevable de ne pas
savoir la traiter parfaitement.
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2. En déduire une expression de 7, en fonction de n.

Démonstration.
Soit n € N.
? no (il
- = Z < >
0<i<j<n J j=1 \ =0 J
n 1 7j—1
- Y (=
j=1 \J i=0
B Z”: 1 y G-1)(G-1+2) (d’apres la question
- =\ 2 précédente)
n1l (=14
-y 2=
j=1 /
1 2 .
) Z (J—1)
7j=1
oo 1nd 1 (avec le décalage
25 d’indice k =j —1)
1 L D ((n—1)+1%) (d’apres la question
2 2 précédente)
-1
Finalement, pour tout n € N : T, = (n4)n

Commentaire

o d’une part :

o d’autre part :

M:

=1

Rappelons qu’il y a deux maniéres d’écrire la double somme T}, =

> l

o<i<j<n J

n—1 ) n 1
= > i > -
i=0 j=i+1J

n 1 Jj—1
GE

J=1

)

Il reste a choisir laquelle de ces deux expressions est pertinente pour la résolution de ’exercice.

7j—1 n

Dans notre cas, il est possible de calculer la somme ) ¢ mais pas la somme >, —. Clest
=0 Jj=i+1 ]

pour cela que l’on a opté pour I'utilisation de la 2°9¢ expression. .
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Exercice 7

1. Montrer que la suite (n!),en est strictement croissante.

Démonstration.
On définit la suite (up)nen par : Vn € N, u,, = nl.
Soit n € N.

Uny1 —Un = (n+ 1)1 =nl = (n+1)xnl—n! = nlx((n+1)-1)

La suite (n!),en est donc strictement croissante.

nl'xn > 0

O
2. Montrer que, pour tout n € [2,4+00[, n! est un nombre pair.
Démonstration.
Soit n € [2,4o00[. On sait :
n n
n! = [[i = 1x2x]]¢ (carmn >2)
i=1 i=3
n
Ainsi, en notant k = [] 4, on remarque :
i=3
x tout d’abord : k € N (car k est un produit d’entiers naturels).
x ensuite : nl =2 x k
On en déduit que, pour tout n € [2,4o00[, n! est pair.
‘
Revenons sur 1’écriture : . .
[[i = 1x2x]]i
i=1 i=3
Celle-ci n’est bien valable que pour n > 2. En effet :
x sin =0, alors :
0
i = J]i=1
i=1 i€o
x sin =1, alors :
1
[1i =1
i=1
Notons que cette écriture est bien vraie pour n =2 :
2
[[i=][i=1
i=3 ico
Ainsi :
2 2
[[i =1x2 =1x2x]]¢
i=1 i=3 0
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On admettra par la suite que pour tout n € [3,4+00[, n! est un multiple de 3.
3. Soit (a,b) € N2 tel que : a < b.

b!
a) Exprimer le quotient a comme produit explicite d’entiers naturels.

Démonstration.

Commentaire

b!
x d’autre part :

| b
al

x d’une part : —

Notons que si a = b, on a bien :

b!

a:
b b

I[1i= 11 i=Ili=1

i=a+1 i=b+1 1€Q

L’égalité — = ][] i est donc toujours bien vérifiée.
i=a+1

b!
b) Que peut-on en déduire sur le réel — 7

Démonstration.

al

b!
D’aprés la question précédente, - est un produit d’entiers.
a!

b!
On en déduit que le réel — est un entier.
al

4. Démontrer qu’il n’existe pas de couple d’entiers (b, c) € N? tel que : bl = ¢! + 2.

Démonstration.
On proceéde par I'absurde.
Trois cas se présentent.

e sice {0,1}, alors :

Supposons qu’il existe (b, c) € N2 tel que : bl = ¢! + 2.

bl = cd+2 =142 =3

Absurde! En effet, la fonction (n!),en est strictement croissante et 2! = 2 et 3! = 6. Il n’existe
donc pas d’entier b tel que : b! = 3.
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e sic=2, alors :

bl = ¢l +2 =2+2 =4

Absurde! En effet, la fonction (n!),en est strictement croissante et 2! = 2 et 3! = 6. Il n’existe
donc pas d’entier b tel que : bl = 4.

e sic> 3, alors:

x on remarque tout d’abord : b! = ¢! +2 > ¢l.
Or, d’aprés la question 1., la suite (n!),en est strictement croissante. On en déduit : b > c.
Ainsi: b>c¢ > 3.

b! !
x D’aprés la question 8.b), on en déduit que 30 et % sont des entiers.
Or: . '
bl = cl+2
b! c 2
donc 31" 31 + Bl
b! ! 2
don —-2 =2
6 6 6
.. b 1
ainsi — —— = -
6 6 3
o b! . c! td " 1 1 b " "
omme — et — sont des entiers, alors — = — — — est un entier.
6 6 3 6 6
Absurde!

Finalement, il n’existe pas de couple (b,c) € N2 tel que : b! = ¢! + 2.
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