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DS3 /125

A On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Elles sont au nombre
de 2. Dans le cas contraire, la note finale se verra divisée par 2.

Exercice 1 : Cours /30

1. Enoncer et démontrer la formule du binéme de Newton.

o 1 pt : initialisation

« 3 pts : hérédité

2. Soient F, F, G des ensembles.
Soit f : ' — F une application.
Soit g : F' — G une application.
Soient By et Bs des parties de F'.
a) Démontrer :
go f est injective = f injective
e 1 pt : structures de démonstration
o 1 pt : utilisation de l’injectivité de go f.
b) Démontrer :
fHBINBy) = f~H(B1) N fH(By)
e« 1pt: f71(31 N BQ) C ffn(Bl) N fﬁﬂ(Bg).
e 1pt: fT(B)Nf 1 (B2) C fTH(B1NBy)
c¢) Démontrer que f est injective si et seulement si VX € Z(E), f~1(f(X)) = X.

e 1 pt : structures de démonstration
e« 2 pts: (=)
. 2 pts: (<)

3. a) Soit x € R. Linéariser cos*(z).

eiz+e—ix 4
=)

o (eix + efiz)‘l — i (e4ix + 462i:13 16+ 4e72ix + ef4i:r)

« 1 pt : cos*(z) = <

o].pt:

N V)

1
e 1 pt : cos*(z) = g(cos(llx +4 cos(2z) + 3)
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jus

b) En déduire la valeur de / ’ cost(z) de.
0

« 1 pt : La fonction z — cos?(z) est continue sur le segment [0, 3].

™

2
L’intégrale / cos*(x) dz est donc bien définie.
0

e 1 pt : linéarité de l’intégrale

s s
2

5 1([1 ? 1 5
. lpt:/2 cost(z) dr = = [ sin(4a:)} +4 [ sin(2x)] +3[z]°
0 s\ |4 ) 2 ) 0
2 3m
e« 1 pt: 4 de = —
p /0 cos™(z) dx 16

4. a) (%) Ecrire a I'aide de Python une fonction occurences prenant en paramétre deux variables a
et s et renvoyant le nombre d’occurences d’un caractére a dans une chaine de caractéres s.
e 1 pt : structure de fonction
o 1 pt : initialisation
e 1 pt : structure itérative
e 1 pt : structure conditionnelle

e 1 pt : mise a jour compteur

def occurences(a, s)
compteur = 0
for caract in s :
if caract == a
compteur = compteur + 1
return compteur

Lo e O N N

b) (%) Ecrire une fonction dico_alphabet qui prend en paramétre une chaine de caractére texte
et qui renvoie un dictionnaire qui associe a chaque lettre de ’alphabet le nombre de fois o elle
apparait dans texte.

« 1 pt : définition alphabet

o 1 pt : définition dico par compréhension

def dico_alphabet (texte)
alphabet =
dico = {lettre : occurences(lettre, texte) for lettre in alphabet}
return dico

[CES I | VR

¢) Expliquer ce que permet de faire la fonction Python suivante.

o 3 pts : L’appel mystere(chaine, message) permet donc de déterminer le nombre
d’occurences d’une la chaine de caractéres chaine dans la chaine de caractéres
message.

(dont 1 pt pour la réponse sans explications)
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Exercice 2 /29
1. Déterminer, pour tout x € ] — 7, 7[, le module et un argument du nombre complexe e** + 1.
« 1 pt: et 4 1=¢'2 ><2cos(g)
e 1pt: cos(%) >0
2. Démontrer alors, pour tout n € N et pour tout x € R :
(em + 1)” = 2" cos" (E) el
« 1pt

3. En déduire, pour tout n € N et pour tout z € R :

éo <Z> cos(kx) = 2" cos” (g) cos (gj)

« 1 pt : linéarité de Re (-)
e 1 pt : formule du binéme de Newton

« 1 pt : reste

4. a) Simplifier, pour tout k& € N, cos(k x 0) et cos(k x 7).
e 1 pt:cos(kx0)=1
e 1 pt:cos(kxm)=(—1)"

b) Soit n € N. Déterminer une expression simple des sommes suivantes a ’aide de la question §.

W) o B0

.1pt:§j<z>_2n

k=0

Sipt:y (—1)k(Z> =0

k=0

Soit n € N. On pose :
n n n
=G 2-56) o-50)
peEP, p PEQn p PERR p
ou :

x P, ={3k | keN ET 0<3k<n},
x Qn={3k+1]|keN ET 0<3k+1<n}
x Rp={3k+2|keN ET 0<3k+2<n}.
5. Déterminer P7, Q7 et Rr, puis P U Q7 U R7.
« 1 pt: Pr=1{0,3,6}, Q7 ={1,4,7} et Ry = {2,5}
« 1 pt: PUQ7UR;=1]0,7]
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6. A 'aide d’une sommation par paquets, justifier : A, + B, + C,, = 2",

n
elpt: A, +B,+C, = > <>
pGPnUQnURn p

e 1 pt: P,UQRyUR, =10,n]

2im

7. Onpose: j=e3 .
a) Démontrer, pour tout k € N :

JL kL — JRa i
e 1pt: k=1
e 1pt: =y
e 1 pt:j=y2
b) En déduire : Vp € P,, jP = 1. Que diresipe Q,7sipe R, ?

« 1 pt

8. a) En utilisant le résultat de la question 2., démontrer :
2" cos” (g) el's = A, +7iB,+3iC,
. 1pt:2"cos"<

cipt (=3 (1)

p=0

) 5. Gz G
peP, p PEQn p PERR p

- nw 2
) e's =(j+1)" (d’aprés 2. appliquée a x = g)

@l

elpt:(j+1)"

e 1 pt : reste
b) Déterminer une formule analogue pour A, + j B, + j C,,.
« 1 pt : 2" cos™ (g) e's = (G+1)"
o 1 pt : calculs de j?
e 1 pt: 2" cos™ <g> e 5 = A, +jBn+jCh

9. a) Quevaut 1+j+ 757
elpt:l+j+5=0
b) En déduire :
A, = % (2” + 2 cos (%))
Indication : on pourra sommer les relations trouvées auz questions 5., 8.a) et 8.b).
o 1 pt : D’aprés les questions 5., 8.a) et 8.b) :
A, + B, + (C, = 2"

A, + jiB, + jC, = 2" cos" (g) el
A, + jB, + jC, = 2" cos" (g) e s

e 1 pt : On effectue alors 'opération L < L1 + Ly + L3. On obtient :

3An+(1+j+7)Ba+(1+j+5)Cp = 2" (1+Cosn <g) e's + cos™ (g) e*"%ﬂ>

e 1 pt : reste du calcul
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Exercice 3 /30

—

On considére que le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O, @, ¥)
L’objectif de cet exercice est de démontrer que le centre de gravité, le centre du cercle circonscrit
et orthocentre d’un triangle sont alignés. On en profitera pour démontrer quelques relations faisant
intervenir ces trois points.

On rappelle que :

o lorthocentre d’un triangle est le point d’intersection des hauteurs du triangle,
« le cercle circonscrit & un triangle est I'unique cercle passant par les sommets du triangle,

« le centre de gravité du triangle est le point d’intersection des médianes du triangle (les médianes
d’un triangle sont les droites reliant le milieu d’un cété au sommet opposé a ce coté).

Partie I : Cas ou le cercle circonscrit est centré en O
Soit R € RY.,

Soient A, B et C trois points du plan complexe deux a deux distincts et non alignés.
On note a (resp. b, resp. ¢) laffixe du point A (resp. B, resp. C).

On suppose dans cette partie seulement que les points A, B et C appartiennent au cercle
Co de centre O et de rayon R.

1. On note :
x I le milieu du segment [AB] d’affixe my,
x Iy le milieu du segment [BC| d’affixe ma,
x I3 le milieu du segment [AC] d’affixe mg.

Exprimer m1, mo et mg en fonction de a, b et c.
o1 pt
2. Justifier qu'il existe (04,05, 0c) € [0,27[® tel que :
a = Re'4, b = Res et ¢ = Rec

o 1 pt : définition écriture exponentielle

o 1 pt : modules égaux a R

h—c¢
b—a

3. On note H le point d’affixe h = a + b + ¢ et z le nombre complexe vérifiant : z =

a) Démontrer :

]

04—0
COS ( 3

)
sn1(9A595>

z =1

Re4 + Re?s
~ Res — Reila
;0 : (ei‘)AgeB N efiGA;GB)

10BEPA i0B=94 _;%B=94
2 et 2z —e 2

e 1 pt : fin du calcul

e 1 pt:z

e 1 pt:z=
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b) Supposons : H # C. Que peut-on en déduire pour les droites (AB) et (CH)?
e« 1 pt:zeciR donc arg(z) = g [7]
« 1 pt: (AB) et (CH) perpendiculaires

¢) En faisant le méme raisonnement pour les droites (BC) et (AH), puis pour les droites (AC) et
(BH), déterminer ce que représente le point H pour le triangle ABC.

h—
e 1 pt : en notant w = bia, on obtient que (AH) et (CB) sont perpendiculaires

h—b

« 1 pt : en posant ©u = ——, on obtient que (BH) et (AC) sont perpendicualires
c—a

o« 1 pt : H est "orthocentre du triangle ABC

a+b+c
—
a) Montrer que G appartient a la droite (Aly).

4. On note G le point d’affixe g =

g—a 2
° 1pt: = —
meo—a 3
«1 pt: I7% ¢ R. Dou : arg( g4 > = 0 [r]. Les points G, A et I, sont donc
mo —a mo —a
alignés.

b) Démontrer de méme que G appartient aux droites (C1;) et (BlI3).

) —c
e« 1 pt : méme raisonnement avec

pour montrer que G € (C1)
mip —¢C

« 1 pt : méme raisonnement avec ; pour montrer que G € (Bl3)

m3 —
c) Que représente G pour le triangle ABC' 7 Quelle relation a-t-on entre les longueurs AG et Als?
e« 1 pt : G est le centre de gravité du triangle ABC
2
. 1pt:AG=§AIQ

5. Conclure que les points O, G et H sont alignés et déterminer une relation entre les longueurs OG
et OH.

-0 1
e 1pt: % =3 donc... Ainsi O, G et H sont alignés
1
« 1 pt: OG= 3 OH

Partie II : Cas général

Soient A, B et C trois points du plan complexe deux & deux distincts et non alignés, d’affixes respec-
tives a, b et c.

On ne considére plus que les points A, B et C' appartiennent & un cercle de centre O.
6. On admet dans cette question qu’il existe un cercle circonscrit au triangle ABC' et qu’il est unique.
On note € son centre d’affixe w et R son rayon.

On considére la translation de vecteur @ On note A’, B’ et C' les images respectives de A, B et
C par cette translation.
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a) Déterminer les affixes des points A’, B’ et (', ainsi que celles de l'orthocentre et du centre de
gravité du triangle A’B'C".

« 1 pt : les points A’, B’ et C’ ont pour affixes respectives a —w, b —w et ¢ —w
b
. lpt:g’:$—w et =a+b+c—3w

e 1pt: 0A =0B"=0C"=R

b) Montrer que, dans ce cas général, le centre de gravité, le centre du cercle circonscrit et l'ortho-
centre du triangle ABC sont alignés.

b
. 1pt:g:Met h=a+b+c—2w
g—w 1 . . .
e 1pt: ’ =3 donc... Ainsi les points 2, G et H sont alignés
—w

7. On cherche maintenant & démontrer I’assertion admise précédemment : il existe un unique cercle
circonscrit au triangle ABC.

a) Justifier que, s’il existe un cercle passant par les points A, B et C, alors son centre 2 d’affixe w
et son rayon R vérifient :
R =|lw—a = w=b = |w—

o]_pt

b) Montrer qu’il existe un unique cercle passant par les points A, B et C'. On montrera que ’affixe
de son centre € est :

a—b - Re(@(c—a})

2 i ((@ =) (c -~ a))

o 1 pt : structure de raisonnement par analyse-synthése

w = b+

e 4 pts : reste
toute prise d’initiative pertinente sera valorisée
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Exercice 4 /25

Partie I : Convexité

Soit (a,b) € R? tel que : a < b. On souhaite démontrer dans cette partie :

Vi e [0,1], etUbb et 4 (1 —t)e (%)
On note g la fonction définie sur [0,1] par g : t +— te® + (1 —t) e — etet(1-00,
1. Démontrer : Vx € R, e* > 1 4 x.

o 1 pt : La fonction & : x — e” est convexe sur R.
Sa courbe représentative se situe donc au dessus de ses tangentes, notamment celle
au point d’abscisse 0.

« 1 pt : cette tangente est la droite d’équation : y =1+«

2. Démontrer que la fonction g est deux fois dérivable sur [0, 1] et :
Vte[0,1], ¢'(t) = e —eb — (a— b)etat-P

« 1 pt : la fonction ¢ : t — e'**(179% est deux fois dérivable sur [0, 1] car...

« 1 pt : calcul de ¢

3. Déterminer ¢”. En déduire que la fonction ¢’ est strictement décroissante sur [0, 1].
e 1pt:Vtelo,1], ¢"(t) = —(a — b)?etat(-t)
« 1 pt:Vitel0,1], ¢"(t) <0 donc ¢ strictement décroissante sur [0, 1]

4. a) Démontrer, a aide de la question 1. : ¢’(0) > 0.
e 1 pt : d’aprés 1. appliqué & x = a —b...
«1pt:g0)=¢e’(e**—1—(a—b)) >0

b) Déterminer le signe de ¢'(1).
o« 1 pt : applicationde 1. ax=b—a

5. Démontrer qu’il existe un unique réel a € [0, 1] tel que : ¢'(«) = 0.

o 1 pt : hypothéses théoréme de la bijection

« 1pt: ¢g'([0,1]) =[¢g'(1),4'(0)]
« 1pt:0€]¢(1),4'(0)] d’aprés 4.a) et 4.b)

6. Dresser le tableau de variations complet de g.

« 1 pt : tableau de variations

T 0 « 1

Signe de ¢"(z) — -

o
Variations de ¢ 0\
g'(1)
Signe de ¢'(z) + 0 -
g(@)
Variations de g / \
0 0
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e 1 pt:g(0)=g(1)=0
{ vVt e [0,a], ¢'(t) = ¢ (a)=0
« 1 pt:

Vit € Ja, 1], ¢'(t) < g (a)=0

7. Conclure quant & la question posée.

« 1 pt : explications V¢ € [0,1], g(t) > 0

Partie II : Inégalité arithmético-géométrique

On souhaite démontrer dans cette partie, pour tout n € [2, +oo[, pour tout (x1,...,z,) € R™:

exp (1 5 k) < LS epm) ()

n k=1 k=1

1
8. En utilisant le résultat (%) de la partie précédente pour ¢t = 3 démontrer le résultat (#*) demandé

pour n = 2.
o 1 pt
9. Pour tout n € [2,4+oo[, pour tout (z1,...,T,+1) € R* 1 démontrer, toujours en utilisant (*) pour

une valeur de ¢ bien choisie :

n 1 2 Tn+1 n 1 1 z
_ < _ n+1
o (P (5 ) < st e (B ) e

n 1
e 1 pt : application de (x) at = a=— rp et b=x
pt : app (*) I nk; K n+1
10. Démontrer le résultat ().
« 1 pt : initialisation
e 4 pts : hérédité
x 1 pt : quantification de (z1,...,zp4+1)

x 3 pts : reste
11. Application. Démontrer, pour tout n € [2, +oo[, pour tout (ai,...,a,) € (Rj_)n :

(H%) < ;Zak

k=1 k=1

« 2 pts : application de (xx) avec z; = In(ay)
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Exercice 5 /11

Le but de cet exercice est de trouver toutes les fonctions f : R — R qui vérifient la propriété &
suivante :

V(z,y) €R?, f(a) fy) + flx+y) = zy
1. Dans cette question seulement, on considére une fonction f : R — R vérifiant la propriété &2.
a) Justifier : (f(()))2 + f(0) = 0. Quelles sont les valeurs possibles pour f(0)?

2
« 1pt: (f(0)"+ f(0)=0
«1pt: f(0)=0 0U f(0)=-1
b) On suppose dans cette question : f(0) = 0. Démontrer : Vx € R, f(z) = 0.
« 1 pt : application de (x) Az =z et y=0

c¢) On suppose dans cette question : f(0) = —1.
(i) Démontrer que f(1) =0 ou f(—1) =0.

« 1 pt : application de (x) az=1et y=—1
(i1) Démontrer que, si f(1) =0, alors : Vt € R, f(t) =t — 1.

e 1 pt : structure de démonstration d’une implication

« 1 pt : application de (x) az=t—1lety=1
(iit) Démontrer que, si f(—1) =0, alors : Vt € R, f(t) = —t — 1.

« 1 pt : application de (x) Az =t+1et y=—1

2. Conclure quant au probléme posé dans cet exercice.
o 1 pt : structure de ’analyse-synthése
o 1 pt : analyse

o 2 pts : synthése : seules x +— = — 1 et © — —x — 1 sont solutions

10



