PCSI
Mathématiques

25 novembre 2023

DS3

A On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Elles sont au nombre
de 2. Dans le cas contraire, la note finale se verra divisée par 2.

Exercice 1 : Cours

1. Enoncer et démontrer la formule du binéme de Newton.

Démonstration.
Soit (u,v) € C2.

Démontrons par récurrence : Vn € N, #(n)

» Initialisation :

« D’une part : (u+v)? = 1.

ol

0, /0 0
x D’autre part : Y. (k:) uk 0=k = <0) u® 0 = 1.
D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.
il n41
Supposons Z(n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. (u+v)"H =3 < > uf vt =k,

k=0

(u + U)n-i—l

(u+v) (u4v)"

n n n n

Z ( > uk+1 ,Un—k 4 Z < ) uk Un+1—k
i=0 \Kk k=0 \K
n+1 ( n ) uF ,Unf(kfl) + Z ( > uk pnt1=Fk
=1 \k—1 =0
il ( n )uk gtk Zn: < >uk o1k
=1 \k—1 }=0

=0 \ K

(par hypothése de
récurrence)

(par distributivité
de x sur +)

(par distributivité
de X sur +)

(par décalage
d’indice)
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Or: .
ni < n >uk =k i <Z> uk pn 1=k

=1 \k—1 =0

— - n k,n+1—k n n+1,n+1—(n+1)
O A N O

Y 0, ntl NP kot i—k
w ((5) e £ () )
On en déduit :

n+1 n n n
Z < ) uk Un-&-l—k + Z ( > uk: ,Un-i-l—k
=1 \k—1 k=0 \K

- (g) W0 o+l 4 Z”: <(k n 1) n (Z)) wk 1=k 4 gt 0

k=1 -
_ (™0 n1 s (LY ke ik g1, 0 (par triangle
B <0> e k§1 ( o)UY Tu de Pascal)

_ <z> W0yt 4 <n;— 1) e (n + 1> Yy 0

n—+1
nil (”) k,ntl—k
= ut T
i=0 \K

Doa Z(n+1).

ol
1=

2. Soient E, F, G des ensembles.
Soit f : ' — F une application.
Soit g : F' — G une application.
Soient By et Bs des parties de F'.

a) Démontrer :
go f est injective = f injective

Démonstration.

Supposons g o f injective et démontrons que f : £ — F est injective.
Soit (w1, x2) € E2. Supposons : f(z1) = f(x2).

On a alors : g(f(21)) = g(f(x2))-

(égalité obtenue en composant chaque membre de l’égalité précédente par g)
Autrement dit : (go f)(x1) = (go f)(x2).
Or, comme g o f est injective, on en déduit : x1 = xs.

Ainsi f est injective.

Finalement : g o f injective = f injective. -
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b) Démontrer :

FHUBINBy) = fU(By) N (B)

Démonstration.
On procede par double inclusion.

(C) Soit z € f~1(By N By). Alors :
f(z) € BiN By
donc  f(x)e By ET f(z)€ B
dou ze f~YBy) ET ze€ f 1By
ainsi re 7B N f1(By)

On obtient : f~1(By N Bs) C f~4B1) N f~1(By).
(D) Soit z € f~1(B1) N f~1(By). Alors :

ze f7H(Bi) ET ze f'(B)
donc  f(x)e By ET f(z)€ By
d’ot f(z) € By N By
ainsi r€ fY(B1NBy)

On obtient : (BN Bz) D f~4By) N f~1(By).

Finalement : f~4(B; N By) = f~4(By) N f~Y(By).

O
c¢) Démontrer que f est injective si et seulement si VX € Z(E), f~1(f(X)) = X.
Démonstration.
On procéde par double implication.
(=) Supposons f injective et démontrons : VX € Z(E), f~1(f(X)) = X.
Soit X € Z(E). On procéde par double inclusion.
(C) Soit z € f7L(f(X)). Alors : f(z) € f(X).
Il existe donc g € X tel que : f(x) = f(xo).
Comme l'application f est injective, on obtient : x = xg.
Or : 29 € X. On en déduit : z € X.
(D) Soit € X. On en déduit : f(z) € f(X).
Par définition de I'image réciproque, on obtient : z € f~1 ( f(X ))
Ainsi : f injective = VX € Z(E), f~1(f(X)) = X.
(<) Supposons : VX € Z(E), f~(f(X)) = X. Démontrons que f est injective.
Soit (x1,x2) € E2 Supposons : (w ) = f(x2).
On note alors : X = {z2} € Z(E). On obtient en particulier : f(x1) € f(X).
Ainsi @z € f~ (f(X))
Or: f~1(f(X)) = X. On en déduit : 1 € X.
Or : X ={x2}. On en conclut : x1 = x3.
Ainsi : VX € Z(E), f~1(f(X)) = X = [ injective.
Finalement, f est injective si et seulement si VX € Z(E), f~1(f(X)) = X. [
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3. a) Soit x € R. Linéariser cos*(z).

Démonstration.
On calcule :
eZZ _|_ e—ZIE 4
cost(z) = (2> (par formule d’Euler)
1
— ?(em_i_e zx)4

(par binéme de

1 ) ) ) )
_ diz 2ix —2ix —4ix
24 (e tae +6+4de te ) Newton)

1
= ?(2 cos(4x) + 4 x 2 cos(2z) + 6)

= é(cos(llx) +4 cos(2z) + 3)

Finalement : cos*(z) = - (cos(4z) + 4 cos(2z) + 3).

OO\H

™

b) En déduire la valeur de / ’ cost(z) dz.
0

Démonstration.

« La fonction z ~ cos*(z) est continue sur le segment [0, Z].

™

L’intégrale / ’ cos?(x) dx est donc bien définie.
0

o D’aprés la question précédente :

g
/ cos(z) dx
0

-

VB

1
A (cos(4x) + 4 cos(2z) + 3) da

/ cos(4x) dx + 4 / cos(2z) dx + /2 3 dx) (par linéarité de

0 0 0 Vintégrale)

1 1 % 1 H 3
= ( 1 sin(4dz) | +4 [2 sm(23})] +3[z]”
0

0

oo |

0

oo\r—‘
)

oo =
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4. a) (x) Ecrire a 'aide de Python une fonction occurences prenant en paramétre deux variables a
et s et renvoyant le nombre d’occurences d’un caractére a dans une chaine de caractéres s.

Démonstration.
On propose le script suivant :

def occurences(a, s)

=

N

compteur = 0
for caract in s
if caract == a

o

ot

compteur = compteur + 1

o

return compteur

Détaillons les éléments de ce script.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme occurences,
x elle prend en paramétre les variables a et s,

x elle admet pour variable de sortie la variable compteur.

1 def occurences(a, s)

[

return compteur

On initialise ensuite la variable compteur, qui contiendra le nombre d’occurences de du carac-
tére a dans la chaine s, a 0. En effet, avant de parcourir la chaine s, le caractére a n’a pas
encore été rencontré.

2 compteur = 0

o Structure itérative
Les lignes 3 & 5 consistent a :
1) parcourir la chaine de caractéres s,

2) mettre a jour la variable compteur & chaque fois qu’un caractére de la chaine s est le
caractere a.

On doit donc :

1) parcourir tous les éléments de la chaine de caractéres s. Pour cela, on utilise une structure
itérative (boucle for).

3 for caract in s

2) mettre a jour, & chaque tour de boucle, la variable compteur en l'incrémentant de 1 si le
caractére de la chaine s rencontré est le caractére a. Pour cela, on utilise une structure
conditionnelle (structure if).

if caract == a

£

ot

compteur = compteur + 1
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o Fin de la fonction
A Tissue de cette boucle, la variable compteur contient le nombre d’occurences du caractére a
dans la chaine de caractéres s. On finit donc ce script en renvoyant la valeur de cette variable.

o

return compteur

Commentaire

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse a cette question. Cependant, proposer un script Python correct démontre la
bonne compréhension de ces mécanismes et permet certainement d’obtenir la majorité
des points alloués a cette question.

b) (%) Ecrire une fonction dico_alphabet qui prend en paramétre une chaine de caractére texte
et qui renvoie un dictionnaire qui associe a chaque lettre de 'alphabet le nombre de fois ou elle
apparait dans texte.

Démonstration.
On propose le script suivant.

def dico_alphabet (texte)
alphabet =
dico = {lettre : occurences(lettre, texte) for lettre in alphabet}
return dico

o =

Détaillons les éléments de ce script.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme dico_alphabet,
x elle prend en paramétre la variable texte,

x elle admet pour variable de sortie la variable dico.

1 def dico_alphabet (texte)

return dico

I

« Contenu de la fonction

x On commence par définir une chaine de caractére contenant ’ensemble des lettres de 1’al-
phabet.

2 alphabet =

x On définit ensuite le dictionnaire dico souhaité :

- les clés de ce dictionnaire sont les lettres de ’alphabet,

- la valeur associée & une clé donnée est son nombre d’occurences dans la chaine de caractére
texte. On obtient ce nombre d’occurences a ’aide de la fonction occurences définie en
question précédente : occurences(lettre, texte).

On définit alors le dictionnaire dico par compréhension.

dico = {lettre : occurences(lettre, texte) for lettre in alphabet}

59
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Commentaire

exemple des listes et des dictionnaires.

o Pour définir notre nouveau dictionnaire, on a ici choisi d’utiliser une fonctionnalité Py-
thon trés importante et pratique : la définition d’un dictionnaire par compréhension.
Rappelons que l'on peut définir par compréhension tous les objets de type séquentiel
(indicé) mutables (dont on peut modifier les éléments individuellement). C’est le cas par

« On pouvait également proposer une fonction utilisant une structure itérative.

def dico_alphabet (texte)
alphabet =
dico_texte = {}
for lettre in alphabet

[[S,S  [VUR | VR T

return dico_texte

[}

dico_texte[lettre] = occurences(lettre, texte)

¢) Expliquer ce que permet de faire la fonction Python suivante.

1 def mystere(chaine, message)
2 n = (message)
3 m = (chaine)
4 compteur = 0
5 for i in (n)
6 j=1
7 if message[i] == chaine[0]
8 while i + j < n and j < m and message[i+]] chainel[j]
9 j =1
10 if j==m:
11 compteur += 1
12 return compteur

Démonstration.

Détaillons les éléments de ce script.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme mystere,
x elle prend en paramétre les variables chaine et message,

x elle admet pour variable de sortie la variable compteur.

1 def mystere(chaine, message)

12 return compteur

On stocke :

x dans la variable n la longueur de la chaine de caractéres message.

2 n = (message)

x dans la variable m la longueur de la chaine de caractéres chaine.

3 m = (chaine)
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Enfin, on initialise la variable compteur & 0.

4 compteur = 0

o Structure itérative
Les lignes 5 & 11 consistent & :

1) parcourir la chaine de caractéres message,

2) mettre a jour la variable compteur a chaque fois que la chaine de caractéres chaine est rencontré
dans la chaine message.

On doit donc :

1) parcourir tous les éléments de la chaine de caractéres message. Pour cela, on parcourt ’ensemble
des indices des éléments de cette chaine. On utilise & cet effet une structure itérative (boucle for).

5 for i in (n)

2) mettre & jour la variable compteur en l'incrémentant de 1 si la chaine chaine est rencontrée.
Pour cela :

- on commence par initialiser une variable j & 1. Cette variable sera réinitialisée a 1 a chaque
tour de boucle.

6 j=1

- on utilise ensuite une structure conditionnelle (structure if). A chaque tour de boucle i, I'idée
est la suivante :

» si le caractére d’indice i de la chaine message est le premier de celui de la chaine chaine,
alors on va chercher & savoir si les caractéres suivants de la chaine message coincident aussi
avec ceux de la chaine chaine.

7 if messagel[i] == chaine[0]

» on poursuit ensuite la comparaison des caractéres de message d’indice strictement supérieur a
i avec ceux de chaine. Autrement dit, on compare les caractéres message [i+j] et chaine[j].
On effectue cette comparaison tant que :

(i) l'indice i+j ne dépasse pas la longueur de la chaine de caractéres message,
(i) V'indice j ne dépasse pas la longueur de la chaine de caractéres chaine,

(iii) les caractéres message[i+j] et chaine[j] sont identiques.

while 1 + j < n and j < m and messagel[i+j] == chainel[j]
j=1

|0

l©

» enfin, & lissue de la boucle while précédente, la variable j contient le nombre de caractéres
de message, a partir de U'indice i, coincidant avec ceux de chaine (dans le méme ordre).
Ainsi, lorsque j est égal & m, c’est que l'on a rencontré la chaine de caractéres chaine dans
son entier. On peut donc incrémenter la variable compteur de 1.

10 if j ==
11 compteur += 1

L’appel mystere(chaine, message) permet donc de déterminer le nombre
d’occurences d’une la chaine de caractéres chaine dans la chaine de caractéres message. ]
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Exercice 2
1. Déterminer, pour tout x € ] — 7, 7[, le module et un argument du nombre complexe e** + 1.

Démonstration.
Soit z € | — m, 7]

41 = el (e’% + eﬂ%> = ¢'2 x 2 cos (E) (par formule d’Euler)

2
De plus :
- < T < T
x T
d -—— < o< =
onc 5 5

d’ou Cos (g) > 0

Ainsi, le module de e + 1 est 2 cos (g), et I'un de ses arguments est g .

2. Démontrer alors, pour tout n € N et pour tout x € R :

(e + l)n = 2" cos" (g) el
Démonstration.
Soit = € R. Soit n € N.
o Le calcul effectué en question précédente est valable (méme si z n’appartient pas forcément a

I'intervalle | — 7, 7[) :
e’ 4+ 1 = 2cos (g) e’

[N

e« On en déduit :

(e +1)" = <2 cos (g) ei%>

= 2" cos” (g) ele (par formule de Moivre)

s NT

Vz € R, ¥n € N, (e 4+ 1)" = 2" cos™ (g) ez

Commentaire \

Notons que si le calcul de la question précédente est valable pour tout x € R, il n’en est
pas de méme de sa conclusion. En effet :
e si cos @2)”:7(), alors : € + 1 = 0. Ainsi, le module de e + 1 est 0 et ce nombre

complexe n’admet pas d’argument.
. §i,<10§,(%),§,@ alors :

[SIE]

e +1 = —2cos (g) x (1) xe'z = —2 cos (g) X '™ x ¢

Donc : €@ +1 = —2 cos (g) ¢ (™3) . Le module de ei® + 1 est donc —2 cos (;) et

x
I'un de ses argument est m + 5
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n
3. En déduire, pour tout n € N et pour tout x € R : > <Z> cos(kx) = 2" cos" (g) cos (%)
k=0

Démonstration.
Soit z € R. Soit n € N.

> <Z> cos(ke) = 3o <Z> Re (o)

k=0 k=0
= Re <Z (Z) e““) (par linéarité de Re (-))
k=0
= Re <Z <Z> (ei“”)k> (par formule de Moivre)
k=0
= Re((e”+1)" (par binéme de Newton)

— Re (2n cos™ f) ei%) (d ,az?res la question
2 précédente)

— 9" cog™ (g) Re (ei 7) (par linéarité de Re (-))

On en déduit : Vz € R, Vn € N, > (n) cos(kx) = 2" cos™ <§> cos (@)

= \k 2 2 O
4. a) Simplifier, pour tout k£ € N, cos(k x 0) et cos(k x 7).
Démonstration.
Soit k € N.
e D’une part : cos(k x 0) = cos(0) = 1.
o D’autre part :
x si k est pair, alors : cos(k x m) = 1.
x si k est impair, alors : cos(k x 7) = —1
Ce que I'on peut résumer en : cos(k x 7) = (—1)*.
Vk € N, cos(k x 0) =1 ET cos(k x 7) = (—1)F. -

b) Soit n € N. Déterminer une expression simple des sommes suivantes & 'aide de la question 3.

W) o B

Démonstration.
o Tout d’abord :

3 (Z) = 3 <Z> cos(k x 0) (d’apres la question

=0 précédente)

= 2" cos" (g) cos (n >2< 0) (d’apres 3.)

= 2" cos"(0) cos(0)

£ ()=~

— on

10
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o Ensuite :

n n no/n d’apres la question
S (—1)F <k> = /;o (k) cos(k x m) (d’ap 1

précédente)

= 2" cos" (g) cos (n >2< W) (d’aprés 3.)

= 2"><0><COS(n7’/T)

= 0

Soit n € N. On pose :
n n n
o5 0) me50) e- 50
pEP, p PEQn p PERR p
ou :

x P, ={3k | ke N ET 0<3k<n},

x Qn={3k+1]|keN ET 0<3k+1<n}
x Rp={3k+2|keN ET 0<3k+2<n}.
5. Déterminer P7, Q7 et R7, puis P U Q7 U R7.

NN

Démonstration.
« Tout d’abord :

P = {3k |keN ET 0<3k<7} = {3x0,3x1, 3x2}

Ainsi : Py =40,3,6}.

o Ensuite :

Qr = {3k+1|keNET 0<3k<T7} = {3x0+1,3x1+1, 3x2+1}

Ainsi : Q7 = {1,4,7}.

e De méme :

Ry = 3k+1|keNET 0<3k<7} = {3x0+2, 3x1+2}

Ainsi : Ry = {2,5}.

o On remarque enfin :

P;UQrUR; = {0,3,6}U{1,4,7}U{2,5} = {0,1,2,3,4,5,6,7}

Ainsi : PUQyUR; = [0,7].

11
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6. A I'aide d’une sommation par paquets, justifier : A, + B,, + C,, = 2".

Démonstration.
On calcule :

An+Bn+On Z

pPEP,

2

PERy

()% G) 5 6)

n
(p) (par sommation par paquets)
peP,UQRUR,

pe%n]] (Z)
50)

27'L

(car P, U@, UR, =[0,n])

(d’apreés 4.b))

A, +B,+C,=2"

Commentaire \

Notons que :
« 'ensemble P, est l’ensemble des entiers de [0, n] congrus a 0 modulo 3,

« 'ensemble @, est I’ensemble des entiers de [0,n] congrus & 1 modulo 3,

« 'ensemble R, est I'ensemble des entiers de [0, n] congrus a 2 modulo 3,
Or tout entier est forcément congru & 0 modulo 3 ou congru & 1 modulo 3 ou congru a 2
modulo 3. On obtient donc bien :

P,UQ,UR, = [0,n]

2

7. On pose: j =e 3 .
a) Démontrer, pour tout k € N :

Démonstration.

Soit k € N.
o Tout d’abord :

2im \ 3 k 2im \ K .k
j3k‘ — (]3)k — <<e3) ) — <63X7> o (62171') 1]{,‘ — 1
Ainsi : j3% =1
o Ensuite :
j3k2+1 j><]3k:j><1:j
Ainsi : j3F+ =4

12
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o Enfin, d’une part :

X 2 17 17T
R 2 Bk 2y o <e23) _ o2
D’autre part :
3 = eZLTW = e_% = e_%+2iﬂ— = e_ziﬁ;—mw = e% = j2
Ainsi : j3F+2 =7 [
b) En déduire : Vp € P,, jP = 1. Que diresipe @, 7sipe R, ?
Démonstration.
e Soit p € P,. Alors il existe k € N tel que : p = 3k. Ainsi :
o= =1 (d’apres la question précédente)
Vpe P, jP =1
o Soit p € Q. Alors il existe k € N tel que : p = 3k + 1. Ainsi :
P o= 3kl — (d’apres la question précédente)
VpEQn, ¥ =
o Soit p € R,,. Alors il existe k € N tel que : p = 3k + 2. Ainsi :
P o= 32 = 5 (d’apres la question précédente)
Vp € Ry, jP = j =

8. a) En utilisant le résultat de la question 2., démontrer :
2" cos™ (g) &5 = A, +jBn+7Ch

Démonstration.

2
« On applique la question 2. & z = ?ﬁ On obtient :

ZJ nZJ 27
2" cos" % exp | ¢ 23 = ('3 +1)"

« De plus, par formule du binéme de Newton :

. " non\ .
G+ = X | )i°
p=0 \P
ny . ny . ny . par sommation
- 50 - 2()]“ ()
pEP, \P PEQn pER, \P par paquets)
_ ¥ <n> <1 + < > 3 (n) « 7 (d’/agfzi’éstla question
pEP, \P PEQn PR \D précédente)

- 50 50 - 150)

On en conclut : 2™ cos™ (g) s = A, +jBn+jCh.

13
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b) Déterminer une formule analogue pour A, + j B, + j C,.

Démonstration.

27
« On applique la question 2. & z = —5 On obtient :

_ZJ _nzl 27
2" cos™ T?’ exp | i 23 = (e7's +1)"

2" cos™ (—%) e s = @G+

T T
Comme la fonction cos est paire, on a : cos (—g) = cos <§> On obtient :

2" cos™ (g) TUE = G4+

e De plus, par formule du binéme de Newton :

G+ = % (Z)(j)p

p=0
- 500 - 5 Qo+ 5 G)or

« Par ailleurs, pour tout p € [0,n], trois cas se présentent :

x sl p € Py, alors il existe k € N tel que : p = 3k. Ainsi :

N —~ T 3k i .
(])p — (])3k — <e7%> — e_%xzk — e727,7r -1
x si p € Qp, alors il existe k € N tel que : p =3k + 1. Ainsi :

0 = 0" = () xj=1xj=7

x si p € R,, alors il existe k € N tel que : p = 3k + 2. Ainsi :

G)p = G)%H = (3)% X (3)2 = 1x (j2) = (3) (d’apres 7.a)
Ainsi : jP = 3.
e On en déduit :

507 - 507+ 50
n n : n —~ (d’apres ce qui
= x1 + Xj + X o
peZPn <p> pGZQn <p> J pEZRn (p) J précede)
n — n n
= X <> + 70X <> + i <>

On en conclut : 2™ cos™ (%) e 13 = A, +jBn+jCh.

14
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9. a) Quevaut 1+ 5+ 757

Démonstration.
On calcule :

I1+j+4+j7j = 14+2Re(j) = 1+2cos<;) = 14+2x <_2> - 1-1

Finalement : 1+ j + j = 0. -

b) En déduire :

1 nmw

A, = = (2”+2 cos (—))
" 3 3

Indication : on pourra sommer les relations trouvées auz questions 5., 8.a) et 8.b).

Démonstration.
D’aprés les questions 5., 8.a) et 8.b) :

A, + B, + C, = 2"

A, + jB, + jC, = 2" cos" (g) s

A, + jB, + jC, = 2" cos" (g) e '3
On effectue alors 'opération Ly < L1 + Ly + L3. On obtient :

3An+(1+j+7) B+ (1+5+4)Cr = 2" <1+cos" (g) "5 + cos™ (5) e_i%ﬂ)

Or:
« d’une part, d’aprés la question précédente : 1+ 5 + j = 0. Ainsi :

3A,+(1+j+7)Ba+(1+j+4)Cn = 34, +0x B, +0xC, = 34,

, ™y _1 ont -
x D’autre part, comme cos 3) = o on obtient :

T - nm T _snm 1 " - nmw 1 " _;nm
2”(1+cos”<§)e’3 —|—cos”(§)e’3> = 2"(1+ B e'’3 + B e '3

On en déduit : 3 A4, = 2" + 2 cos (%)

. 1 nmw
Finalement : A, = 3 (2“ + 2 cos (?)> 0
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Exercice 3

—

On considére que le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O, @, ¥)
L’objectif de cet exercice est de démontrer que le centre de gravité, le centre du cercle circonscrit
et Porthocentre d’un triangle sont alignés. On en profitera pour démontrer quelques relations faisant
intervenir ces trois points.

On rappelle que :

« lorthocentre d’un triangle est le point d’intersection des hauteurs du triangle,
« le cercle circonscrit & un triangle est 1’'unique cercle passant par les sommets du triangle,

« le centre de gravité du triangle est le point d’intersection des médianes du triangle (les médianes
d’un triangle sont les droites reliant le milieu d’un cété au sommet opposé a ce coté).

Partie I : Cas ou le cercle circonscrit est centré en O
Soit R € RY.,

Soient A, B et C trois points du plan complexe deux & deux distincts et non alignés.
On note a (resp. b, resp. ¢) l'affixe du point A (resp. B, resp. C).

On suppose dans cette partie seulement que les points A, B et C' appartiennent au cercle
Co de centre O et de rayon R.

1. On note :
x 11 le milieu du segment [AB] d’affixe my,
x Iy le milieu du segment [BC| d’affixe ma,
x I3 le milieu du segment [AC] d’affixe msg.

Exprimer mq, mo et mg en fonction de a, b et c.

Démonstration.

a+b b+c a+c
m =
2 T T 2

my =

Commentaire

Cette question est une pure question de cours. Il est donc inconcevable de ne pas savoir
y répondre.

2. Justifier qu'il existe (64,0p,0c) € [0,27[> tel que :
a = Re'4, b = Res et ¢ = Re

Démonstration.

« Par définition de I’écriture exponentielle d’'un nombre complexe, il existe (r4,r5,7¢) € (R+)3 et
(04,08,0c) € (0,273 tels que :

a = rapefa, b = rge'?s et ¢ = reeifo
Par définition du module, on sait méme :
ra = lal, rg = |b| et re = ||
Ainsi :
a = |a|e?s, b = |b|er et ¢ = |c|ee
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« Par ailleurs, les points A, B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon R. On en

déduit :
OA = OB = OC = R

Autrement dit :
ol = ol = |d = R

On en déduit : a = Re4, b = ReB et ¢ = Re'fe.

h—c¢

3. On note H le point d’affixe h = a + b+ ¢ et z le nombre complexe vérifiant : z =

a) Démontrer :

]

04—0
COS ( 2

)
sin ("A;GB)

z =1

Démonstration.
On calcule :
h—c
z =
b—a
b _
= (a—i—b—i—z)z (par définition de h)
—a
_ Re1 4+ Re's (d’apres la question
 Reis — Reiba précédente)

R (eieA + eiQB)
R (eiGB _ eiGA)

.0 6465 6465
=" <ez 2 ) )

0p 05 —0,4 g0,
=" <e’ 2 ) >

(par formules

7 sin ((93;9,4) d’Euler)
04—0
~ cos (%) 1 _
= _-] ——— _ = —
sin <_LA;93) (car i i)

(par imparité de sin)

5y

[ 64—6
cos (452
. (04—05) "
sin (24522

Finalement : z = ¢

b—a
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b) Supposons : H # C. Que peut-on en déduire pour les droites (AB) et (CH)?

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

04—0p
] COS( 3 )

z2=1 o
sin(%)

cos <9A593>

donc z€iR (car €R)
sin (0A593>

d’ou arg(z) = g [7]

insi  ar hoey_m [7]

ainsi arg| — ) =5 [7

On en déduit que les droites (AB) et (C'H) sont perpendiculaires.

O

¢) En faisant le méme raisonnement pour les droites (BC') et (AH), puis pour les droites (AC) et
(BH), déterminer ce que représente le point H pour le triangle ABC.

Démonstration.

e On note : w =

h = a. Alors :
—c

w - h—a

- b—c
b _
= (z+b+c)z (par définition de h)
—c

B Re's + R (d’apres la question
" Reis — Reibc précédente)

R (&5 4 ¢i0)
R (eieB _ ei@c)

0p Op—0c _9p—0C
=" e!7 2 +e vt 2 )

(par formules
7 sin (OB—GC) d’Euler)

(car o= —1)

) 1
)
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e On en déduit :

donc weiR (car —

d’ou arg(w) =

N h—a T
ainsi - arg ( 3— | =5 [7]

Les droites (AH) et (C'B) sont donc perpendiculaires.

En posant u = , on obtient de méme que (BH) et (AC) sont perpendiculaires.

cC—a

« On sait que :

x les droites (AB) et (CH) sont perpendiculaires. Donc (C'H) est la hauteur issue de C' dans
le triangle ABC.

x les droites (BC) et (AH) sont perpendiculaires. Donc (AH) est la hauteur issue de A dans
le triangle ABC.

x les droites (AC) et (BH) sont perpendiculaires. Donc (BH) est la hauteur issue de B dans
le triangle ABC.

Le point H est donc le point de concours des trois hauteurs du triangle ABC.

On en déduit que le point H est 'orthocentre du triangle ABC.

at+b+c

3
a) Montrer que G appartient a la droite (Aly).

4. On note G le point d’affixe g =

Démonstration.

e On calcule :

atbtc
3 a

(a+b+c)—3a
3

(b+c)—2a
2
_ 2bke=mm
3 b+e=7a
2
3
. —a g—a . .
o Ainsi : € R. Donc : arg = 0 [r]. Les points G, A et I sont donc alignés.
me —a me —a

On en conclut que le point G appartient a la droite (Aly).
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b) Démontrer de méme que G appartient aux droites (C1;) et (Bl3).

Démonstration.
e On calcule : )
g—c - a+3+c —c
mip —c atb c
2
(a+b+c)—3c
_ 3
(a+b)—2¢
2
2
3

g—c —c

e Ainsi :

€ R. Donc : arg< J

) = 0 [r]. Les points G, C et I; sont donc alignés.
mip —C

mip —C

On en conclut que le point G appartient a la droite (CIy).

e On calcule enfin :

+b+
g — b _ % —-b
ms —b aT“ —-b
(atb+c)—3b
_ 3
- (a4c)—2b
2
2
-3
... g—b g—2>b . o
o Ainsi : € R. Donc : arg = 0 [nr]. Les points G, B et I3 sont donc alignés.

mg—b m3—b

On en conclut que le point G appartient a la droite (BI3). O

¢) Que représente G pour le triangle ABC'? Quelle relation a-t-on entre les longueurs AG et Als?

Démonstration.

o Les droites (Aly), (CIh) et (BI3) sont les médianes du triangle ABC'.
D’aprés les questions 4.a) et 4.b), le point G est donc le point de concours des médianes du
triangle ABC.

Le point G est donc le centre de gravité du triangle ABC.

o Par ailleurs :
AG = [g—ad

_ ’2(%_@)

3 (d’apreés 4.a))

2 2 —dl
= - |m2—a
32

2
= Z DA
3 2

On en déduit : AG = % Al.
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5. Conclure que les points O, G et H sont alignés et déterminer une relation entre les longueurs OG

et OH.

Démonstration.
o Tout d’abord :

.90 , 9-0)\ _
Ainsi : - eR. Donc.arg(h_0> =0 [n].

On en déduit que O, G et H sont alignés.

o De plus, d’apres le calcul précédent :

1 1
oG = = hl = = |h| = = OH
ol = |38 = 310 = 5

1
3

OG:éOH

Partie II : Cas général

Soient A, B et C trois points du plan complexe deux & deux distincts et non alignés, d’affixes respec-
tives a, b et c.

On ne considére plus que les points A, B et C appartiennent & un cercle de centre O.

6. On admet dans cette question qu’il existe un cercle circonscrit au triangle ABC' et qu’il est unique.
On note ) son centre d’affixe w et R son rayon.
On considére la translation de vecteur @ On note A’, B' et C’ les images respectives de A, B et
C par cette translation.

a) Déterminer les affixes des points A’, B’ et (', ainsi que celles de lorthocentre et du centre de
gravité du triangle A’B’'C".

Démonstration.

o Le point A’ est 'image de A par la translation de vecteur Sﬁ Ainsi :
04" = 0A+00
D’ou, en notant a laffixe de A’ :
a—0 = (a—0)+ (0 —w)

Ainsi : a =a — w.

Le point A’ a pour affixe a — w.

o On obtient les affixes de B’ et C’, notées 3 et 7, avec le méme raisonnement.

Le point B’ a pour affixe b — w. Le point C’ a pour affixe ¢ — w.

« De plus, d’aprés 4., le centre de gravité G’ du triangle A’B’C" a pour affixe :

;p_at+B4+y  (a—w+(b-w)+(c-w) atbtc 3w _ a—i—b—i—c_w

3 3 3 3 3

a+b+ec

L’affixe de G’ est donc : ¢’ = 3

w.
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o De plus, d’apres 3., I'orthocentre H' du triangle A’B’C" a pour d’affixe :

W =a+B+y = (a-w+b-w) +(c—w) = (a+b+c)—3w

L’affixe de H est : K =a+ b+ c — 3w.

o Enfin, les points A’, B’ et C’ appartiennent au cercle de centre O et de rayon R. En effet :

04" = Ja—0|
= la—u|
= QA
R (car A appartient au cercle de

centre § et de rayon R)

De méme : OB’ = Ret OC' = R.

Les points A’, B’ et C' appartiennent donc au cercle de centre O et de rayon R.

Le centre du cercle circonscrit au triangle A’B’'C’ est donc O d’affixe 0.

O

b) Montrer que, dans ce cas général, le centre de gravité, le centre du cercle circonscrit et l'ortho-
centre du triangle ABC sont alignés.

Démonstration.
« Notons tout d’abord :

x G le centre de gravité du triangle ABC. Comme A est 'image de A’ par la translation OS2, B
celle de B’ et C celle de C’, alors G est 'image de G’ par la translations Of2. On en déduit la
valeur de son affixe ¢ :

b b
b = <‘L++C _ M) b o afbte
3
x H Dorthocentre du triangle ABC. Comme A est 'image de A’ par la translation OS2, B celle

de B’ et C celle de (', alors H est I'image de H' par la translations OQ2. On en déduit la valeur
de son affixe h :

h=h"FM+w = (a+b+c—3w)+w = a+b+c—2w

Le centre du cercle circonscrit au triangle ABC' est déja noté ) d’affixe w.

« Démontrons alors que §2, G et H sont alignés.

atbtc
3 w 3

g—w
h—w  (a+b+c—2w)—w  atbtc=3w

On obtient : z “ €R. Dou : arg (Z_w> =0 [n].

— W

Les points 2, G et H sont donc alignés.
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7. On cherche maintenant & démontrer I’assertion admise précédemment : il existe un unique cercle
circonscrit au triangle ABC.

a) Justifier que, s’il existe un cercle passant par les points A, B et C, alors son centre 2 d’affixe w
et son rayon R vérifient :
R =|w—a| = |lw=b = |w—¢

Démonstration.
Supposons qu’il existe un cercle passant par les poits A, B et C de centre 2 d’affixe w et de
rayon R. Alors :

QA = R la—w| = R
QB = R donc b—w| = R
QC = R c—w| = R
Or:VzeC, |-z =|z|. Ainsi:
lw—a|l = R
lw—0b = R
w—¢c = R
Finalement : R = |w —a| = |w — b] = |w — ¢]. .

b) Montrer qu’il existe un unique cercle passant par les points A, B et C'. On montrera que ’affixe
de son centre € est :

a—b .Re((c—b)(c—a)>

w = b+

Démonstration.
On porcéde par analyse-syntheése.

o Analyse.
Supposons qu’il existe un cercle C de centre 2 et de rayon R tel que les points A, B et C
appartiennent a C.

x Alors, d’aprés la question précédente :

R = |w—al = |Jw=b = |w—¢
donc R? = |w—a> = [w=b? = |w—_c
Or:
woaf = @W-a)@=a

= (w—a)(w—n7a)
= ww—aw—aw-+taa
= w?-aw—aw+|al?

On exprime de méme |w — b|? et |w — ¢|? et on obtient :

lw|? —aw —aw+|a]> = R?
w2 —bw —bw+ b2 = R?
w2 —cw—cw+|c|? = R?
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x Or :

lw? — aw — @w = R?—|al?
w? — bw — bw = 2 |b?
w? — cw — cw = R%Z—|c]
D w2 — aw — aw = R?—|a?
T (@-0w + @-DBw = a2 [
\ (a-)@w + (@-cjw = laf —|c
En effectuant 'opération : L < (a — b) L3 — (a — ¢) Lg, on obtient alors :
(a=b@-2)—(a=c)@-b)w = (a=0b)(laf® ~|cl*) = (a—c)(lal* — [b]*)
Ainsi :
(el ~ o) — (a— )l ~ )
(a—=b)(a—7¢)—(a—c)(@a—»b)
Or:
- d’une part :
(a-b)@-9—(a-c)@a-b = (a—bla—c—(a—c)lab)
= (a=b)la—¢)—(a=b)(a—c)
- (= Ha-0-THe=0)
= —2iIm<(a—b)x(—(c—a))>
- 2@'Im<(a—b)(c—a)>
- d’autre part :
(a—b)(laf* —|c?) = (a —c)(|a]* - [b*)
= afal” —bla* —alc]’ +blc* — gfal® + clal* + a[o]* — c[b]?
= (c=0b)|af’+ (a—c) b + (b—a)|c]
On en déduit :
=Bl (@) b+ (b a) e
2i Im ((a—b) (c—a))
__(e=b)aP+(a—c)[b? + (b —a)
21m<(a—b)(c—a))
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x Enfin, on essaie de simplifier la formule proposée par 1’énoncé :

a—b ,Re((cb)(ca)))

b+ 141

2 i ((a =) (c - a))

e H.(C”)(”)‘;(Cb“c“))

- m ((a— ) (c - o)

B a—b Z_(é—g)(c—a)—i—(c—b)(é—d)

= b+ 1+ 21m(M(c—a)) )

B a—1b i2\c]2—Ea—dc—Bc—Eb+Ba+6b

= b+ 2 L+ QIm((a—b)(C—a)) )

_ b+ab(1m((ab)(ca>)+i202caacbccb—i—ba—i—ab)
2 Im ((a —b)(c— a)) 2 Im (H (c— a))

o Im ((a—b) (c—a)) B (0=b) (c=0){a=b) (c-a)

Im((a—b)(c—a)) - Im(ﬁ(c—a))

(@—0b)(c—a)—(a—b)(c—a)
2i Im ((a—b) (c—a)

On en déduit :

a—1b (Im((ab)(ca)) g 202caacbccb+ba+ab)
2 Im ((a—b) (c—a)) 2 Im (ﬂ(c—a))

b+

— ac—7ca—>b ebh—a b 2 _ca—ac—be—2¢ b a
_ o b(iac ca—bc+cd ab+ba+i2|c| ca—ac—bc cb+ba—|—ab)

2 2 Im ((a—b) (c—a)) 2 Im ((a—b) (c—a))
it —Gc+ bt —ba+ed—cb+ab+2|c> —2d—ac—be—cb+ba+ab
2 2 Im <(a—b) (c—a))

_ pyqlazb)x2(zac—zcbyab o)
2x21Im ((a=b)(c—a))

b4 (a—b)(—ac—cb+ab+|c?)
2 Im <(a—b) (c—a))
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On obtient, en utilisant I'égalité aa@ = |a|? :
(P Ah A 2
bt (a—b)(—ac—cb+ab+|c|*)
2 Im ((a—b) (c—a))
bt —cla|> —Cab+blal? + (a — b) |c|?> + abc + cb® — @b
= 2 ——
2 Im ((a—b) (c—a))

(b—c)|al>+ (a—b)|c|* + (e —a)b*> +abc —cab
2 Im ((a—b) (c—a))

= bt

Im ((a—b> (C—a>> (b—c)|al®+ (a—b) || + (e —a)b? + abc — cab

- bIm(((z—l))(c—a))+Z 21m<m(c—a))

Or on a déja calculé :

w(@=V-a)  ae—ca—jetcb—ab+ba
2Im<m(c—a)>

Ainsi :

, (@=b)(c-a)) L (b=c)faP +(a—b)|e? + (e ~a) b +abe —cab
Im ((a —b)(c— a)) 2 Im (W(c—a))
Ec—éa—gc+6b—ﬁb+5a+i (b—c)|al*+ (a—b)|c]*+ (c—a)b*> +abc—cab
2 Im <m(c—a)) 2 Im (ﬂ(c—a))

= —ib

_abc—cab—c|b|* +¢b* —ab® + alb? +i (b—c)lal®*+ (a —b) |c|* + (e —a)b* + @bc — cab

= —i

2 Im <(a—b) (c—a)) 2 Im ((a—b) (c—a))
p —aC + (c — a) |b? + 2ab — (e=ayb? + (b —c) |a|> + (a — b) |c|* + (e=ayb? + @bc — eab

21 (@@= e~ )
;=) e’ + (c=a) [b]* + (a = b) |¢[”
2 Im (m (c— a))
__ (e=b)aP+(a—c) b’ + (b —a) |’
2 1m ((a—b) (c—a))

= W

x Notons par ailleurs que le triangle ABC' est aussi le triangle BC' A. On obtient ainsi les deux
expressions suivantes pour w (en intervertissant le role de a, b et ¢) :

Y = b+a—b (1_1_2, Re<(cb)(ca))> _ c+b_c <1+i Re((ac)(ab)))

2 Im(a—b)(c—a))

—
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o Synthése.
On note :

x ) le point d’affixe w avec :

a—>b
2

w b+ 1

(

x R le réel défini par :
et car w # a).

Re((a—c)(a—b))

Re((c=b)(c—a)) .
tm (6= ¢) (a— b))

(@ e-a)

b—c
2

R

R = |w — a|. Remarquons qu’on a bien R > 0 (car un module est positif

Démontrons que les points A, B et C sont sur le cercle de centre () et de rayon R.
Il s’agit donc de démontrer :

QA = R lw—al = R
QB = R c’est-a-dire lw—0b = R
QC = R w—¢c = R
x On sait déja, par définition de R : |w —a| = R. Ainsi :
R
= |w—a
) b+ab<mRe(<cb><ca>))a
2 Im((a—b)(c—a))
B a—b a-—b 'Re((c—b)(c—a)>
- | 2 2 (1+Zlm((ab)(ca)))
_ ab(1+iRe<(cb)(ca))>|
2 Im((a—b)(c—a))
ey 1+iRe((cb)(ca)>
2 Im (a—b)(c—a))
2
_ la — bl - Re((cb)(ca))) caTRe((c—b)(c—a))
2 (1)2+(Im<(ab)(ca)> ( Im((a—b)(c—a))ER)
_ Ja—b| 1+<Re((cb)(ca)))2
2 Im((a—b)(c—a))

27



PCSI 25 novembre 2023
Mathématiques

x On calcule ensuite :

wob = |52t (1+i Re<(06)(ca))) ¥

Avec la seconde expression de w, on obtient :

R = |w-—1}]

_ b— c| 1+(Re<(ac)(ab)>)2 (CarRe((a—c)(a—b)>€R)
2 Im((b—c) (afb))
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x Enfin :

w—¢c = |e+

Ainsi, il existe un unique cercle circonscrit au triangle ABC et 'affixe de son centre est :

a—1b 1+ Re<(c—b)(c—a)>
2 Im ((a—b) (c—a))

Commentaire \

On a ici détaillé la réponse a cette question pour permettre au lecteur une bonne compré-
hension des calculs mis en jeu. Néanmoins, il n’est pas pertinent, le jour du concours ou
du DS, de s’attarder sur une question comme celle-ci. Les concours consistant & classer, il
est bien plus pertinent d’aller chercher des points dans des questions plus abordables et
rentables : questions de cours, récurrences, études de fonctions...

b+
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Exercice 4

Partie I : Convexité

Soit (a,b) € R? tel que : a < b. On souhaite démontrer dans cette partie :
Ve [0,1], et tb < et 4 (1—t)eb (%)

On note g la fonction définie sur [0,1] par g : t — te® 4 (1 —t)e? — etat(1-0)?,
1. Démontrer : Vx € R, e* > 1 + x.

Démonstration.

La fonction h : z — e est convexe sur R.

Sa courbe représentative se situe donc au dessus de ses tangentes, notamment celle au point d’abs-
cisse 0. Or cette tangente est la droite d’équation :

y = h0)+4(0)(x—0)

= 4+ = 142

On en déduit : Vz € R, e* > 1 + .

Commentaire .

« Le membre droit de 'inégalité souhaitée est une fonction polynomiale de degré 1. Sa
représentation graphique est donc une droite. C’est ce constat qui doit faire penser a
une inégalité de convexité.

« Si on ne pense pas & utiliser une propriété de convexité, on peut aussi résoudre cette
question en étudiant le signe de la fonction x — e* — (1 4 z).

\.

2. Démontrer que la fonction g est deux fois dérivable sur [0, 1] et :
Vie[0,1], ¢'(t) = e*—e’ —(a—b)elot-tb

Démonstration.

« La fonction ¢ : t — ef@ (17D o5t deux fois dérivable sur [0, 1] car elle est la composée ¢ = @y 0@y

de :

x p1:t—ta+ (1 —1t)b quiest :
- deux fois dérivable sur [0, 1] en tant que fonction polynomiale,
- telle que : ¢1([0,1]) C R.

x (pg = exp qui est deux fois dérivable sur R.

La fonction g est alors deux fois dérivable sur [0, 1] en tant que combinaison linéaire
de fonctions deux fois dérivables sur [0, 1].

e Soit t € [O,l]

gt) = 1xe*+(-1)xe’—(1xa+(-1)xb) ota+(1—t)b

— e _ eb _ (a _ b) eta+(1—t)b

Yt € [0,1], ¢'(t) = e% — b — (a — b) eta+ (1=
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3. Déterminer ¢”. En déduire que la fonction ¢’ est strictement décroissante sur [0, 1].

Démonstration.
° SOlt t e [0, 1]

g//(t) = —(a—b) (I xa+(—1)xb) otat(1=0b  _ —(a—1b)(a—b) otat(1-t)b

Ainsi : Vt € [0,1], ¢"(t) = —(a — b)2em+(1—t)b'

. Soit t € [0, 1].
x D’une part : a # b. Donc : (a — b)? > 0.
« D’autre part : efet(1-0b >
On en déduit : ¢"(t) = —(a — b)? elet(1-0b < 0

La fonction ¢’ est donc strictement décroissante sur [0, 1].

O
4. a) Démontrer, a l'aide de la question 1. : ¢’(0) > 0.
Démonstration.
o D’aprés la question 2. :
J0) = ¢®—e—(a—b)e® = ¢ (ea*b—1—(a—b))
e De plus, en appliquant le résultat de la question 1. & x = a — b, on obtient :
@ > 14 (a—0b)
Donc:e®®—1—(a—b) > 0.
e Or:e?>0. On en déduit :
/ _ b _ a0
J0) = e <e —1—(a—b)) > 0
/
g9'(0) >0
O
b) Déterminer le signe de ¢'(1).
Démonstration.
o D’apreés la question 2. :
J(1) = ¢*— ¢ —(a—b)e® = ¢ (1—eb*a—(a—b))
o De plus, en appliquant le résultat de la question 1. & x = b — a, on obtient :
e > 14 (b—a)
Donc:0 > 1—¢e"%—(a—0b).
e Or:e* > 0. On en déduit :
g(1) = e* (1 —e" — (a— b)) <0
/
9'(1) <0

O
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5. Démontrer qu’il existe un unique réel a € [0, 1] tel que : ¢'(a) = 0.
Démonstration.
La fonction ¢’ est :
x continue (car dérivable) sur [0, 1], car la fonction g est deux fois dérivable sur [0, 1] d’aprés 2.,
x strictement décroissante sur [0, 1] d’aprés 3.

Ainsi, la fonction ¢’ réalise une bijection de [0, 1] sur ¢’([0, 1]) ou

J([0,1) = [¢'(1),4'(0)]
Or:0¢€ [¢(1),4'(0)]. En effet :
x d’apres 4.a) : ¢'(0) >0,
x d’apres 4.b) : ¢'(1) < 0.

Le réel 0 admet donc un unique antécédent par ¢’ dans [0, 1].

Autrement dit, il existe un unique réel « € [0, 1] tel que : ¢'(a) = 0.

O
6. Dresser le tableau de variations complet de g.
Démonstration.
D’aprés les questions précédentes, on obtient le tableau de variations suivant :
T 0 « 1
Signe de ¢” () — -
g'(0) —
Variations de ¢’ 0
It
Signe de ¢'(z) + 0 -
g(a)
Variations de g
0 0
Détaillons les éléments de ce tableau.
« Tout d’abord, d’aprés 3., la fonction ¢’ est décroissante sur [0, 1]. Ainsi :
vt €[0,a], g'(t) = ¢'(a) =0
vt € ], 1], ¢'(t) < g'(a) =0
e De plus:
g(0) = 0xe+ (1 -0) x e’ — eOxat(1=0)xb _ ob_ob —
o Enfin :
g(1) = Ixe"+ (I—dyxe’ —elXatUmxb — g0 et — g
O
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7. Conclure quant a la question posée.

Démonstration.
o D’aprés la question précédente :

x la fonction g est croissante sur [0, «]. Ainsi :
vt € [0,a], g(z) > 9(0) =0
x la fonction g est décroissante sur [a, 1]. Ainsi :
vt € [, 1], g(z) = 9(1) = 0
« Finalement : V¢ € [0, 1], g(¢t) > 0. D’ou, pour tout ¢ € [0,1] :

On obtient (%) : Vt € [0,1], te® + (1 —t) b > etat(1-1)b,

Partie II : Inégalité arithmético-géométrique

On souhaite démontrer dans cette partie, pour tout n € [2, +oof, pour tout (z1,...,x,) € R™:
1 2 1 2
exp < > mk) < — > exp(xg) (x%)
N g=1 N g=1

1
8. En utilisant le résultat (x) de la partie précédente pour ¢ = 3 démontrer le résultat (s*) demandé

pour n = 2.

Démonstration.
Soit (w1, z2) € R2.

,a=x1 et b= x99, on obtient :

N | —

En appliquant le résultat (x) a t =

1 1 1
exp (2 1+ (1-3) x2> < 5 exp(z1) + <1 - 2) exp(z2)
| I

exp <; (1 + xg)) (exp(ml) + exp(acg))

N =

1 2 1 2
On en déduit : V(x1,z2) € R?, exp (2 > :Ek) < 5 > exp(zk).
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9.

10.

Pour tout n € [2, +oo[, pour tout (x1,...,2,1) € R"! démontrer, toujours en utilisant (x) pour
une valeur de ¢ bien choisie :

n 1 2 Tn+1 n 1 » 1 z
— < —_ n+1
eXp<n+1<n k;xk>+n+1> n+1eXp<nk§1xk>+n+le

Démonstration.
Soit n € [2, +o0[. Soit (1,...,2pe1) € RPTL
1 n
On applique l'inégalité (x) a t = n — > xk et b= 1xp41. On obtient :
n+1’ n p=1
~ S )+ = S5 )+ (1 ) explansa)
X — x x exp | — x — —— ) exp(x
p ntl nk:lk n+1 p nk:lk nt 1 P(Tn+1
I I
n 1 2 n 1 & 1
P (n +1 (n = x’“) HEES x”“) n+1 P (n = x’“) 1 P@n)
n 1 2 Tpad n 1 2 1
O d d t — L < — Tn+1
n en dédui exp<n+1<nkzlxk>+n+1> n+1exp<nkzlxk)+n+1e .
Démontrer le résultat (sx).
Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € [2,+oo[, £(n)
1 2 1 2
ot  Z(n):V(x,...,z,) € R" exp < doox ) < — > exp(zy).
N k=1 N k=1
» Initialisation :
D’apreés 8. :
V(z1,22) €R%, exp| = > x| < = Y exp(zy)
2 5= 2 5=
D’ou Z(2).
» Hérédité : soit n € [2, +oo].
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1)
o 1 ntl 1 ntl
e Y(x1, ... Tn, e R” - <— .
(i War o somonen) €R L oxp (g B ) € 0 T el

Soit (1,...,Tn, Tny1) € RV
o Tout d’abord :

o Or, d’apreés la question précédente :

n 1 2 Tn+1 n 1 2 1 z
— g _ n+1
eXp<n+1<nk§1xk>+n+l> n+1 eXp(nk;xk>+n+1e
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Ainsi :
1 ntl n 1 2 1
- < —
exp <n—|—1 kgl azk> i exp (n kgl xk> + o exp(Tn+t1)
n 1 2 (par hypothese de
< — 1
n+1 . 7 kzzjl exp(g) + n+1 exp(n +1) récurrence)
1 n
<
i (2 o) + e )
1 n+1
< exp(x
n —+ 1 k=1 p( k)
Doa Z(n+1).

11.

Par principe de récurrence :

1 2 1 2
Vn € [2,+oof, V(x1,...,2,) € R, exp < > :nk> < — > exp(xg).
N k=1 N k=1

O
Application. Démontrer, pour tout n € [2, +o00[, pour tout (ai,...,a,) € (Ri)n :
1
n n 1 n
(H ak) < = D ak
k=1 n =1
Démonstration.
Soit n € [2, +oo[. Soit (a1, ...,a,) € (R%)"™.
e On remarque :
1
n n 1 n 1 n
<H ak) = exp (ln < I ak>> = exp < > ln(ak)>
k=1 n k=1 n =1
« On applique donc l'inégalité (xx) avec, pour tout k € [1,n], zx = In(ag). On obtient :
1 2 1 2
exp ( > ln(ak)> < = > exp(ln(ak))
ng=1 n k=1
I I
1
n n 1 n
<H ak) — > a
k=1 N g=1
1
n n n 1 n
Vn € [2,+oo[, Y(a1,...,a,) € (R%)", (H ak> <= > ag
k=1 n k=1 Ul
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Exercice 5

Le but de cet exercice est de trouver toutes les fonctions f : R — R qui vérifient la propriété &
suivante :

V(z,y) €R?, f(a) fy) + flx+y) = zy
1. Dans cette question seulement, on considére une fonction f : R — R vérifiant la propriété &2.

a) Justifier : (f(()))2 + f(0) = 0. Quelles sont les valeurs possibles pour f(0)?

Démonstration.

« Notons (x) la proposition :
V(z,y) €R? f(@) fly) + flz+y) = 2y ()
o On applique 'égalité de I’énoncé & x = 0 et y = 0. On obtient :

f(0) > f(0)+ f(04+0) = 0x0

Ainsi : (£(0))* + £(0) = 0.

e On en déduit :
fO)x (f(0)+1) =0
D’ou: f(0)=00U f(0)+1=0.
On en conclut : f(0) =0 0U f(0) = —1.

O
b) On suppose dans cette question : f(0) = 0. Démontrer : Vax € R, f(z) = 0.
Démonstration.
Soit x € R.
D’aprés (x) appliquée & x = x et y = 0. On obtient :
fLf0) + f(z+0) = ox0 =0
On en déduit : Vo € R, f(z) = 0. -
c¢) On suppose dans cette question : f(0) = —1.
(i) Démontrer que f(1) =0 ou f(—1) =0.
Démonstration.
On applique la proposition (%) & z =1 et y = —1. On obtient :
SO+ A1) = 1x(=1)
Ainsi : f(1) f(=1) + f(0) = —1. D’ou :
FA (1) = -1-f(0) = -1-(=1) =0
On en déduit : f(1) =00U f(—1) =0. -
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(ii) Démontrer que, si f(1) =0, alors : Vt € R, f(t) =¢ — 1.

Démonstration.
Supposons : f(1) = 0.
Soit ¢ € R. On applique la proposition (¥) a x =t — 1 et y = 1. On obtient :

fE=D)fO)+f(t-0+2) = (t—-1)x1

Or: f(1) =0. Ainsi :
fe=Hx0+f(t) = t—1

On en conclut, si f(1) =0, alors : Vt € R, f(t) =t — 1.

O
(i13) Démontrer que, si f(—1) =0, alors : Vt € R, f(t) = —t — 1.
Démonstration.
Supposons : f(—1) = 0.
Soit ¢ € R. On applique la proposition (x) & z =t + 1 et y = —1. On obtient :
S+ f(=0)+ f((t+X)—X) = (t+1)x (=1)
Or: f(—=1) =0. Ainsi :
[E+H=0+ f(t) = —t—1
On en conclut, si f(—1) =0, alors : Vt € R, f(t) = —t — 1. -

2. Conclure quant au probléme posé dans cet exercice.

Démonstration.
Soit f : R — R une fonction. On procéde par analyse-synthése.

o Analyse.
Supposons que f vérifie .
Alors, d’aprés la question 1.a), deux cas se présentent :

x si f(0) =0, alors, d’aprés 1.b), f: x — 0.

- si f(1) =0, alors, d’aprés 1.¢)(3), f:z+— x — 1.
- si f(—1) =0, alors, d’aprés 1.¢) (i), f:z— —z — 1.
e Synthése.
Vérifions si les fonction f1 : z+— 0, fo:x— x — 1 et f3:2+— —z — 1 satisfont la proposition Z.
< Soit (z,y) € R2.
fi@) ily) + fi(z+y) = 0
Ainsi :

A )+ f11+1) # 1x1

La fonction fi ne satisfait donc pas &2.
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< Soit (z,y) € R2.
fa(@) foly) + oz +y) = (@-Dy-D+(@+y-1)
= zy—z—y+tl+x+y—»4
= 2y

La fonction fy satisfait donc 2.

x Soit (x,y) € R2.
fs(@) fs(y) + falz +y) = (—2-D(-y—D+ (- (z+y) 1)
= zytzty+tlX—-—z—y—»4
= v

La fonction f3 satisfait donc 2.

Les fonctions réelles d’une variable réelle vérifiant &2 sont donc exactement les
fonctions fo:x—x—1et f3:x+— —x—1.
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