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DS8

Exercice 1

Partie I

On note E = Ry[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 2.
Soit f lapplication définie sur E qui associe & tout polynome P € E, le polynome f(P) défini par :

(fF(P)(X) = (1-X-X?) P(X)+ %(—1 - X +3X%+2X3% P'(X)

Dans la suite, on note & = (P, Py, P») la base canonique de Ry[X].

Dans les exercices, la base canonique de Ro[X] est parfois directement notée (1, X, X?).
C’est une source fréquente d’erreurs et confusions. Il est donc fortement recommandée
d’introduire la base canonique sous la forme (P, Py, P») si ce n’est pas fait dans ’énoncé (et
si la notation P; n’est pas utilisée par ailleurs).

1. Montrer que f est un endomorphisme de F.

Démonstration.
o Démontrons que f est linéaire

Soit (A, 1) € R? et soit (P,Q) € (Ra[X])*.
(PO P+p-@)x)
= (1-X-X?) (/\'P+M'Q)’(X)+%(—1—X+3X2+2X3) A-P+p-Q)(X)

1 (par linéarité des
= 1-X-X) AN P4+p-Q)NX)+(-1-X+3X2+2X3) (A-P"+u-Q")(X) applications dérivée
2 premiére et seconde)
= A(1-X-X?)P(X) + p-(1-X-X?Q(X)

+)\-%(—1—X+3X2+2X3) P"(X) + ,u-%(—l—X—f—3X2+2X3) Q"(X)
- A (a-x-x?) P’(X)+%(—1—X+3X2+2X3)P”(X))
fe (=X = X2 QX) + 5 (-1- X +3X% +2X%) (X))

_ A.(f(P))(X)w.(f(Q))(X) - ()\-f(P)+M'f(Q))(X)

L’application f est donc linéaire.

» Démontrons que f est & valeurs dans Ry[X]
Soit P € Ry[X].
— Comme deg(P) < 2, alors :

x deg(P’") <1 donc deg ((1— X — X?)

P') <3.
1
x deg (2(—1 - X +3X%2+2X3) Q”> < 3.

1
On en déduit : deg ((1 -X-X% P(X)+ 5(—1 - X +3X%2+2X3) P”(X)> < 3.
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Commentaire

Si P et @ sont deux polynémes de R[X] alors :

« Rappelons tout d’abord les propriétés & connaitre concernant le degré des polyndmes.

deg (P X Q) = deg(P) + deg(Q)

deg (P + Q) < max (deg(P),deg(Q))

faire une étude plus précise (c¢f ci-dessous).

o L’argument de degré déroulé dans la démonstration ci-dessus permet généralement de conclure
que f(P) est un polynome de Ro[X]. Ce n’est malheureusement pas le cas ici et il faut donc

— Comme P € Ry[X], il existe (ag,a1,a2) € R3 tel que: P =aq-Py+a1- P +as- Ps.
Notons R=ag - Py+ai-P;. On a alors P = R+ as - P» et par linéarité de f :

f(R+az- P2) = f(R)+az- f(P2)

En utilisant la méthodologie précédente, on démontre : deg (f(R)) <2

I reste alors a déterminer deg (f(P2)). Or :

(f(Pg))(X) = (1-X-X?) PyX)+ % (-1 - X +3X2+2X3) P/(X)

1
= 2X (1—X—X2)+ZE(—l—X+3X2+2X3)

= 2X —2X2_2X% 1 - X +3X%24+2X% = —14 X + X2

Ainsi, deg (f(PQ)) = 2 et d’apres ce qui précede : f(P) € Ro[X].

L’application f est bien un endomorphisme de Ry[X].

2. Déterminer la matrice A représentative de f dans la base canonique de E.

Démonstration.

. (f(PO))(X) - (1-X - X?) Pé(X)+%(—1—X+3X2~I—2X3) PI(X)

=0 (car PY(X) =0 et P/(X)=0)

0
Ainsi : f(P) =0-FPy+0-P,+0-P,. On en conclut : Mat(po,PLpQ)(f(PO)) = (O)
0

. (f(PQ)(X) - (1-X - X?) P{(X)+%(—1—X+3X2~I—2X3) PI(X)
= 1-X-X?2  (ecar P{(X)=1cet P/(X)=0)

Ainsi: f(P)=1-FPy—1-P, —1-P,. On en conclut : Mat(po,php,z)(f(Pl)) = (

1
. (f(Pg)) (X) = (1-X-X?) Py(X) + (-1 - X +3X2+2X%) P}(X)
= —1+X+ X2 (le calcul a déja été effectué au-dessus)

Ainsi: f(P)=—-1-Py+1-P,+1-P,. On en conclut : Mat(P07p17P2)(f(P2)) = ( 1

Finalement : A = Mat(Po,Pl,Pz)(f) = (

0
0
0

1
-1
-1

-1
1
1

) |

1
-1
-1

-1

)




PCSI 8 juin 2024
Mathématiques

3. Montrer : fo f =0gp).

0 1 -1\ /0 1 -1
A2 = (o -1 1|0 -1 1| =
0 -1 1/J\o -1 1

AxA=0,4m <+ Matg (f) x Matg, (f) = Matz, (Og(E)) (par définition de A)

= Mat(f;al (f o f) = Matﬂl (Og(E))

Démonstration.
« Tout d’abord :

o O O
o O O
o OO

o« Or:

(car Matg, (-) est

& fof=0gm un isomorphisme)

Ainsi @ fo f=0g@p. 0

4. Démontrer que f n’est pas bijectif.

Démonstration.
La matrice A = Mat g, (f) est non inversible car elle posséde une colonne constituée uniquement de 0.

On en déduit que l'application f n’est pas bijective.

O

5. a) Déterminer des bases de Ker(f) et Im(f) ainsi que les dimensions de ces espaces vectoriels.

Démonstration.
Soit P € Ry[X].
o Il existe donc (ag,a1,a2) € R3 tel que : P =ag- Py+ay - PL +as - Ps.

ao
Notons alors U = Matp, p, p,)(P) = (al).

e On a alors :

PeXKer(f) <= f(P)=0gpyy
<= AU = 0,///3’1(]1%)
0 1 -1\ fao 0
< 0 —1 1 a |l =10
0 71 ]. az 0
ap — az = 0
Aand - + ay = 0
- a1 + ay = 0
éi:ﬁiﬁ ai — ay = 0
— 0 = 0
0 = 0
— { a1 = az
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Commentaire

On en déduit :
Ker(f) = {P€R[X]| f(P)=0Op,x}
= {ag-Po+ar-Pr+ag- P € Ro[X] | a1 = az}
= {ap-Py+as- P +as P | (ap,a2) € R?}
= {ao-Py+as- (P1+ P) | (ag,a2) € R*} = Vect (P, P + P)

Ker(f) = Vect (Po,Pl + PQ)

Il faut faire attention aux objets manipulés. On doit déterminer Ey(f) = Ker(f), noyau d'un
endomorphisme de Ry[X]. On doit donc obtenir un sous-espace vectoriel de Ro[X]. Si P et
U = Matg, (P) sont deux représentations différentes du méme polynéme P, cela n’autorise
pas pour autant & écrire 1’égalité entre ces deux éléments :

aq 1 0
a-Po+ar-Pitas-Py X ar Vect (Po, P+ Py) X Vet | (0], 1
ag et 0 1

€ Ro[X] € M51(R) Eo(f) Eo(A)

La famille Hq = (Po, P+ Pg) est :
x génératrice de Ker(f),

x libre car constituée uniquement de deux polynémes non proportionnels.

On en déduit que H; est une base de Ker(f).
‘ dim (Ker(f)) = Card (H1) = 2 ‘

D’autre part :

Im(f) = Vect (f(Fo), f(P1), f(P2))
= Vect (ORQ[X]7 Py— P — Py, —P0+P1+P2)
= Vect (PO — P1 — PQ)

La famille Hy = (PO — P — Pz) est :
x géneératrice de Im(f),
x libre car constituée uniquement d’un polynéme non nul.

On en déduit que Hs est une base de Im(f).
dim (Im(f)) = Card (Hz) =1

Commentaire \

La dimension de Im(f) peut aussi étre obtenue a ’aide du théoréme du rang.
Plus précisément :

dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))

3 2

Ainsi, dim (Im(f)) =3-2=1.
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b) Démontrer que la famille 7 = (f(Py), Py) est une base de Ker(f).

Démonstration.
o Remarquons tout d’abord :

x f(f(Pl)) = (f o f)(P1) = Og,[x) d’aprés la question 2.
x f(Py) = Opy[x] d’apres la question 3.

Ainsi, (f(P1), Py) est une famille d’éléments de Ker(f).

e De plus . f(Pl) = Po - P1 — PQ.
La famille F = (Py, Py — P1 — P») est :
x libre car constituée uniquement de deux polyndémes non proportionnels,

« telle que : Card(F) = 2 = dim (Ker(f)).

On en déduit que F est une base de Ker(f).

6. a) Montrer que la famille G = (Pl, f(Py), PO) est une base de E.

Démonstration.
o Démontrons que la famille (Pl, f(Pr), Po) est libre.

Soit ()\1, )\2,)\3) € R3. Supposons : A\ - P + Ao - f(Pl) + A3 Py = 0R2[X]~ (*)
Or: (x) <<= M -PX)+X (f(P)X)+X-R(X) =
<~ )\1'X—|—)\2~(1—X—X2)+)\3~1 =

— (>\2+)\3)-1+(/\1—)\2)~X—)\2-X2 =

( A 4+ A3 =0
e A — )\2 =0
S =0
A — A9 =0
L1+ Ly
<= A 4+ A3 = 0
— Ao =0
(N — X =0
L3 <> Ly + Lo
< A 4+ A3 = 0
A3 = 0

< { AM=X=X3=0
(par remontées successives)

La famille (Py, f(Py1), Py) est donc libre.

o La famille G est :

x libre.
x telle que : Card (G) = 3 = dim (Rz[X]).

On en déduit que G est une base de Ra[X].

Or, [X]
Or,[x]

Or,[x]
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b) Déterminer la matrice de f dans la base (Pl, f(P), Po).

Démonstration.

0
e« f(P)=0-P+1-f(P1)+0-Fy. On en conclut : Ma.t(th(Pl),PO)(f(Pl)) = (1)
0

0
. f(f(P1))) =0-P+0-f(P;)+0-PFy. On en conclut : Mat(Pl,f(Pl),Po)(f(f(Pl))) = (0)
0

0
e f(P0))=0-P,+0-f(P1)+0-PF. On en conclut : Mat(th(Pl)’PO)(f(Po)) = (0)
0

) D
On note désormais F un espace vectoriel quelconque de dimension 3.
On considére dans la suite f un endomorphisme de E différent de ’endomorphisme nul de E.
7. Montrer : fo f =0gg) < Im(f) C Ker(f).
Démonstration.
On procede par double implication.

(<) Supposons Im(f) C Ker(f).
Il s’agit de démontrer : f o f = 0(g) ce qui signifie : Vo € E, (f o f)(z) = Op.
Soit x € E. Alors :

O = O
o O O
o O O

Finalement : Mat(Plyf(Pl),Pg)(f) = (

Partie 11

(fof)(z) = [f(f(z))
= Op (car f(z) € Im(f) C Ker(f))
Ainsi : fo f=0gp).
On a bien démontré : Im(f) C Ker(f) = fof=0gp)-

Commentaire

Cette question est plus théorique que celles de la premiére Partie. Dans la deuxiéme partie,
I’endomorphisme f n’est pas connu. On connait simplement des propriétés sur f et on cherche
a en démontrer de nouvelles. Ce type d’exercice d’algébre théorique peut donc paraitre un
peu abrupte. Pourtant, on se rend compte, a la lecture de cette démonstration, que de tels
exercices peuvent donner lieu & des questions trés simples. L’idée est ici de vérifier que les
définitions de base (comme celles du noyau et de I'image d’une application linéaire) sont bien
connues. En déroulant ces définitions, on obtient le résultat.

o Supposons : fo f =0gg.
Il s’agit de démontrer : Im(f) C Ker(f).
Soit y € Im(f).
Il existe donc = € E tel que : y = f(zx). Alors :
fy) = f(f(=))
= (fof)®) = 0g  (car fof=0gm)

Ainsi, y € Ker(f).
On en conclut : Im(f) C Ker(f).

On a bien démontré : fo f =04p = Im(f) C Ker(f). O
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Commentaire \

« Insistons sur la facilité de cette démonstration. Comme expliqué dans la remarque précédente,
il s’agit essentiellement de mettre en place la structure de démonstration et de dérouler les
définitions.

o Précisons la maniére d’agir.

1 Soit y e Im(f).

2 Il existe donc x € E tel que : y= f(z). Alors :
3 fly)=...

4 =.

5 =0g

6 Ainsi, y € Ker(f).

x Les lignes 1 et 6 correspondent a la mise en place de la structure de démonstration : il
s’agit de démontrer une inclusion. On choisit donc un élément dans Im(f) et on démontre
qu’il est dans Ker(f).

x La ligne 2 correspond au déroulé de la définition de 'image d’une application.

Dire : y € Im(f) c’est exactement dire que y s’écrit sous la forme f(z) pour un z € E.

x La ligne 3 correspond au déroulé de la définition du noyau d’une application linéaire. Dire :
y € Ker(f) c’est exactement dire : f(y) = Og. Cela permet d’écrire le début de la ligne 3
ainsi que le résultat en ligne 5.

C’est seulement & ce moment que I'on rentre dans la phase de démonstration & proprement
parler et que I’on s’intéresse aux hypothéses (ici, le fait que I'on ait : f2 = 02(E))-

o Le message est clair : sur les 6 lignes de rédaction, 4 proviennent de la présentation et seules 2
correspondent & la démonstration. Il n’est donc pas acceptable de ne pas savoir commencer
ce type de questions, car cela démontre un défaut de connaissance du cours (définitions du
chapitre et / ou structures de démonstration).

\. J

On suppose dans les questions 8. et 9.: fo f=0gg).
8. a) Comparer les dimensions de Ker(f) et Im(f).

Démonstration.
Comme f o f = 0g(g) alors, d’aprés la question précédente : Im(f) C Ker(f).

On en conclut : dim (Im(f)) < dim ( Ker(f)). O

b) Déterminer alors précisément les dimensions de ces deux espaces vectoriels.

Démonstration.
Notons m = dim (Im(f)).

o D’aprés le théoréme du rang :

dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))

3 m

Ainsi, dim (Ker(f)) =3 — m.
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o D’apreés la question précédente : dim (Im(f)) =m < 3—m=dim (Ker(f)). Or :

m<3—m & 2m<3 & mé%
Alinsi, seuls deux cas se présentent :
—sim=20
Remarquons :
x dim (Ker(f)) =3 —m =3 = dim(E),
x Ker(f) C E.

On en déduit : Ker(f) = E. Autrement dit :
Ve e B, f(w) =0g

C’est impossible car on a supposé dans I'énoncé : f # 0.2 (p).

Finalement, dim (Ker(f)) = 2 et dim (Im(f)) = 1. -
9. Soient u ¢ Ker(f) et v € Ker(f) \ Im(f).
a) Montrer que la famille 7 = (f(u),v) est une base de Ker(f).
Démonstration.
o Remarquons tout d’abord :
< f(f(u)) = (fof)(u)=0g car fof=0gmp.
x f(v) =0g car v € Ker(f).
Ainsi, (f(u),v) est une famille d’éléments de Ker(f).
« Démontrons que la famille (f(u),v) est libre.
Soit (A1, A2) € R2. On suppose : A1 - f(u) + Ag-v =0pg. ()
Deux cas se présentent alors :
x si Ag # 0 alors :
St B A1
o=t fw = £ (-5 )
On en conclut v € Im(f).
C’est impossible car on suppose dans I'énoncé : v ¢ Im(f).
x si Adg = 0 alors ’égalité (x) se réécrit enfin :
)\2 . f(u) = OE
Et comme f(u) # Og alors Ay = 0. Ainsi, on a bien démontré :
AM=X=0
o La famille 7 = (f(u),v) est :
x libre,
< telle que : Card(F) = 2 = dim ( Ker(f)).
‘ On en déduit que (f(u),v) est une base de Ker(f).
O




PCSI 8 juin 2024
Mathématiques

b) Montrer que la famille (u, f(u),v) est une base de E.

Démonstration.
« Démontrons que la famille (u, f(u),v) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. On suppose : Ay -u+ Ao+ f(u) +A3-v=0g. (%)

On a alors FA-u+ X fu)+X3-v) = f(Op) (en appliquant f)
donc Mo fw)+ A f(f(w)+ A3 f(v) = 0p (par linéarité de f)
. west = 0p G IO e
ainsi N = 0 (car f(u) # Op

puisque u ¢ Ker(f))
o L’égalité (x) se réécrit alors :
A2 - f(u)+A3-v=0g
Or, la famille (f(u),v) est libre car c’est une base de Ker(f). On en déduit : Ay = A3 = 0.

Finalement, on a démontré :

AM=X=X3=0
La famille (u, f(u),v) est donc libre.
o La famille F = (u, f(u),v) est :

X libre,
x telle que : Card(F) = 3 = dim(FE).

On en déduit que (u, fu), v) est une base de E.

¢) Déterminer la matrice de f dans la base (u, f(u),v).

Démonstration.

0
e flu)=0-u+1-f(u)+0-v. On en conclut : Mat(uvf(u)’v)(f(u)) = (1)
0
0
. f(f(u))) =0-u+0-f(u)+0-v. On en conclut : Mat (y, £ (u),0) (f(f(u))> = (0)
0

0
e fW)=0-u+0-f(u)+0-v. On en conclut : Mat(y, f(u),v) (f(v)) - (0) ]
0

) . D

La matrice obtenue dans cette question est la méme que celle obtenue en 6.b). C’est logique :
la Partie I de cet exercice n’est qu’une illustration du résultat plus général démontré dans
la Partie II. C’est une construction classique aux concours : avant d’aborder le résultat
dans toute sa généralité, on laisse le candidat se familiariser en lui proposant de travailler
sur un exemple simple.

S = O
o O O
o O O

Finalement : Mat(,, ¢(u)0) (f) = (
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Exercice 11

1
Soit un réel xy > 0. On définit la suite (x,) par : Vn € N, xp41 = 2, + —.
Tn

10. Démontrer que la suite (z,,) est bien définie et & termes strictement positifs.

Démonstration.
T, est défini

Démontrons par récurrence : Yn € N, Z(n) ou P (n):
Ty >0

» Initialisation :

D’aprés I’énoncé : g >0

D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.

Tp41 €st
Supposons Z(n) et montrons & (n + 1) | i.e. defini

Tptl > 0

1
o Par hypothése de récurrence, x,, > 0. Ainsi : x,, # 0 et la quantité — est bien définie.
n

Il en est de méme de 11 =z, + —.
Tn

e On en déduit enfin :

1
n

D'ou Z(n+1).

Ainsi, par principe de récurrence, (x,) est bien définie et a termes strictement positifs.

Commentaire .

« Cette question est un classique des suites récurrentes.
Elle se traite généralement par récurrence.

o Il faut ici faire attention & bien énoncer ’hypothése de récurrence.
Pour montrer que « la suite (u,) est bien définie », on démontre en realité :

Vn e N, Z(n) ol P(n) : le réel u, est bien défini

\ 7 D
11. Montrer que la suite (z,,) est monotone et préciser sa monotonie.
Démonstration.
Soit n € N. Par définition de (z,,) :
Tptl1 —Tp = — > 0 (d’aprés la question précédente)
n
On en déduit que la suite (x,,) est (strictement) croissante. -

10
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12. En utilisant un raisonnement par ’absurde, montrer que la suite (x,,) diverge vers 4o0.

Démonstration.
o D’apres la question précédente, la suite (x,) est croissante. Deux cas se présentent alors :

x si (x,) est majorée, alors elle converge.

« Démontrons par 'absurde que (z,) n’est pas majorée.
Supposons que la suite (x,) est majorée.
Alors elle converge vers un réel £.
- Tout d’abord, d’aprés 1. : Vn € N, z,, > 0.
Par passage a la limite : £ > 0.

Commentaire \

o On rappelle que, par passage a la limite, les inégalités strictes deviennent larges.
Plus précisément :

VneN, u, >a

= (>a
Uy — £
n—-+4o0o

1
o On pourra retenir ’exemple classique de la suite <> :
n

1
x d’une part : Vn € N*, — >0
n

) : 1
x d’autre part : nEIJ?oo o= 0X0

\ J

- Deux cas se présentent alors :

1
x si £ > 0. Par définition de (z,,) : Vn € N, xpq1 =z, + —.
,,,,,, .

Or, par continuité de la fonction inverse en £ € |0, +oo[, on a: lim — = —.
n—4oo x, /

On en déduit ¢ = E—i—l

1
1
d -=0
onc 7
s 1—0 (en multipliant

par £ #0)
Absurde!
x si £ = 0. Par définition de (zy,) :

1
VneN, T, =xn, + —

Ty,
Ainsi, par passage a la limite :
1 1
0 =04 lim — = lim — = 4+
n—+o00 Iy z—0 T

Absurde!

On en déduit que (x,,) n’est pas majorée.

Finalement : lim x, = +oo.
n—-+o0o O

11
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1
13. Déterminer la nature de la série de terme général —.
n

Démonstration.

1
« Par définition de la suite (zy,), pour tout n € N: — = x,11 — xy.
n

1
La nature de la série >, — est donc la méme que celle de la série Y (xp41 — @p).
n

« Déterminons la nature de la série Y (zp41 — @p).

Soit n € N.
n n n
. (e —wk) = X Tk — D
k=0 k=0 k=0
n+1 n
= > xp— >, T (par décalage d’indice)
k=1 k=0
n n
= (SAran) - (w+ 54
Z1 Zi
= Tn+l1 — X0

Or, d’aprés la question précédente : lim =z, = +00. On en déduit : lim x,4+1 — 29 = +00.
n—-+oo n—+-00
n
Ainsi la suite <Z (xgs1 — azk)) diverge vers +o00. La série > (xn41 — ) est donc divergente.
k=0

1
On en déduit la série Y, — est divergente.
n

Commentaire \

Le lecteur plus & l'aise avec le télescopage pourra se permettre de ne pas détailler le
décalage d’indice. On obtient la rédaction suivante :

n

o (Thy1 — k) = Tpt1 — To (par télescopage)
k=0

1
14. Le but de cette question est de déterminer la nature de la série Y, —.
In

1 T 1
a) On suppose dans cette question que la série ) ; — converge. On note £ sa somme (£ = > —).
Tn k=0 Tk
n—1
(i) Démontrer : Vn € N*, x,> — 20> =2n+ ), —.
k=0 Tk
Démonstration.
e Soit k€ N.
B (par définition de
Ona  appr =g+ Tp la suite (xy,))
1\2
donc :U%H = (mk + LUk;)
o 1 1
ainsi $i+1 :a:i—FZ% 7+?

k

12
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e Soit n € N*,
En sommant les égalités précédentes pour k variant de 0 & n — 1, on obtient :

n—1 n—1 1
T ha-ad = % <2+2)

k=0 Ty
n—1 n—1 1
k=0 k=0 Tj
n—1 1
= 2(n-1)-0+1)+> =
k=0 Ty
n—=1 1
k=0 Tj
De plus :
n—1 n—1 n—1 ( linéarité d
9 9 9 9 par linéarité de
Ti , — T = Ti, ., — x
k§0 (Tii1 i) kgo k+1 kgo k la somme)
_ i 22— nl 22 (p’qr décalage
P =0 d’indice)
n—1 n—1
_ ( x%—i—x%) - <x(2)—|— xz>
Z1 Z1
e
n—=1 1
Finalement : ¥n € N*, 22 — 2% = 2n + —5.
k=0 T O
. @
(i) En déduire que la suite converge vers 2.
Démonstration.
e Soit n € N*. D’aprés la question précédente :
n—=1 1
wZ=af+2n+ Y —
k=0 T
2 -1
T 1 n 1
donc P =-— (:c%+2n+ > 2>
n n k=0 l‘k
2 2 —1
T T 1n 1
don  L="0424— 3 —
n n r—o IEk
1 pusli |
« On a supposé dans cette question 5.a) que la série ) —5 converge et : > — =L
n>0 Tn k=0 L
1 /=l
On en déduit : lim — [ > — | =0x/{=0.
n—+oo N k=0 T}
22
e Deplus: lim =2 =0.
n—+oo N
2
Onenconclut: lim -2 =0+2+0=2.
n—+oo N O

13
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1
(#it) En déduire un équivalent de la suite <2
Tn
Cela est-il cohérent avec la supposition initiale ?

Démonstration.
x? x?
o D’aprés la question préceédente : lim —= =2 # 0. On en déduit : & ~ 2.
n—+oo N n n—+oo
n 1
Ainsi: — ~ =,

2
xn n—-+oo 2

1 1
Finalement : — ~ —.
l’n n—4oo 21

.Ona
1
« VneN, — >0
2n
1 1

1
x la série > — est une série de Riemann d’exposant 1 (1>¥1). Elle est donc divergente.
n>1 n

) 1
Il en est de méme de la série y, —.
n>1 n

1
(on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par 3 #0)

Par critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série ) — est divergente.

n=>1 T

1
2

Cette conclusion est absurde puisqu’on a supposé que la série )
n=1l +n

est convergente.

1
b) Démontrer que la série > — diverge.
xn
Démonstration.

1
Démontrons par I’absurde que > — est divergente.
"L"n

1
Supposons que la série > —5 est convergente.
:Un

1
Alors, d’apres la question 5.a), la série ) — est divergente.
x

Absurde! "

1
On en déduit que la série ), — est divergente.
','U'I'L

15. On définit la suite (H,,)nen+ par :

1 1 1
:1+§_~_...+f

YneN*, Hy=3S
k=1 n

|

a) Montrer, pour tout entier naturel £ non nul, les inégalités :

1

< — <

x| =

ol In désigne le logarithme népérien.

14
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Démonstration.
Soit k € N*. Soit x € [k, k + 1]. Alors :

E < o < k+1

1 (par décroissance de la

1 1
s s =
done k7 oz 7 k+1 fonction inverse sur |0, +0o0])

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans I'ordre croissant (k < k+1) :
k+1 4 k+1 4 k+1 1
/ —dx > / —dxr > / — dz
koo k koo koo K

1 ft
% [ In(|z]) ]k 1

On obtient bien : Yk € N* <ln(k+1) —1In(k) <

==
U

k41

b) En déduire : Vn € N*, In(n+1) < H, <1+ In(n).

Démonstration.

o D’aprés ce qui précede :

1 1
<1 1) —In(k) < —
VkEN', = <k +1) ~In(k) < ¢

« Soit n € N*. On somme les encadrements précédents pour k variant de 1 a n (n > 1).

s 1 n n 1
—— < In(k+1) —In(k) < 3 -
2T S X (kD -mk) < 37
donc i L < In(n+1) — M < i l (par sommation
s k+1 Sk télescopique)
(S no1 (par décalage
FINEN - o< < 1
don ik In(n +1) h k; k d’indice)
enfin Hpi1—1 < In(n + 1) < H, (par définition

de Hy,)

On a donc démontré : Vn € N* H,,1 — 1 <In(n+1) < Hy,.

En particulier, I'inégalité de gauche de 1’énoncé est démontrée.
Il reste a déterminer l'inégalité de droite.

o D’apres ce qui précede : Vm € N*, Hpp1 <1+ 1In(m+1).
Ainsi, pour tout n > 2, en considérant ces inégalités en m =n — 1 > 1, on obtient :

H, <1+In(n)

Yn > 2, H, <1+ 1In(n)

15
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o Remarquons enfin :
L1l
=1k 1
x 14+In(1) =1.
On a donc bien : H; < 1+ In(1).

« Hy = =1,

Finalement : Vn € N*, In(n 4+ 1) < H, < 1+ In(n). 0

Commentaire \

« Les questions 6.a) et 6.b) sont une illustration d’une méthodologie classique connue sous
le nom de comparaison série-intégrale.

o L’énoncé demande de démontrer l'inégalité & partir du rang 1, ce qui n’est pas trés
commode (le cas n = 1 doit étre traité a part). Ce cas n’est pas d'un grand intérét pour
la suite de ’énoncé et notamment pour la question suivante qui vise & établir un équivalent
de la suite (H,) (on peut alors choisir n dans n’'importe quel voisinage de 4+00).

\. J

¢) Déterminer un équivalent simple de la suite (H,,).

Démonstration.
Soit n > 2.
1
o En multipliant membre & membre par m > ( V’inégalité obtenue en question précédente,
n(n
on obtient : | . =
n(n+1) < Hn o 1 +1
In(n) In(n) In(n)
e Or:
In(n+1) In(n(l+1)) Inn)+nl+2) In(1+2)
x = = =14+ —-"= 1.
In(n) In(n) In(n) In(n)  n—o+oo
1
x +1 — 1.
In(n) n—+o0

H,
Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim o=,

n—+oo In(n)

Autrement dit : H,, ~ In(n).

n——+oo

Commentaire \

e On prend garde de choisir initialement un entier n > 2 afin que la quantité

soit

1
In(n)
bien définie (c’est-a-dire tel que In(n) # 0).

1
o La propriété : ). 7 In(n) est classique. Ce premier résultat est parfois complété
k=1 n—+oo

par une étude permettant d’obtenir le début du développement asymptotique de la série
harmonique. Plus précisément, on obtient :
Hy, = In(n)+v+ o (1)

ou v (=~ 0,577), appelée constante d’Euler est la limite de la suite (Hn - ln(n)).
La démonstration la plus usuelle fait intervenir des suites adjacentes.

16
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no 1
16. On définit la suite (Sp)nen par : Vn € N, S, = >, —. Dans la suite, on admet :
k=0 Tk
1
S, g Mo
a) En utilisant le résultat de la question 5.a)(i), démontrer : z,°> ~ 2n.
n—-+oo
Démonstration. )
x
Démontrer 2  ~ 2n revient & prouver : lim =2 = 1.
n—+4oo n—-+0oo 2n
« Soit n € N*. D’aprés la question 5.a) (%) :
n—=1 1
wZ=2n+ai+ Y —
k=0 Tk
2 2 —1
T T 17 1
donc =144 — 3 =
2n 2n - 2n =) 22
e Or:
@
x d’une part : ngrfoo o = 0.
x d’autre part, d’aprés le résultat admis en question 7. :
1 n=l 1 1 1 In(n
— — o~ —xzIn(n) = (n)
2n k=0 Z‘k n—+too 21 2 4n
In(n 1 7211
Par croissances comparées : lim (n) =0. Ainsi : lim — — =0.
n—+oo 1 n—+oo 2N j=o T,
2
Finalement : lim -2 =14+0+0=1.
n—+o0o 2N
On en déduit : 22 el 2n. B

b) En déduire un équivalent de la suite (z,,).

Démonstration.

D’aprés la question précédente : 2~ 2n. Comme la suite (z,,) est & termes strictement

n—-+oo

positifs : /22 ~ V2n.

n—-+oo

On en déduit : z,, ~ +/2n.

n——+oo

Commentaire

« On rappelle qu’en toute généralité, on ne compose pas les équivalents !

I’élévation & la puissance a € R :

Up ~  Un

n——+oo

(07 (0%
(uy,) strictement positive & = (un)” ~ (vn)
partir d'un certain rang

1
On utilise ici cette propriété pour a = = et : ¥n € N, u,, = 22 et v, = 2n.

o On dispose tout de méme de la propriété de compatibilité de l'équivalent avec

17
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Exercice 111

On dispose d’'une urne A contenant 5 boules vertes et 5 boules rouges, et d’une urne B contenant 15
boules vertes et 5 boules rouges. On effectue N tirages successifs dans ces urnes (ot N € Net N > 2)
de la facon suivante :

« pour le premier tirage, on choisit une des deux urnes au hasard, et on tire une boule de cette urne.

« pour tout n € [1, N — 1], si la boule obtenue au n®™® tirage est verte, alors on tire la boule suivante
dans la méme urne, sinon, on tire la boule suivante dans 'autre urne.

« tous les tirages se font avec remise de la boule tirée dans l'urne d’ou elle provient.

Pour tout n € [1, N], on définit les événements :

A, : «le n®™e tirage est effectué dans 'urne A »

V., : «la n®™€ houle tirée est verte »

On note de plus : a, = P(4,) et v, =P(V,).
1

17. Justifier : a1 = 3

Démonstration.
Le choix de 'urne s’effectue au hasard. On est donc en situation d’équiprobabilité.

Ainsi : a1 =P(4) = %

1
18. Démontrer : Vn € [1, N], P(V,, | 4,) = 7

Démonstration.
Soit n € [1, N].
o Si I’événement A, est réalisé, c’est que le n®® tirage est effectué dans I'urne A.

« Dans ce cas, 'événement V,, est réalisé si et seulement si la n°™¢ boule est verte. Cette boule est
tirée dans I'urne A qui contient 5 boules vertes et 10 boules en tout.

) 1
Comme on est en situation d’équiprobabilité : P(V,, | 4,) = 0=73
v L,N],P(V,, | A,) = L
nc [[ 9 ]]7 ( n | n) - 5 D
. —_— 3
19. Démontrer : Vn € [1,N], P(V,, | 4,) = T

Démonstration.

o Sil’événement A, est réalisé, c’est que le n®M° tirage est effectué dans I'urne B.

« Dans ce cas, 'événement V,, est réalisé si et seulement si la n°™¢ boule est verte. Cette boule est
tirée dans I'urne B qui contient 15 boules vertes et 20 boules en tout.

_ 1
Comme on est en situation d’équiprobabilité : P(V,, | 4,) = % = Z
- 3
VRE[[LN]],P(V”|A”):1 0

18
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20. Soit n € [1, N —1].
a) Justifier : 4,11 = (A, N V,) U (A, NV,).
Démonstration.
On remarque :
L’événément A, est réalisé
& Le (n+ 1) tirage est effectué¢ dans I'urne A
& (Le n®™¢ tirage est effectu¢ dans I'urne A
ET on n’a pas changé d'urne pour le (n + 1)°™¢ tirage)
au (Le n®™ tirage est effectué¢ dans I'urne B
ET on a changé d’urne pour le (n + 1) tirage)
& (Le n®™¢ tirage est effectu¢ dans I'urne A
ET on a tiré une boule verte n®™® tirage)
Qu (Le n®™¢ tirage est effectué dans 'urne B
ET on a tiré une boule rouge n®™® tirage)
& (L’événement A,, est réalisé
ET Dévénement V,, est réalisé)
ou (L’événement V;, est réalisé
ET [Dévénement A, est réalisé)
& L’événement (A, NV,) U (A, NV,) est réalisé
On en déduit : A,11 = (A, NV,) U (A, NV,). -
1 1
b) Démontrer : a1 = — an + —.
4 4
Démonstration. Par définition de apyq :
any1 = P(Ant1)
— P((4NVa) U (AN Th))
_ —_— (car A, NV, et Ay NV,
= PAnNVa) +P(AnN V) sont incompatibles)
= P(‘/n | An) P(An) + P(vn ‘ Tn) P(fn)
1 _
= 3 0n + (1=P(Va | An)) (1 —P(A,))  (d’apres la question 18.)
1 3 \ ‘
= 3 0n +(1- 1 (1 —ayp) (d’apres la question 19.)
1 1
= 5 Ay, + 1 (]. — an)
L 1 1
On en déduit : ap41 = 1 an + 1 =
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¢) En déduire une expression explicite de a, en fonction de n.

Démonstration.
D’apreés la question précédente, la suite (ay,) est une suite arithmético-géométrique.

« On commence par résoudre I'équation de point fixe associée a (ay,).

Soit « € R.
1 +1®3 1@ 1X4’ 1
r=—-2 — —r = — €r = — - = =
4 4 4 4 4 3
e Soit n € N*. .
n+1 = Zxan + Z
111
3 473 4

U S
n+13*4 nS

. . 1 L ) 1
Ainsi, la suite [ a, — 3 est géométrique de raison 1

1 1\ /1\"!
e On en déduit : Vn € N*, a,, — 3= (al - ) <> . Or, d’aprés 17. :

3 4
1 1 1 1
al —_——_— = —_=———_- = -
3 2 3 6
. ' ; 1
Finalement : Vn € N*, a, = - + = X T -
21. Les événements A, et A,41 sont-ils indépendants ?
Les événements Ay, As, ..., Ay sont-ils indépendants ?
Démonstration.
o D’une part, d’aprés la question précédente :
P(A,) X P(Apt1) = an X apt1
_ (1, 1 L1
 \3  6x4nl 3 6 x4
1 n 1 n 1 n 1
9 18 x4n 18 x4n—1 = 36 x 42n—1
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o D’autre part :
L’événément A, N A,y est réalisé

& Le n™€ tirage est effectué dans I'urne A

ET Le n®™® tirage est effectué dans I'urne A

& Le n®™e tirage est effectué¢ dans I'urne A

ET on a tiré une boule verte n®™¢ tirage

& L’événement A, est réalisé

ET 1’événement V,, est réalisé
& L’événement (A, N'V,,) est réalisé
Ainsi : A, N A1 = A, NV, On en déduit :
P(A,NApt1) = P(A,NV,)

an, (d’apres les calculs de 20.b))

1+ 1
3 6x4n-1

B 1+ 1
6 12x4n1

1
2
1
2

On en déduit :
P(A,NApt1) # P(A,) X P(Apy1)

Les événements A, et A, 1 ne sont donc pas indépendants.

o D’aprés ce qui précéde, on sait en particulier que les événements Ay et Ao ne sont pas indépen-
dants.

On en conclut que les événements Ay, ..., Ay ne sont pas mutuellement indépendants.

O

22. Soit n € [1, N].
a) En utilisant la formule des probabilités totales sur un systéme complet d’événements adéquat,
3 1

démontrer : v, = — — — an,.

4 4

Démonstration.
La famille (A,, Ay,) est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

vy, = P(Vp)
= P(V,NnA,)+PV,NA,)
= P(Vn ’ An) P(An) + P(Vn | Tn) P(Tn)

1 3
= §an+1(1_P(An)) (d’apres 18. et 19.)
= la+2-324
2" 4 4

1

Finalement : v, = — — — a,.
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b) En déduire une expression de v, en fonction de n.

Démonstration.
D’aprés la question 20.¢), on obtient :

3 1
Up = — — 7 Qn

4 4
_ 3 11 1
4 4\3 6x4rt
31 1
412 6x4n

2 1

Ainsi : = — )
sl @ Uy, 3+6><4”

O

23. Soit n € [1, N]. Calculer la probabilité que le n®™¢ tirage ait été effectué¢ dans I'urne A, sachant
que la boule obtenue est verte.
Quelle est la limite de cette probabilité lorsque n tend vers +oo 7

Démonstration.
o On cherche ici a calculer P(A4,, | V4,).

P(A, NV,)  (par définition de la

Pldn [ Va) = P(V,,) probabilité conditionnelle)
1,1
= % (d’apres les calculs de 21.)
_ %+ 12><411"—1 (d’apres la question
- 2, 1 5 8
S+ oo précédente)
1+ 5ot
On en déduit : P(A,, | V,,) = #
it L
« On vient de montrer, pour tout n € [1, N] :
1+ 1 (l)n—l
P(A, | V) = 2 24
= Ty

Or:

-

€ ]—1,1[. On en déduit :

1 n—1 1 n
lim () =0 et lim () =0
n—-—+o0o 4 n——+o0o 4

1
On en conclut : lim P(A, | V,) = -.

n——+o00 4
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24. On considére les événements :

A 1 «tous les tirages sont effectués dans 'urne A »
B : «tous les tirages sont effectués dans l'urne B »
V' «toutes les boules tirées sont vertes »
. P(A 1
a) Démontrer : P(A) = N
1/3\"!
b) Démontrer : P(B) = 3 (4) i

¢) Exprimer 'événement V a l'aide des événements A, B et Vy.
d) En déduire P(V).
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