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DS1

A On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Elles sont au nombre
de 6. Dans le cas contraire, la note finale se verra divisée par 2.

Exercice 1

Ecrire de maniére mathématique les propositions suivantes ainsi que leur négation. On évaluera ensuite
la véracité de ces propositions.

1. Tout nombre réel = est inférieur ou égal a son sinus.

Démonstration.

Cette proposition s’écrit de la fagon suivante :
Va € R, z < sin(z).

Sa négation est : Jzg € R, g > sin(x).

Démontrons que la proposition 1. est fausse.

On note : g = 2. Alors :

o d’une part, par propriété de la fonction sin : sin(xg) < 1.
o d’autre part : g > 1

Ainsi : zg > 1 > sin(zo).

La proposition 1. est donc fausse.

Commentaire

On démontre ici que la négation de la proposition 1. est vraie. Cette négation est une
proposition quantifiée existentiellement. Il faut donc exhiber un réel xgy vérifiant (a:o >
sin(z)) pour conclure quant a sa véracité.

O
2. (x) Tout réel de carré strictement supérieur a 9, est lui-méme de valeur absolue supérieure ou égale
a 3.
Démonstration.

Cette proposition s’écrit de la fagon suivante :
Vz €R, (22 >9) = (|z|=3).

Sa négation est : Iz € R, (z3 > 9) ET (|zo| < 3).

Démontrons que la propriété 2. est vraie.

Soit = € R.

Supposons : 22 > 9.

Par croissance de la fonction /- sur Ry : Va2 > /9. Dou :

|| > 3

La proposition 2. est donc vraie. 0
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3. Le trinome 22 — 3z + 3 admet deux racines distinctes dans R.

Démonstration.

Cette proposition s’écrit de la fagon suivante :
3(z1,22) € R?, (21 # 22) ET (22 — 321 +3=0) ET (25 — 32 +3=0).

Sa négation est : V(21,22) € R%, (21 = 22) 0U (2% — 321 +3#0) 0U (253 — 329+ 3 #0).

Démontrons que la proposition 8. est fausse.
On note A le discriminant du polynéme P(X) = X2 — 3X + 3. Alors :

A= (-32-4x1x2=9-12<0

Le polynome P n’admet donc aucune racine réelle. En particulier, le trinéme 22 — 3z + 3 n’admet
pas deux racines distinctes.

La proposition 3. est donc fausse.

4. La composée de deux fonctions paires est paire.

Démonstration.

Cette proposition s’écrit de la fagon suivante :

V(f.9) € (RF)?, ((Vw €R, f(—x) = f(z)) ET (Vx €R, g(—z) = g(w))) = (VzeR, (gof)(—z)= (g0 f)(x)).

Sa négation est :
3(fo,90) € (RR)2;(V$ €R, fo(—x) = fo(z)) ET (V2 € R, go(—x) = go(x)) ET (3z9 € R, (g0 © fo)(—x0) # (g0 © fo)(x0))

Démontrons que 1221 proposition 4. est vraie.
Soit (f,g) € (R¥)".
Supposons que f et g sont paires. Démontrons que g o f est paire.

Soit z € R.
(gofi(—z) = g(f(-2))
= g(f(z)) (car [ est paire)

Ainsi, la fonction g o f est paire.

La proposition 4. est donc vraie.

Commentaire

Notons que, pour que la composée go f soit paire, il suffit que la fonction f soit paire. En effet, dans
la, démonstration ci-dessus, la parité de g n’est pas utile. On a donc 'implication suivante :

f paire = go f paire
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Exercice 2

Déterminer, pour chacune des assertions suivantes, si elle est vraie ou fausse. Justifier toutes vos
réponses.

1. I(m, M) eR?2. Ve e R, m< 22 < M

Démonstration.
On cherche & démontrer que cette proposition est fausse. Pour cela, on va démontrer que la négation
de 1. est vraie. La proposition 1. s’écrit également :

I(m, M) € R?, Vo € R, (m < 2?) ET (2® < M)
On cherche donc & démontrer :
V(m, M) € R%, 3z¢ € R, (m > x3) 0U (23 > M)

Soit (m, M) € R2,

On note : zg = /[M + 1]. Alors :
7 = (VIM+1])? = [M+1]
Or : M < M + 1. D’ou, par transitivité :
M < M+1 < |M+1]
Ainsi : M < 2. On a donc bien démontré :

(m > a3) 0U (22> M)

La proposition 1. est donc fausse.

2. (x)Vx eR, (z>2)= (z2>3)

Démonstration.
On cherche & démontrer que cette proposition est fausse. Pour cela, on va démontrer que la négation
de 2. est vraie. On cherche donc & démontrer :

dzg € R, (l‘o > 2) ET (330 < 3)

5
On note : xg = 5 Alors :
x d’une part : xg > 2.
x d’autre part : xg < 3.
Ainsi : (zg > 2) ET (29 < 3)

La proposition 2. est donc fausse.

3. Jlz € R, cos(z) =0

Démonstration.
On cherche & démontrer que cette proposition est fausse. Pour cela, on va démontrer que la négation
de 8. est vraie. On cherche donc & démontrer :

(Vz € R, cos(z) # 0) 0U (El(xl,xg) € R?, (71 # 32) ET (cos(z1) =0) ET (cos(z2) = O))
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On note : 1 = —g et 19 = g On obtient :
x T1# T2

T
x cos(z1) = cos <—§> =0

x cos(za) = cos (g) =0

On a donc démontré :

I(xy,19) € R%, (x1 # x9) ET (cos(z1) =0) ET (cos(zz) =0)

La proposition 8. est donc fausse.

Commentaire

On prendra garde a la négation de la proposition (3lz € E, p(z)). En effet, il faut nier a la fois
Iexistence (symbole 3) et l'unicite (symbole !). Ainsi, dire qu’il n’existe pas un unique z € F
tel que px est vérifiée, c’est dire :

x soit qu’aucun élément x € E ne vérifie p(x) :

Vo € E, NON(p(z))
x soit qu’il existe au moins 2 éléments distincts qui vérifient p(z) :
(w1, 22) € E?, (z1 # x2) ET p(x1) ET p(x2)

On en déduit que la négation de (EI!x €FE, px) est :

(Vm € B, NON(p(:U))) 0U (EI($1,$2) € B2, (1 # x2) ET p(z;) ET p(@))

]

\.

4. pour tout n € N, n? — n est divisible par 3.

Démonstration.
Soit n € N. Trois cas se présentent :
« g’il existe k € N tel que : n = 3k, alors :

nd—n = (3k)> -3k = 33k3 -3k = 3x (3°K3 - k)
Or : 32k% — k € N. Ainsi, n® — n est divisible par 3.
o g’il existe k € N tel que : n =3k + 1, alors :

nd—n = Bk+1°-Bk+1) = 33k +32k* +3k+T - 3+T) = 3 x (32k* +3k?)
Or : 32k% + 3k? € N. Ainsi, n® — n est divisible par 3.
o 8’il existe k € N tel que : n =3k + 2, alors :

nd—n = (Bk+2)°—(3k+2)
= B +32k2 x2+3kx22+2% - (3k+2)
= B +3x6k*+3%k+6
= 3x(FE+6k>+3k+2)

Or:3%k3+6k%>+3k+2c N. Ainsi, n® — n est divisible par 3.

3

Finalement, dans tous les cas, ’entier n® — n est divisible par 3.

La proposition 4. est donc vraie. 0
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Exercice 3

Pour chacune des propositions P(-) ci-dessous, déterminer si la proposition Q(-) est nécessaire, suffi-
sante, les deux & la fois ou rien du tout (réponse a justifier).

1. Paramétre : f: R — R.
Propositions : P(f) : (V(z,y) € R?, f(z) = f(y)) et Q(f) : BAER, Vz € R, f(z) =\).
Démonstration.
Soit f: R — R.

« Démontrons : P(f) = Q(f).
Supposons : P(f), i.e. :

V($,y) € RQv f(l‘) = f(y)

Démontrons : IN € R, Vz € R, f(z) = \.
Soit « € R. On applique P(f) avec y = 1 € R. On obtient :

On note alors : A = f(1). On a démontré :
Ve e R, f(x) =\

D'ott : Q(f).

La proposition Q(f) est donc une condition nécessaire a P(f).

« Démontrons : Q(f) = P(f).
Supposons : Q(f). Il existe donc A € R tel que : Vo € R, f(z) = A.
Démontrons : P(f).
Soit (z,y) € R2. D’aprés Q(f) :
x d’une part : f(x) = A,
x d’autre part : f(y) = \.
Ainsi @ f(x) = f(y).
D’ou : P(f).

La proposition Q(f) est une condition suffisante a P(f).

2. (x) Paramétre : x € R.

Propositions : P(z) : (22 + 42 —5=0) et Q(z) : (Va2 +42 —5=0).

Démonstration.
« Déterminons ’ensemble de définition de ces équations.
x Tout d’abord, ’ensemble de définition Dp de P est R.

x Ensuite, pour tout x € R, on remarque :
2?44 -5 = (z—1)(z+5)

Ainsi :
44 -520 & (< -5) 0U (z>1)

L’ensemble de définition Dg de @ est donc : | — oo, —5] U [1, 4-00].
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o Soit x € R.
x L’implication (P(z) = Q(w)) est fausse.
En effet, en notant : g = 0, alors :
- x9g € Dp
- 0 & Dq

La proposition Q(x) n’est donc pas une condition nécessaire a P(x).

x Démontrons : Q(z) = P(x).

Supposons : Q(x), alors :
{ z €] — o0, =5 UL, +o0]

vVl +4rx—-5=0

On en déduit, par injectivité de la fonction /- sur Ry : 2 + 4z — 5 = 0.
D’ou : P(x).

La proposition Q(z) est donc une condition suffisante a P(x).

Commentaire .

La condition portant sur le parameétre x (x € R) est cruciale pour la réponse a cette question.
En effet :
« nous venons de démontrer que, pour tout z € R, P(z) et Q(x) ne sont pas équivalentes.

« cependant, pour tout x € | — 0o, —5] U [1, 400, par injectivité de /- sur R :

Qz) & Va24+4r—-5=0 & 2> 442 -5=0 < P(x)

Ainsi, si ’énoncé avait mis pour condition sur x : x € | — oo, —5] U [1,4o0[, il aurait fallu
conclure que la proposition Q(z) était une condition nécessaire et suffisante & P(x).

C

\.

3. Parametre : n € Z.
Propositions : P(n) : (n multiple de 2) et Q(n) : (n est multiple de 4 ou de 6).

Démonstration.
Soit n € Z.

« Limplication (P(n) = Q(n)) est fausse.
En effet, en notant : ng = 2, alors :
x ng est un multiple de 2. D’ou : P(ng).
x mo n’est ni un multiple de 4, ni un multiple de 6. D’ou : NON(Q(ng)).

La proposition Q(n) n’est donc pas une condition nécessaire a P(n).

« Démontrons : Q(n) = P(n).
Supposons : Q(n). Deux cas se présentent :

x si n est un multiple de 4, alors il existe k € Z tel que : n = 4k. On en déduit :

n = 4k = 2 x 2k

Or : 2k € Z. Ainsi, n est un multiple de 2.




PCSI 21 septembre 2024
Mathématiques

x si n n’est pas un multiple de 4, alors, comme Q(n) est vérifice, on en déduit que n est un

multiple de 6. Il existe donc k € Z tel que : n = 6k. Ainsi :
n = 6k = 2x3k

Or : 3k € Z. On en conclut que n est un multiple de 2.

Finalement, dans tous les cas, n est un multiple de 2. D’ou : Pn.

La proposition Q(n) est donc une condition suffisante & P(n).

O
4. Paramétres : (u,) € RN et £ € R.
1 1
Propositions : P((un),f) : ((un) converge vers f) et Q((un),é) : (Vn >3, — < lun, — 0 < —).
n n
Démonstration.
Soit (u,) € RY. Soit £ € R.
« L’implication <P((un),€) = Q((un),é)) est fausse.
En effet, on note £y = 0 et (vy,) la suite définie par :
1
Vn € [3, 400, v, = 3
Alors :
x la suite (v,) converge vers 0 = {g. D’ott : P((vp), lo).
1 1
x pour tout n >3 : |v, — lo| = |—5 — 0| = —. Donc :
n n
1 1
"l)n — EO’ = ﬁ < ﬁ
D’out : NON(Q ((vn), o))-
La proposition Q((un), E) n’est donc pas une condition nécessaire a P((un), E).
« Démontrons : Q((un),f) = P((un),?).
Supposons : Q((un),é). Alors :
1 1
Vn > 3, 7<‘un_€’<7
n n
Or :
x d'une part : lim — =0,
n—+oo N
x d’autre part : lim — =0.
n—+oo N
Par théoréme d’encadrement : lim |u, — ¢| = 0. Autrement dit : lim w, = £.
n——+o0o n——+o0o
D'oi : P((un),?).
La proposition Q((uy), ) est donc une condition suffisante & P((uy),¢). -
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Exercice 4

Résoudre les équations et inéquations suivantes, d’inconnue x € R.

1. /r(r—3) =32 -5 3. ()2 —7< VAr —11
2. (x) (llrl(av))2 =—2—3In(x) 4. |z —1]>]2% - 2|

Démonstration.
1. Résolvons l’équation (1).

o Déterminons son ensemble de définition D(y).
Soit x € R.
L’équation (1)

— > -5 >
est bien définie (z(z—=3) >0) ET (3z-520)

x —00 0 3 +00
z - 0 + +
z—3 - - 0 +
x(z—3) + 6 - 0 +

Ainsi :
L’équation (1)
est bien définie

((#<0) 0U (z >3)) ET <x>§)

& >3

Finalement : Dy = [3, +ocl.

« Soit z € [3,+o0[.

(par injectivité de la

Ve(@=3)=v3z-5 & z(z—-3)=3z-5 fonction /- sur Ry )

& 22-3r=3r-5

& 22-6x+5=0

< (z=1)(z—=5)=0

< (x=1) 0U (x=05)

& =5 (car : x> 3)

On en déduit que l’ensemble des solutions de (1) est : {5}.
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2. Résolvons ’équation (2).

o Déterminons son ensemble de définition Dy).
La fonction In est définie sur R .

Ainsi : D(g) = Ri

o Soit x S Rj_

(avec le changement de

variable | t =In(x) |)

(In(2))*=-2-3In(z) & 2=-2-3¢

t2+3t+2=0

(t+1)(t+2)=0
(t=—
(In(a)
(z=e1) OU (z=e2)

1) 0U (t=-2)
=-1) 0U (In(z) = -2)

r ¢t ¢ v 2

L’ensemble des solutions de (2) est donc : {e™ !, e~2}.

3. Résolvons l'inéquation (3).

o Déterminons son ensemble de définition D3).
Soit x € R.

L’inéquation (8) 11
11 > >
est bien définie e d-1120 < > 4

11
47

Finalement : Dy = [ 400 [

. 11 .
e Soit z € R 400 |. Deux cas se présentent :

20 —7 < 0 ET v4x—1120

Ainsi, par transitivité :

20 -7 < 0 £ V4r—-11

tricte croissance de la
% — 7 < Az — 11 2% — )2 < 4o — 11 (por s

z =T o & (2z-7) o fonction x — x? sur Ry )
& 4x? — 28z 4+ 49 < 4z — 11

& 422 —3204+60<0

e 22-8r+415<0
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On note A le discriminant du polynéome P défini par : P(X) = X2 —8X + 15. Alors :

A = (—8)2—-4x1x15 = 64— 60

4
Le polynéme P admet donc deux racines réelles distinctes :

8 — VA 8 —2 6
2 2 2
8+ VA 8+ 2 10
xI9 = = — =5
2 2 2
On en déduit :

20 —7T<Vir—11 & 22 -8 +15<0 & z € [3,5]

11 7 7
L’inégalité (8) est donc vérifiée sur [4,4—00[ N [,+oo[ N [3,5] = [,5}

2

11 11
Finalement, ’ensemble des solutions de (8) est : [ 7[ U [7 5} = [,5}

On rappelle : v =v }v{ u? = v

En toute généralité, comme vVu? = |u| (pour tout u € R), on a :

Vu eR, Vo €R, (Jul =[v] & u? =%

(C’est pourquoi on procéde par disjonction de cas pour résoudre cette inéquation, en fonction
du signe des quantités que 'on consideére (ici (2z — 7))

4. Reésolvons l'inéquation (4).

o Déterminons son ensemble de définition Dy).

Day =R

o Soit € R. Effectuons un tableau de signe pour savoir quelle est la disjonction de cas adaptée &
la résolution de I'inéquation :

2 —1] > |22 -2

10
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Quatre cas se présentent alors :

x si x € | — 00, —/2], alors :

z—1 <0 et 22-2 >0
z—1>2? -2 & —(@z-1)>22-2 & 0>22+z-3
On note A le discriminant du polynéme P défini par : P(X) = X2 + X — 3. Alors :
A=12-4x1x(-3) =14+12 =13 > 0

Le polynéme P admet donc exactement deux racines réelles :

-1-vVA  -1-V13 1++13 -1+ VA 1-V13

T = = = —— ¢t 33 = = —

2 2 2 2 2

On en déduit :

9 1+v13 1—-+13

e —1| >z =2 & z€ |— ,—
2 2
1+ 13
= —+2,—\/§] (car : x < —/2)
14++v1
Ainsi, tous les réels de lintervalle —%3, —ﬁ] sont solutions de 'inéquation (4).

r—-1<0 et 2°-2 <0

Ainsi :

lz—1]> 22 -2 & —(z—-1)>—-(2*-2) & —z+1>-2*+2 & 22-2-1>0
On note A le discriminant du polynéme @ défini par : Q(X) = X2 — X — 1. Alors :

A= (-1)2-4x1x(-1) =144 =5>0

Le polynéme @) admet donc exactement deux racines réelles :

1-VA  1-45 o 1+ VA 1445
y1 = 5 = B Yo = 5 = 5
On en déduit :
1-v5] 1
lz—1] > 2?2 -2 & =x¢€ ]—oo, 2\/5 U +2\/g,—|—oo
1-v5]
pEN xE]—\@, Q\f (car : =2 < x < 1)

1—
2

Alinsi, tous les réels de l'intervalle ] —V2,

[ sont solutions de I'inéquation (4).

11
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x si x € ]1,4/2], alors :

Ainsi :
lz—1>22 -2 & z2-1>-(2°-2) & z-1>-2°+2 & 2°4+2-3>0
D’apreés I’étude du polynéme P effectuée plus haut :

14+ +v13 1—-+/13
lz—1|> 2?2 -2] & =x¢€ ]—oo,——i_Ql U ]—2,—1-00[

_1—\/ﬁ
2 b

- ]

\@] (car : 1 <2< V?2)

1—-+13
2

Ainsi, tous les réels de l'intervalle ] — ) ﬁ] sont solutions de l'inéquation (4).

x si x € ]v/2,400], alors :

777777777777 r—12>0 et 22-2 >0
lz—1>[22 -2 & z-1>22-2 & 0>22—z-1
D’aprés ’étude du polyndme @ effectuée plus haut :

1-v5 1445
2 7 2

v —1] > [22-2] & 956]

1+5

5 (car : /2 < )

= :L‘G]\@,

sont solutions de l'inéquation (4).

1++5
2

Ainsi, tous les réels de l'intervalle ] V2,

Finalement, I’ensemble des solutions de (4) est :

_1+vis +2\/ﬁ, —\/§] u]—\/i, ! _2\/5 [u

S

—l_z‘/ﬁ,\/ﬁlulx/ﬁ,lz

Ainsi, ’ensemble des solutions de (4) est :

1+ V13 1—\/S[U] 1-v13 1+5
2 2 2 79

12
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Exercice 5

On note (uy,) la suite de Fibonacci. Elle est définie par :
ug =0
uyp = 1
Vn €N, Upt2 = Upt1 + Un

1. (%) Démontrer : Yn € N, u,, > n — 1.

Démonstration.
Démontrons par récurrence double : Vn € [2, 400, #(n) ou P(n):u, =>n—1.
» Initialisation :
« Tout d’abord :
x d’une part, d’aprés I’énoncé : ug = uj + ug = 1,
x d’autre part : 2 —1=1.
Ainsi : ug > 2 —1. D’ou : Z(2).
« Ensuite :
x d’une part, d’aprés ’énoncé : us = us + uy = 2,
x d’autre part : 3 —1=2.
Ainsi : uz > 3 — 1. D’ou : Z(3).
» Hérédité : soit n € [2, +oo].
Supposons Z(n) et Z(n+ 1). Démontrons Z(n + 2) (i.e. upt2 = (n+2) —1).
Par définition de upyo :

Up4+2 = Up4l + Up

> ((n+X)—X)+(n—1) (dapres P(n+1) et P(n))

= 2n—-1
Or:
n > 2
donc 2n > n+2
dou 2n—-1 > n+1

Ainsi, par transitivité : upyo = 2n—1>n+ 1.
D'ou Z(n+1).

Par principe de récurrence : Vn > 2, &(n).

Par ailleurs :

« Tout d’abord :
x d’une part, d’apreés I’énoncé : ug = 0,
x d’autre part : 0 —1 = —1.
Ainsi : ug > 0— 1. D’ou : 2(0).

o Ensuite :
x d’une part, d’aprés ’énoncé : u; = 1,
x d'autre part : 1 —1=0.
Ainsi : w3 > 1—1. D’ou : 2(1).

Finalement : Vn € N, u,, > n — 1.

13
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2. Démontrer, pour tout k € N* :

ugk = g (up +2up—1) et ugppr = (wpr)? + (up)?
Démonstration.
, ) R uge = wp (up + 2up_1)
Démontrons par récurrence : Vk € N*, (k) on  PZ(k): ) )
Ugpr1 = (Up1)” + (ug)

» Initialisation :

o Tout d’abord, d’apreés les calculs effectués en question précédente : ug = 1. De plus :
ul(u1+2u0) = 1><(1—|—2><0) =1

Ainsi : ug = ug (u1 + 2 ugp).
« Ensuite, toujours d’apres les calculs de la question précédente : ug = 2. De plus :

(UQ)2+(U1)2 = 12+12 = 2

Ainsi @ ug = (u2)? + (u1)2
D'ou : £(1).
» Hérédité : soit k € N*.

u = Ug+1 (Ug4+1 + 2ug
Supposons Z(k) et déemontrons Z(k + 1) (i.e. { 2(k+1) 11 (upey )

Up(hity+1 = (Uky2)® + (Uppr)?
o Tout d’abord :

U(k+1) = U2k+42
= Ugk+1 + Uk (par définition de ugy3)

2 (up)? +ug (up +2up_1)  (par hypothése de récurrence)

2 1 2up upgq (par définition de ugy1)
= gy (U1 + 2ug)
e De plus :
U2(k+1)+1 = U2k+3
= Ugk42 + U2kt (par définition de ugg3)

(par hypothése de récurrence
et d’apres le point précédent)

= Upyr (ups1 +2ug) + (upr1)? + (ug)?
= (ups1)? + 2upp1 up + () + (upr1)?
= (Ukg1 +up)? + (upgr)?

= (ups2)?® + (upy1)? (par définition de upi2)

Dot : 2(k+1).

ug, = ug (ug +2ug-1)
Par principe de récurrence : Vn € N*, ) 5 -
Ugk1 = (ugy1)” + (ug) O
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8. Démontrer : Vn € N, (up11)? — tn Upyo = (—1)".

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ot 2(n) : (uny1)? — Un Unie = (—1)™
» Initialisation :
e D'une part : (u1)? —ug xuz = 12-0x1 = 1.
o D’autre part : (—1)° = 1.
Ainsi @ (u1)? —upug = (—1)°. D’ou : 2(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons Z(n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. (Upi2)? — Uns1 Unts = (—1)"F1).

(Un42)? — Uns1Unss = (Ung1 + Un)? — Uns1 (Unaso + Upi1) (par définition de w42 et upy3)
= W + 2Up Upt1 + (un)Q — Un+1 Un+2 — W
= 2UpUni1 + (Un)? — Uns1 (Uny1 +un)  (par définition de up o)
= 2upUni1 + (Un)? = (Uns1)? — Un Uny1
= Up (Unt1 — un) = (Unt1)?
= Uy Upio — (Uny1)? (par définition de up42)

= _((un+1)2 — Un un-‘r?)

= —(=1)" (par hypothése de récurrence)
=
Dou: Z(n+1).
Par principe de récurrence : Vn € N, (uy11)% — Up Unyo = (—1)". 0

n
4. Démontrer : Vn € N, > wugp = ugpy1 — 1.

k=0
Démonstration. .
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou Z(n): Uk = Ugpaq — 1.
k=0
» Initialisation :
0
e D’une part : > ugr = uaxo = ug = 0.
k=0
o D’autre part : uoxor1 —1l=u1—1=1-1=0.
0
Ainsi : > wugg = uaxor1 — 1. D’ou : £(0).
k=0
» Hérédité : soit n € N.
n+1
Supposons #(n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. Y Uggk = Up(ni1)41 — 1)-
n+1 n k=0
Do Uk = Y Uk + Un(n)
k=0 k=0
= Ugpt1 — L +ugni2  (par hypothése de récurrence)
= uUgp43 — 1 (par définition de uzp3)
Dou: Z(n+1).
n
Par principe de récurrence : ¥Yn € N, >~ wugp = ugp+1 — 1. 0
k=0

15
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n—1
5. Démontrer : Vn € N, > uggi1 = Un.
k=0
Démonstration. )
e
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n)  ou  Z(n): Y. Ugky1 = Uop.
k=0
» Initialisation :
0-1
e D’une part : > wuopr1 = D, ugky1 = 0.
k=0 keo
o D’autre part : uoxg = ug = 0.
0-1
Ainsi : > ugpi1 = uzxo. D’ou : Z(0).
k=0

» Hérédité : soit n € N.
n

Supposons & (n) et démontrons & (n + 1) (i.e. Y Uski1 = Ug(nt1))-

k=0
n n—1
Do Ukl = Y Uggpgl + Uzngl
k=0 k=0
= Uy + U2p+41 (par hypothése de récurrence)
= Unt2 (par définition de ugni2)

Dou: Z(n+1).

n—1
Par principe de récurrence : Vn € N, Y wuggi1 = uop.
k=0 O

n
6. Démontrer : Yn € N, >~ up = upqo — 1.
k=1

Démonstration.
n

Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou  Z(n): > up = Ups2 — L.

k=1
» Initialisation :
0
e D'une part : Y up = >, ux =0.
k=1 kED
o D’autre part : upp2 —1=u2s—1=1-1=0.
0
Ainsi : ) ug = upy2 — 1. D’'ou : Z2(0).
k=1
» Hérédité : soit n € N. )
n+
Supposons Z(n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. > up = upt3 — 1)
k=1
n+1 n
D up = D0 UpFUngl
k=1 k=1

= Upi2 — L+ uny1  (par hypothése de récurrence)
= Upyz— 1 (par définition de un3)

Dou: £(n+1).

n
Par principe de récurrence : Yn € N, >~ wup = upyo — L.
k=1 O
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) no(n—k
7. Démontrer : Vn € N, up1 = > )
k=0 \ F
Démonstration.

Démontrons par récurrence double : Vn € N, £ (n)

» Initialisation :
o Tout d’abord :

0 O—k:) B
= (%
D’oa Z(0).
o Emnsuite : )
1-% 1
=00 -G
D’on 2(1).

» Hérédité : soit n € N.

Supposons Z(n) et Z(n + 1). Démontrons 2 (n + 2) (i.e. upt3 =

Un+2 + Un+1

S0 )EC)

Un+3

_((r0) TR
N 0 = k
n —k no/n—k
= 1+ +
kz—:o<k‘+1> k2—30< k >
n k —k
= 1+ +
= (G- (9)
n o n+1-—k
= 14
kz—:0< k+1 )
ntl 2k
B
k=1

Par ailleurs :

nt2 /n+92—k n+2
SN =00

Dou Z(n + 2).

ntl <n+2—k

=1 k

)+ ()

ou

Z(n)

P Un+1

-5

2 n42—-k

> (")
k=0

(par définition de up43)

(d’aprés P(n+1) et Z(n))
(par décalage d’indice)

(par triangle de Pascal)

(par décalage d’indice)

il n+2—k
1+'§: (n k > = Unp+3
k=1

Par principe de récurrence double

:Vn €N, upqq

-5
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Exercice 6

Soit f: N — N vérifiant : Vn € N, (fo f)(n) < f(n+1).
1. Démontrer : V(k,n) € N?, (k > n) = (f(k) = n).
Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n)  on  P(n) :VkeN, (k=n) = (f(k) =n).

» Initialisation : soit k € N.
Supposons : k > 0. Alors, comme f est a valeurs dans N d’aprés I'énoncé : f(k) € N.
En particulier : f(k) > 0.
D’ou Z(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons 2(n) et démontrons Z(n+1) (i.e. Vk €N, (k2 n+1) = (f(k) =>n+1)).
Soit k € N.
Supposons : k> n + 1.

o Par hypothése sur la fonction f :

(foNk=1) < [f(k)

I
f(f(k—1))
e Comme k>n+1, alors : K — 1 > n. Ainsi, par hypothése de récurrence :
flk—=1) =2 n

On note : kg = f(k —1). On vient de démontrer : kg > n.
Ainsi, toujours par hypothese de récurrence : f(ko) > n. Autrement dit :

f(fk=1) = n
e On en déduit, par transitivité :
fk) > f(fk=1) = n

D'ou : f(k) > n.
e Or f(k) et n sont des entiers. On en déduit :

f(k) =2 n+1

D'oa Z(n+1).

Par principe de récurrence : Vn e N, Vk € N, (k> n) = (f(k) > n)

O
2. En déduire, pour tout n € N : f(n) > n.
Démonstration.
Soit n € N.
On remarque : n > n. On peut donc appliquer 1. & £ = n. On obtient :
fn) = mn
VneN, f(n) =>n -
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3. Démontrer que la fonction f est strictement croissante.

Démonstration.

o D’aprés I’énoncé, la fonction f prend ses valeurs dans N.
Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur son ensemble de définition revient donc
a démontrer que la suite (f(n)) est strictement croissante.

« Soit n € N. Démontrons : f(n+1) > f(n).

x Par définition de f :
fln+1) > (fof)(n)

F(£(n))
x Or, d’apres la question précédente appliquée a f(n) (ce qui est licite car f(n) € N) :
F(fn) = f(n)
x Ainsi, par transitivité :
fln+1) > f(f(n)) > f(n)
Dou: f(n+1) > f(n).

On en déduit que la suite (f(n)) est strictement croissante.

La fonction f est donc strictement croissante sur son ensemble de définition.

O
4. En conclure : Vn € N, f(n) =n.
Démonstration.
Soit n € N.
On procéde par double inégalité.
o D’apreés 2.: f(n) > n.
o Il reste & démontrer : f(n) < n.
On procéde par 'absurde.
Supposons : f(n) > n.
Comme f(n) e Net n+1 €N, on obtient : f(n) >n+ 1.
Par croissance de f sur son ensemble de définition (d’aprés 8.) :
f(f(n)) = f(n+1)
De plus, par définition de f :
fn+1) > f(f(n))
Ainsi, par transitivité :
fln+1) > f(f(n) > f(n+1)
Absurde! On en conclut : f(n) < n.
Finalement : Vn € N, f(n) =n. -
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