PCSI 5 octobre 2024
Mathématiques

DS2 /110

A On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Elles sont au nombre
de 7. Dans le cas contraire, la note finale se verra divisée par 2.

Exercice 1 : Cours /19

n
1. Soit n € N. Que vaut Y. k?? Le démontrer.
k=1

o 1 pt : initialisation
o 2 pts : hérédité
2. Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0.

Démontrer que toute fonction de I dans R se décompose de maniére unique en la somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire.

o 2 pts : analyse :
< 1pt: f(—z) = glx) — h(x)
Lot g(x) i e—
X pt @ _ —
hey — L@ )
o 2 pts : synthése
x 1 pt : gy paire et hy impaire
x 1 pt: f:go+h0
3. Soit E un ensemble. Soient A et B des parties de FE.

a) (x) Démontrer :
A=AUB & BCA

elpt: A=AUB = BCA
elpt:BCA=A=AUB

b) Démontrer : 1gynp =14 x 1.

e lpt:caszec ANB
e 2pts:casx ¢ ANB
« 1pt:caszc A
x 1pt:casax ¢ A

4. (x) On note f la fonction définie par f : x — In(1 + z°).

Démontrer que la fonction f est dérivable sur | — 1, +o0[.
*« 2 pts
5. Soit n € N*. Soit a € R. Calculer la somme suivante : > a'*7.
1<i<j<n
o 1
e2pts:casa=1( > alﬂ:M)
1<i<j<n 2
2 n n+1
. 1— 1 —
e3pts:casa#1( > a2+1:a( 0)2( a ))
1<i<j<n (1-a)?2(1+a)
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Pour tout n € N, on note :
1 2n n n
an = Sn = Qg Gy et T, = kay Gp—
n n+1<n>7 n kz::Oknk: n ICZ::O k Un—k

6. a) Calculer ag, a1, az et as.

o].pt
o].pt

tap=1leta; =1
tao=2etaz3=>5

b) Calculer Sy, Sy, S et Ss.

o].pt
o].pt

:S():letSl:Q
252:561353:14

¢) Que remarque-t-on ?

o].pt:

7. a) Soit n

a].pt

conjecture : Vn € N, S, = apq1

€ N. Par un changement d’indice bien choisi, démontrer :

n

T, = > (n—k)agan—k
k=0

b) En déduire : 27T, =n .S,

o].pt

: utilisation de la question précédente et de la linéarité de la somme

8. Démontrer, pour tout n € N: (n+2) ant1 =2(2n + 1) ay.

elpt:22n+1)a, =

elpt: (n+2)aps =

2(2n+1)!
(n+1)!n!
2(2n+1)!
(n+1)!n!

9. a) En utilisant les questions précédentes, démontrer :

o].pt

o].pt

o].pt

VneN, T+ S41 = aps1 +2 (n + 1) Sn
n+1
: Tht1+ Snt1 =apant1 + >, (K+1)akant1—k
k=1
n
t Tog1 + Sng1 = ang1 +2 Y. (2kapan—_k + ak an—i)
k=0

: utilisation de 7.b) pour conclure

b) En déduire :

o].pt

n+3

Vn € N, Sp41 = Gp+1+2(n+1)85,

: utilisation de 7.b) et de la question précédente

10. Démontrer : Vn € N, S, = ap+1.

o 1 pt : initialisation

« 2 pts :

hérédité




PCSI
Mathématiques

5 octobre 2024

11. Démontrer : Vn € N, a,, € N.
On pourra utiliser une récurrence forte.

o 1 pt : initialisation
o 2 pts : hérédité

Probléme 1 /36

Pour tout entier naturel non nul, on définit la fonction f, sur Ry par :

Ve >0, { ($)—/ dt
= bl n
0 1

Partie A : Etude de la fonction f,

Dans cette partie, on fixe un entier naturel n non nul.

12. Démontrer que la fonction f,, est de classe C! sur Ry et :

2n
" -1
Vz >0, fi(z) =
2n
« 1 pt : la fonction h, : ¢t — T 1 est continue sur [0, 4o0[, car...

Elle admet donc une primitive H,, de classe C! sur [0, +oo]
e 1 pt: f,:z+— Hy(z)— Hy(0), donc f, est de classe C! sur [0, +oo|
e 1pt: fl=nh,

13. Etudier les variations de f,.

e 1pt: fl(x)>0 < z>1 (par stricte croissance de...)
o1 pt : TV

T 0 1 +00
Signe de f)(x) — 0 +
0
Variations de f, \ /
fn(1)

14. Démontrer que f, est de classe C? sur Ry, et calculer sa dérivée seconde.
En déduire que f, est convexe sur R,.

(2n —1)z? + 2na? 1 +1
e 1 pt: fll(x)= 5
(x+1)

e 1 pt:VzeRy, f//(x) > 0. Ainsi, la fonction f, est convexe sur R

15. a) Démontrer : Vt > 1,t?" —1 > n (12 - 1).

n—1
elpt:t?—1=(2-1) 3 t*
k=0

n n—1
e 1pt: > t?*> 3 1 =n (par croissance de...). D’ot1 le résultat.

k=0 k=0
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b) Montrer alors : Vo > 1, fp(z) > fu(1) + g (z —1)2.
t2n _
e 1pt: o] >n(t—1) d’apres la question précédente et car t +1 >0

« 1 pt : par croissance de l’intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant :
T t2n -1 n 9
dt > — (x —1)
L t+1 2
o 1 pt : utilisation de la relation de Chasles pour conclure

c¢) En déduire la limite de f,(z) lorsque x tend vers +oo.

« 1 pt : par théoréme de comparaison : lim f,(z) = +oo
T—>+00

16. Calculer f,,(0), puis démontrer : f,(1) < 0.

e 1 pt: f,(0)=0
« 1 pt : comme f, est strictement décroissante sur [0,1] : f,,(1) < f,(0) =0

17. (%) Démontrer que I'équation f,(z) = 0 admet une unique solution strictement positive, et que
cette solution est strictement supérieure a 1.
On note x,, cette solution.

« 1 pt : 0 est solution de I’équation f,(z) =0

« 1 pt : ’équation f,(z) = 0 n’admet pas de solution sur |0, 1] par stricte décroissance
de f, sur |0,1]

« 1 pt : hypothése du théoréme de la bijection sur |1, +o0]

e 1 pt 2 fo(]1,+o00[) = ]fu(1), +00]

e 1 pt : comme f,(1) <0, alors 0 € |f,(1),+o0]

Partie B : Etude d’une suite implicite

On étudie dans cette partie le comportement de la suite (x,), ol pour tout entier naturel n non nul,
x,, est I'unique solution strictement positive de I’équation : f,,(z) = 0.
On admettra :

2n+2
Vn € N* >
nec , Iy 1
18. Soit z € R;. Démontrer :
Vn € N*, foi1(z) — folz) = 227! v 1
I " M+2 2n+1

1t fui(2) — fule) = /0 (1) de

e 1pt: frpi(x) — fu(z) = 2> (27;12 - 2n1+ 1)
19. a) Montrer : Vn € N*, Vo > ;Z::__i, frr1(z) 2 fo(®).
. 1pt:x2”+1>0carm>§Zii >0
Bt ()~ )20 e 0> 22
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b) En déduire : Vn € N*| f11(zy,) > 0.
« 1 pt : d’aprés la question précédente : f,1(x,) = fn(z,) =0
¢) Montrer alors que la suite (x,) est décroissante, puis qu’elle est convergente.

e 1 pt: friri(xny1) =0, done, avec la question précédente : f,11(zn) = frr1(Tnt1)
elpt:z,>1let zp41>1

« 1 pt : la bijection réciproque de f, 1 HLJFOO[*I est strictement croissante sur |f,,(1), +o00|
o 1 pt : hypothéses du théoréme de convergence monotone

20. a) Démontrer que pour tout entier n > 1 : —In(2) < f,(1) < 0.

« 1 pt : d’aprés 16., f,(1) <0
« 1 pt : par croissance de z — 22" sur R, : 0 < %" < 1
« 1 pt : par croissance de l’intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant :

1 42n 1
$2n 1 ~1
/ dt>/ g )
o t+1 o t+1

b) A l'aide de l'inégalité démontrée a la question 15.b) de la partie A, montrer alors :

2 In(2)

VneN, 0<x, —1<

Quelle est la limite de la suite (z,) lorsque n tend vers o0 ?

e 1 pt:daprés 17., x, —1>0

« 1 pt : application de 15.b) A x =2, > 1 : f,(zn) > —1n(2) —|—g (2, —1)2

2 In(2)

« 1 pt : par croissance de la fonction /- sur R, : |z, — 1| <

o 1 pt : par théoréme d’encadrement, lim =z, =1
n—-+0oo

Probléme IT /36

Partie A : Fonction tangente hyperbolique

On note th, la fonction tangente hyperbolique, définie sur R par :
et —e ™"
th:z+— ———

21. (x) Démontrer que la fonction th est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

« 1 pt : la fonction th est dérivable sur R car...

1pt:': < 2 )2— !
° pt: x+— z = = 5
e’ t+e (ch(z))

22. (%) Déterminer la parité de th.

o]_pt
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23. Dresser le tableau de variations complet de th. On justifiera les valeurs des limites qui y apparaissent.

e 1 pt:VzeR, th(z) >0et TV

x —00 +00

Signe de th'(z) +

Variations de th /

e 1pt: lim th(z)=1

T—-+00

e 1 pt: lim th(z)=-1

T—r—00

24. (%) Tracer I'allure de la courbe représentative de la fonction th.
« 1 pt : asymptotes
« 1 pt : tangente en 0
o 1 pt : reste de 1’allure de la courbe
25. (x) Justifier que la fonction th réalise une bijection de R sur un ensemble qu’on déterminera.
o 1 pt : hypothéses du théoréme de la bijection
o 1 pt:th(]—o0,+00) =]—1,1]

26. Montrer que la bijection réciproque de la fonction th, notée th™1, vérifie :

1 1
Vee]—1,1[, th™'(z) = 2ln<1ti>

1 1+x 1+z
o 1pt:enn0tantg:x»—>§ ln(l_x>,exp(g(w)):‘/1_x

o 1 pt H thOg = id]—l,l[

« 1 pt : comme de plus, d’aprés 25., la fonction th est bijective de R sur | — 1,1[, on en
déduit : th™' =g

27. Déterminer le domaine de dérivabilité et la dérivée de th™!.

o 1 pt : hypothéses du théoréme de dérivabilité de la réciproque
1
e 2 pts: (th™! /:xl—>—
pts : (th™") 1-2)(1+2)

Partie B : Fonction sigmoide
Soit A € R un parameétre fixé. On définit la fonction fy par :

1

Ty
A ey

28. Déterminer le domaine de dérivabilité de fy et calculer sa dérivée.

o 1 pt : la fonction f) est dérivable sur R car...
1—Xe ®

. £l
Olpt.f)\.l'f—}fm
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29. En déduire le sens de variation de fy et calculer les limites de fy en +00 et en —oco (on distinguera
trois cas).
e 2pts:cas A >0
x 1 pt: fi(z) >0+ TV

T —00 +o0
Signe de f}(xz) +
1
Variations de f) /
0

x Ipt: lim fi(zr)=1cet EIP falz) =0

T—>+00
« 1 pt : si A=0, alors f) est constante égale a 3

e« 2pts:cas A <0
x 1 pt:VereR, fi(z) <0+ TV

x —00 +00

Signe de f{(x) -

1
Variations de f) \
0
x 1 pt: xll)rfoo fa(z) =0 et xkr_noo iz) =1
30. Démontrer : ) \

T

R = —+—-th|—
Ve e R, fi(z) 2+2 (2>

o]_pt

Partie C : Equation différentielle

Soit A € R. On appelle équation différentielle une équation faisant intervenir une fonction et ses dérivées
et dont les éventuelles solutions sont des fonctions. Le but de cette partie est de résoudre I’équation
différentielle d’inconnue f avec une condition initiale :

ffr=Ar1=1)
(E)

On admettra qu’une solution de cette équation est définie sur R et ne s’annule pas sur R.

31. Soit f une fonction définie sur R et ne s’annulant pas sur R. On pose g : © — m —1.
x

Montrer que la fonction f est solution de (F) si et seulement si g est solution de :
{ g +rg=0
9(0) =1

« 3 pts : f solution de (F) = g solution de (E’)

(E')
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1 pt : g dérivable sur R car...
1pt:g —Ag=0rrp
1pt:g0)=1
« 3 pts : f solution de (F) < g solution de (F’)
x 1 pt : f dérivable sur R car... (dont la justification de : Vz € R, g(x) + 1 # 0)
Lpt: ff=Af(1-f)
x 1 pt: f(0)= %

X

X

X

X

32. Montrer que g est solution de 1’équation (E’) si et seulement si g est la fonction :

e M

Az

On pourra étudier la fonction h : x — % g(z).

« 2 pts : g solution de (E') = g: x> e *

x 1 pt : h est dérivable sur R et h': z — 0. Ainsi la fonction h est constante
x 1Lpt:h(0)=1donch:z+ 1. Dott: g: x> e ?

« 1 pt : g solution de (E') < g:x — e 7

33. A l'aide de la partie précédente, résoudre complétement I'équation (E).

« 1 pt : avec les questions 30., 31. et 32., on obtient que 'unique solution de (E) est la

foncti Ll g (A
onction xr — — —_—
272 2




