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DS2

On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Elles sont au nombre
de 7. Dans le cas contraire, la note finale se verra divisée par 2.

Exercice 1 : Cours

n
1. Soit n € N. Que vaut Y. k?? Le démontrer.
k=1

Démonstration.

n
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou  P(n): Y. k? = .

» Initialisation :

0

« D'une part : > k2= Y k?=0.
k=1 =

O0x (04+1)(2x0+1)

=0.
6

x D’autre part :

D’ou Z(0).
» Hérédité : soit n € N*.
ntl (n+1)(n+2)(2n+3)

Supposons Z(n) et démontrons Z(n+ 1) (i.e. > k? = - )
k=1

n+1 n
Onécrit: S k2 = (X EH+(n+1)?
k=1 k=1

_ n(n + 1)6(2n +1) b(nt1)?

(par hypotheése de
récurrence)

= " @n 1)+ 6+ 1)

1
= (2n% + 7n + 6)

_ o) en+)

Dou Z(n+1).

n 1)(2 1
Par principe de récurrence : Yn € N*, Y k% = nin + )6( nt )
k=1 O
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2. Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0.
Démontrer que toute fonction de I dans R se décompose de maniére unique en la somme d’une

fonction paire et d’une fonction impaire.

Démonstration.
Soit f une fonction de I dans R.
On procéde par analyse-synthése.
« Analyse : Supposons qu’il existe deux fonctions g: I — R et h: I — R telles que :
1) f=g+h
2) g est paire,
3) h est impaire.
On remarque tout d’abord, pour tout z € I, alors —x € I (car U'intervalle I est symétrique par

rapport a 0) et :
f(=z) = (g+h)(-2) (d’apres 1))
= g(=z) + h(-x)

car aire et h
— g(w)—hz) ~(OTIP

impaire)
On obtient ainsi le systéme suivant :

o) + h@) = fla) mebon [ g@) +  h(x) = f()
{g@:) — h@) = f(-o) { =

B K (P R
i;:; 9(x) - f(fv)+2f(—9«“)
hz) = fx —2f —x)
. Synthese : On pose
g o I = R ho : I = R
T W et . f(x)_zf(_x)

On remarque alors :
x tout d’abord : f = go + hg. En effet, pour tout x € I :

f($)+2M+f(x)—M _ 2f(x) _ (@)

2 2

(90 + ho)(x) = go(z) + ho(z) =
x ensuite, gg est paire. En effet, pour tout = € I, alors —x € [ et :

p(-z) = LD JEo @)

x enfin, hg est impaire. En effet, pour tout = € I, alors —x € I et :

() — f(—fv)—fQ(—(—w)) LU LS (C. A

Ainsi, toute fonction de I dans R se décompose de maniére unique en la somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire. n




PCSI 5 octobre 2024
Mathématiques

3. Soit E un ensemble. Soient A et B des parties de F.

a) () Démontrer :
A=AUB & BCA

Démonstration.
Il s’agit ici de démontrer une équivalence.
On raisonne par double implication.
(=) Supposons : AU B = A. Démontrons : B C A.

Soit x € B.
Comme BC AUB, alors: x € AUB.
Or: AUB=A. Ainsi : z € A.

(<) Supposons : B C A. Démontrons : AUB = A.
On proceéde par double inclusion.
(C) Soit x € AU B.
Alors : x € A ou x € B. Deux cas se présentent alors :

x 8l x € A, alors on a bien : x € A.

Or B C A. Comme x € B, on en déduit que x € A.
(D) AUBD A

Finalement : A=AUB = B C A.

b) Démontrer : 1ynp =14 x 1.

Démonstration.
Soit x € E. Deux cas se présentent.
e Size AN B alors:

x ¢ € Aetdonc Ly(x)=1
x x € B et donc 1p(x) = 1.

Finalement :
Tanp(z) = 1 (puisque € A N B)
= min (La(z),1p(z)) (puisque L14(z) =1=1p(x))
= La(z) x Lp(x) (puisque La(z) =1=1p(z))

Siz € AN B, 1anp(z) =min (La(z),15(z)) = La(z) x 1p(x).
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e Sizd AN Balorsz € AN B est vérifiée ou encore v € A U B.

Deux cas se présentent :
x si z € Aalors 14(x) = 0. Ainsi :

777777 0
min (La(z), 15(x))
]lA(x) X 13(%’)

Tans(z) (puisque x ¢ A N B)

(puisque 14(x) =0)

(puisque 14(x) =0)
x si z ¢ A alors comme z € A U B on a forcément x € B. Alors :

0 (puisque * € A N B)
min (La(z), 15(x))
Ta(z) x 1p(x)

Siz ¢ AN B, Lanp(z) =min (La(z),15(z)) = La(z) x Lp(z).

]lAmB(m)

(puisque L4(x) =0)
(puisque 14(x) =0)

4. (¥) On note f la fonction définie par f : z +— In(1 + z°).

Démontrer que la fonction f est dérivable sur | — 1, +o0[.

Démonstration.
La fonction f est dérivable sur R car elle est la composée f = fo o fi de :
e fiix 14 2° quiest :
x dérivable sur | — 1, +00[ en tant que fonction polynomiale,
x telle que : fi(]—1,+o00[) C ]0,+o0].
e fo:x— In(x) qui est dérivable sur |0, +ool.

La fonction f est dérivable sur | — 1, +00].
. Soit n € N*. Soit a € R. Calculer la somme suivante : Y,  a.
1<i<j<n
Démonstration.
On calcule :

n

ot = 3

i=1

(

n

=X

=1

n
> o

J=1

7=

>

1<i<j<n

(

n
Ix> 1

Jj=t

)
)

(£

= 7 = =

J
Deux cas se présentent alors.
e sia=1, alors:

(< )
=1 7=t

L0g=

n
— Y (it

i=1

n (avec le changement d’indice
= Sk :

=1 k=n—i+1 )
_ n(n+1)
B 2

L 1
Sia=1,alors: > 't = m
1<i<j<n 2
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e sia##1, alors:

n on n ) 1 on—itl
Zl <a’ Za3> = X (alxa’ 1a) (car a # 1)
i= j

— 1 i a2i (1 _ an—z’—H)
l—aim
L& o +i+1
1=
1 n ) no
= <Z (a®)! — a1 Y a’> (par linéarité de la somme)
I—a \iZ i=1
1 o2 1— (a®)" Cal xa 1—a” (car, comme a # 1,
 l-a 1—a? l-a alors : a®> # 1)
2 2n
a 1—-a
- (1—a)? < l1+a - (1_a”)>
_ a? Xl—aQ”—a"(l—a”)(1+a)
(1—a)? 1+a
a2

a

(1—a)?(1+4a) ((

1—a") —a"tt(1- a”))

2
a” (1 —a") (1—amth)
(1—-a)2(1+a)
. 2(1 — g™ (1 = gnt!
Finalement, si a # 1, alors : Y. o't = a” ( a )2( a )
1<i<j<n (1—a)?(1+a) O
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Exercice 2

Pour tout n € N, on note :

L (= S, = 3 ¢ Th= Sk
a = = ar ., _— [§] = A Qp_—
n n—l—l TL7 n kzoknk n = k Un—k
6. a) Calculer ag, a1, az et as.
Démonstration.
Tout d’abord ! 0 1
e Tout d’abord : ag = —— =1.
" o+1 \0
ag =1

1 2 1
.Ensuite:a1:<>:2><2:1.

1+1 \1
a)p = 1
e De plus:
1 4 _1>< 4! _1><4><273’><2_2
2T 931 \e) T3 d@—20 T 37 2z
a9 = 2
o Enfin :
1 6 1 " 6! 1 " BXxHxXAX3IxZ 5
Qa = — = — = — =
ST 3+1\3 473163 4~ (3x7) x (372)
as =>5
° 0
b) Calculer Sy, Sy, S et Ss.
Démonstration.
0
« Tout d’abord, d’aprés la question précédente : Sop = > apao—r = ao X ag = 1.
k=0
So=1
« Ensuite, toujours d’apres la question précédente :
1
S1 = Z arai_p = agal+ajay = 2
k=0
S1=2
e De plus :
2
Sy = > apas_p = apaz+aja;+azay = 5
k=0
So =5
o Enfin : ;
S3 = Y apas_p = apaz+ajaz+aga;+agay = 14
k=0
S3 =14
i 0
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¢) Que remarque-t-on ?

Démonstration.
On remarque :
So = a1, S1 = az, Sy = a3
Il semble donc : Vn € N, S;, = apq1. .
7. a) Soit n € N. Par un changement d’indice bien choisi, démontrer :
n
T, = >, (n—k)aga,—g
k=0
Démonstration.
Par définition de T, :
n
T, = Z kagan g
k=0
n ' (avec le changement
B 1;0 (n =) an—s ai dindice| i=n—Fk |)
n (car la variable k
= —k)a,_
,go (n = k) an—r ax est muette)
n
Ainsi : T, = . (n— k) ak ap—g.
k=0 O
b) En déduire : 27T, = n S,.
Démonstration.
D’aprés la question précédente :
n
T, = >, (n—k)agan_g
k=0
n n
= n ak Qp— — Y, kagan_g (par linéarité de la somme)
k=0 k=0
= nS,—-T,
On en déduit : 27T, = n S,. -

8. Démontrer, pour tout n € N: (n+2) ant1 =2(2n + 1) ay.

Démonstration.
Soit n € N.

o D’une part :

1 2n
2(2 1 = 2(2 1
(2n+1)ay (2n + >Xn+1<n>

2(2n+1) " (2n)!
n+1 n!(2n —n)!

2(2n+1) x (2n)!  2(2n+1)!
(n+1)xnn — (n+1)n!
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o D’autre part :

(n+2)ant1

M;kz <2(n+1)>

n+1
2n+2
(n+1
(2n +2)!
(n+1)! (2n+2)— (n+1))!
(2n +2)!

(n+ 1! (n+1)!

(2n +2) x (2n+ 1)!
(n+1)n! x (n+1)!
2 (n+T1) x (2n +1)!
(nA4T) n! (n+1)!

2(2n+1)!
n!(n+ 1)!

Finalement : Vn € N, (n 4 2) apn+1 =2 (2n + 1) a,.

9. a) En utilisant les questions précédentes, démontrer :

Démonstration.
Soit n € N.

Ths1 + Snt1

VneN, T+ S = apt1 + 2 (TL + 1) Sn

n+1

n+1

Z (k‘ + 1) Ak Ap41—k

k=0

n+1
Yokagapyi—k+ Y apanti—k
k=0 k=0

n+

1

O+ 1 agant1+ Y (k+1)agant1—k
=1

n+1

ant1+ > (k+1)agans1—
ki

=1

n
an+1+ Y. (k+2)ags1 an—k

k=0

n

ant1+ > (2(2k + 1) ax) an—i

k=0

n
ant1+2 > (2k agan—k + a an—x)
k=0

(par définition
de Tn+1 et Sn+1)

(d’aprés 1.a))

(par linéarité de la somme)

(par décalage d’indice)

(d’apres la question
précédente)
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Par linéarité de la somme :

Tht1 + Sn+1

n n
ant1+2(2 D kagan—p+ Y agan—k

)

k=0 k=0
= ant1+2027T,+Sn) (par définition de T,, et Sp)
= any1+2(nS,+S,) (daprés 7.b))
(

ant1+2(n+1)8,

Vn € N, Tn+1 + Sn+1 = An+1 + 2 (TL + ].) Sn

O
b) En déduire :
n—+3
VTLGN, 7Sn+1 = an+1+2(n+l)sn

Démonstration.

Soit n € N.

« D’aprés la question 7.b) : 2T,41 = (n+ 1) Sp41. Donc :

n+1
Tn+l = 9 Sn+1
o Or, d’aprés la question précédente :
Thy1 + SnJrl = Qp41 +2 (n + 1) Sh
On en déduit :
n+1 n+3
Qpy1+ 2 (TL + 1) Sp = Thy1+Sny1 = Spt1+ Sny1 = 9 Snt1
. n+3
Finalement : Vn € N, 5 Spt1 = ant1 +2(n+1)S,. -
10. Démontrer : Vn € N, S, = ap+1.

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n)  ou  Z(n) : Sp = ant1
» Initialisation :

D’aprés 1.a) : apy1 = a1 = 1.

D’aprés 1.b) : Sp = 1. Ainsi

D’ou : £(0).
Hérédité : soit n € N.

Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e.

On remarque :

ZS():al.

: Sn+1 = an+2)~

(d’aprés la question

2 1
Snt1 n+3 g anet2(n 1) Sn) précédente)
2
= ?(anﬂ +2(n+1)any1) (par hypothése de récurrence)
n
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Ainsi :

2
Spy1 = n+3 (an+1 + (Qn + 2) an+1)

2
= 77]—{—3 (2n+3) An+1

Or, d’aprés 8. :
(n+3)anty2 = 22n+1)+1)ant1 = 2(2n+3) anp

On en déduit :
(043 anyo — s
n+3 nt

SnJrl =

Dou Z(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, §;, = an41.-

O
11. Démontrer : Vn € N, a,, € N.
On pourra utiliser une récurrence forte.
Démonstration.
Démontrons par récurrence forte : Vn € N, Z(n) ou  Z(n) : a, € N.
» Initialisation :
D’apres 1.a) : ap =1 € N.
D’ou Z(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons : Yk € [0,n], Z(n). Démontrons & (n + 1) (i.e. : apy1 € N).
o D’aprés la question précédente :
n
any1 = Sp = Z Ak An—k
k=0
e Or, par hypothése de récurrence :
x d’une part : Vk € [0,n], ar € N.
x D’autre part, avec le changement de variable | j=n—k |:Vj e [0,n], an—;j € N.
On en déduit :
Vk € [[O,n]], ag ap—r, €N
n
Ainsi : ) agan—r € N. On obtient : ap41 € N.
k=0
Dou Z(n+1).
Par principe de récurrence forte : Vn € N, a,, € N. .

10
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Probléme 1

T t2n71
t+1

Pour tout entier naturel non nul, on définit la fonction f, sur Ry par: Vo > 0, f,(z) = / dt.
0

Partie A : Etude de la fonction f,

Dans cette partie, on fixe un entier naturel n non nul.

2n
e —1
12. Démontrer que la fonction f,, est de classe C! sur Ry et : Vo >0, f/(z) = T
x
Démonstration.
" —1
Pour la suite de I'exercice, on introduit la fonction A, : ¢t — PR
« La fonction h,, est continue sur [0, +oo[ car elle est le quotient h, = It i s
g2

x g1 :t+st?™ — 1 est continue sur [0, +oo[ car polynomiale.
x gg:it—=>t+1:
— est continue sur [0, +oo[ car polynomiale.
— NE S?ANNULE PAS sur [0, +o00].
La fonction h, admet donc une primitive H, de classe C! sur [0, +oo].
« Soit z € [0, +oo|. Par définition :

T 42n ©
fulw) = [ B = 0] = Hao) = 7,0

Ainsi, la fonction f,, est de classe C! sur [0, +0o[ comme somme de la fonction H,, (elle-méme C!
sur [0, 4+o00[) et d'une constante.

La fonction f,, est de classe C' sur [0, +o0.

2n_1
« De plus, pour toutxe[O,+oo[:fT’L(:c):H{l(a:):hn(x):x 1
T
On a bien : Vo > 0, f'(z) -
n a bien : Vo > 0, f/ (z) = .
T+ 1

Commentaire

o On peut aussi rédiger en se servant du fait que la fonction f, est la primitive de h, sur R, qui
s’annule au point 0. Ainsi, f,, est de classe C! sur Ry et : Vo € Ry, f/(z) = hy(z).

o L’intérét de la démonstration précédente est qu’elle est plus générale et peut donc étre adaptée
a tous les cas particuliers. Imaginons par exemple une fonction g, définie par :

Vo € Re gu@) = [ hu(t) dt = [ Halt) ) = Hu(e®) — H,(0

La fonction g, N?EST PAS une primitive de h,,.
L’expression ci-dessus permet toutefois de conclure que g, est de classe C!' sur R, comme
composée de x — 2% par H, toutes les deux de classe C' sur les intervalles adéquats. De plus :

x2n71

r+1

Vo € Ry, gh(z) =2z x H. (2?) = 22 X hy(2?) = 2z

o Il 0’y a pas, dans le programme ECE, de théoréme permettant de dériver sous le symbole d’in-
tégration. Les tentatives de ce genre révelent une mauvaise compréhension des objets étudigs.

11
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13. Etudier les variations de f,.

Démonstration.

o Soit x > 0. D’aprés la question précédente :

r+1

Comme z + 1 > 0, le signe de f/,(x) est celui de la quantité 2" — 1.

flz)>0 < 2 >1

o In (acQ") > In(1) (car la fonction In est strictement

croissante sur |0, +o00[)
< 2nln(z) >0

< In(z) >0 (car 2n > 0)

(car la fonction exp est strictement

& 1 ‘
v croissante sur |0, +oo[)
En remarquant de plus f/(0) = —1, on en déduit le tableau de variation suivant :
T 0 1 +o0
Signe de f () — 0 +
0
Variations de f, \ /
fa(1) O

14. Démontrer que f, est de classe C? sur R, et calculer sa dérivée seconde.
En déduire que f,, est convexe sur R,..
Démonstration.

o Avec des arguments similaires & ceux de la question 1., on démontre que la fonction h, est de
classe C! sur R,

Comme f! = hy, la fonction f,, est de classe C? sur R,.

e Soit x > 0.

v @2na Y x (@ +1) - @ 1) x1 (2n—1)2¥ +2n2> 41
= i1 " G

Comme x > 0, alors (z+1)? > 0. Ainsi, f”(x) est du signe de la quantité (2n—1) 22" +2n 22"~ 1 +1.
Or :

x comme n ,ona:2n—1>21>0et 2n > 0.

>1
x comme x > 0, ona:z>0et 2?1 >0.

Ainsi : (2n — 1) 2?" + 2n2?~ ! + 1 > 0 comme somme de quantités positives.

Finalement, pour tout z > 0, f/(x) > 0. Cela démontre que la fonction f,, est convexe sur Rﬁ'

12
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15. a) Démontrer : Vt > 1, > —1 > n(t2 - 1).

Démonstration.
Soit t > 1.
« Rappelons tout d’abord que sit # 1, on a :

-1 ()" -1 B "z—:l (tz)k (formule d’une somme
-1  £2-1 = géométrique)

On peut réécrire cette formule sous la forme suivante, valable pour tout ¢t > 1 :
n—1
tm—1 = (12-1) 3 %k
k=0

e Or, pour tout £ > 1, on a :

(par croissance de l'application élévation

i 2k > 2k _
Vke[0n =1, = > 1 1 a la puissance 2k sur [0, +o0[)

Finalement par sommation de ces n égalités :

n—1 n—1
Sk > Y 1=n
k=0 k=0

Et enfin, par multiplication par > — 1 > 0, on obtient :

I
( )ko > n( )

t2”H 1
Vi1, -1 > n(t?—1) .
b) Montrer alors : Vo > 1, f(z) > fo(1)+ g (x —1)2
Démonstration.
Soit x > 1.

o Alors, pour tout ¢t > 1 :

(d’apres la question

précédente)
2 —1 t2—1
donc ] > "I (cart+1>0)
2 —1 t—1
d?ofl > n ( )M

13
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Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (1 < z) :

« Finalement :

T t2n71 x
/ dt > /n(t—l)dt
1 t+1 1
I
1 x
~(t—1)
AE]
T t2n_1
On en conclut:Vx}l,/ it > = (x —1)?
L i+l 2
T t2n_1
dt
Mo = [ 55
-1 (d’aprés la relation

/

a+ [T g
t+1 * 1 t+1 de Chasles)

T 42n
fn(1)+/1t Lt

t+1

n

fn()+ = (2 —1)2

2

Démonstration.

Or: lim (z—1)?=+oo.

T—+00

16. Calculer f,,(0), puis démontrer

Démonstration.

o Tout d’abord :

On a bien : Va > 1, fo(z) > fo(1) + g (z — 1)
O
c¢) En déduire la limite de f,(z) lorsque x tend vers +oc.
D’apreés la question précédente, pour tout x > 1 :
n
fa(@) = fo(1) + 5 (@ = 1)°
On en déduit : xEIJrnoo fn(z) = +00. -
: fa(1) <O.
0 42n
e —1
0) = dt =0
0= [ 5
fn(0) =0
o En question 13., on a démontré que f, est strictement décroissante sur [0, 1].
Comme 1 > 0, on en déduit f,(1) < f,(0) =0.
0

14
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17. Démontrer que 'équation f,(x) = 0 admet une unique solution strictement positive, et que cette
solution est strictement supérieure a 1.
On note x,, cette solution.

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord : f,(0) = 0.

L’équation f,(z) = 0 admet pour solution x = 0.

o Siz €]0,1], alors, par stricte décroissance de f,, sur cet intervalle, on a : f,(z) < f,(0) = 0.

Ainsi, ’équation f,,(z) = 0 n’admet pas de solution sur I'intervalle |0, 1].

« Il reste a traiter le cas de l'intervalle |1, 4+o0].
La fonction f, est :

x continue sur |1, 400,

x strictement croissante sur |1, 4o00].

Ainsi f,, réalise une bijection de |1, +o0[ sur f,(]1,4+00[). Or :

fa(l+ool) = |l fu@), T fa@)| = 1fa(1), o0l

T——+00

Comme f,(1) <0,0on a:0¢€]f,(1),4o0[.

Ainsi, I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution sur |1, 4+o00[, notée x,.

Finalement, I’équation f,(z) = 0 admet exactement 2 solutions sur [0, 4+oco[ : z =0 et
xr = x, > 1, seule solution strictement positive.

Commentaire N

o Il est important dans cette question d’avoir parfaitement en téte toutes les hypothéses
du théoréme de la bijection. En particulier, la fonction f doit étre strictement mo-
notone sur l'intervalle considéré.

o On ne pouvait donc pas appliquer le théoréme de la bijection directement sur 'inter-
valle ]0, 400, mais il fallait découper cet intervalle en plusieurs sous-intervalles sur
lesquels f est strictement monotone (ici |0, 1[ et |1, +-00]).

15



PCSI 5 octobre 2024
Mathématiques

Partie B : Etude d’une suite implicite

On étudie dans cette partie le comportement de la suite (x,), ol pour tout entier naturel n non nul,
x,, est I'unique solution strictement positive de I’équation : f,(z) = 0.
On admettra :

2n + 2
Y N*, >
el I 25
18. Soit z € R;. Démontrer :
Vn €N, fuii(@) - fula) = o2 (S 1
It " n+2 2n+1
Démonstration.
Soit n € N*,
T 752(71—}—1) -1 T t2n -1
= - LA dt
fni1(@) = fal@) /0 t+1 /0 t1
[T B tn — ¥ it (par linéarité
—Jo t+1 t+1 de Uintégration)

x t2n
/ ) gt
0 t+1

x t2n t—l
/ LA,

/ 2l gy / 2 g (par linéarité
0

de lintégration)

[en]

o

T x

2n+2 1 (2n+1
2n+2 2n+ 1 .
= —— [*t? ] b [ 12041 ]”“’
2n+2 o 2n+1 0
— 1 x2n+2 _ 1 l‘2n+1
— m.2n+1 L _ 1
n+2 2n+1
Vr € R+ Vn € N* f +1(,q;) _ f (x> — x2n+1 x _ 1
’ " " M2 onil -

16



PCSI 5 octobre 2024
Mathématiques

2 2
19. a) Montrer : Vn € N*, Vx > %, fot1(x) = ful(z).

Démonstration.

Soit n € N* et soit z >
2n + 2
2n+1

Ainsi, le signe de fr+1(x) — fn(x) est celui de

2n+ 2
on+1"
> 0 alors 22"+ > 0.

Comme z >

1
Mm+2 m+1

x 1
— P
2n+2 2n+1

fot1(z) = falz) >0

T 1
=
2n + 2 2n+1

S 2n + 2

e (car2n+2>0)

La derniére proposition étant vérifiée, il en est de méme de la premiére.

2n + 2

On a bien : Vn € N*, Vo > ——
2n+1

) fn-i—l(x) > fn(x> ]

b) En déduire : Vn € N*| f,11(x,) > 0.

Démonstration.
2n+ 2

2n+1°
- . 2n +2 .
On peut donc utiliser la propriété précédente pour x = z,, > 1 On obtient :
n

Soit n € N*. D’aprés ’énoncé : z,, >

frnt1 (xn) > fn(xn)

0 (par définition de x,)

On a bien : Vn € N*, f,11(zy,) = 0.

¢) Montrer alors que la suite (z,,) est décroissante, puis qu’elle est convergente.
Démonstration.

Soit n € N*,

« Par définition de x,,41, on a : fry1(zpt1) = 0. Ainsi, d’aprés la question précedente :

fr+1(zn) = fnr1(@ns1)

o De plus, on sait :
x xTp > 1et xpyp1 > 1 d’aprés la question 17.
x la fonction f,11 réalise une bijection de |1, +oo[ sur | f,(1), +o0l.

La réciproque de cette bijection, définie de ] fy, (1), +oo[ sur |1, +oo] est strictement croissante
car de méme monotonie que f, 41 sur |1, +o00[. En Pappliquant de part et d’autre de I'inégalité :

Ty 2 Tpil

On en conclut : Vn € N*| x,, > x,,41. La suite (z,,) est donc décroissante.
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20. a)

« La suite (x,) est :
x décroissante,
x minorée par 1 (par définition, pour tout n > 1 : x, > 1).
Elle est donc convergente vers une limite £ > 1.

La suite (z,,) est convergente.

Commentaire \

« La Partie B consiste en ’étude de la suite (z,,). On parle ici de « suite implicite » car on n’a
pas acceés a la définition explicite de la suite (x,) mais simplement & la propriété qui permet
de définir chacun de ses termes, & savoir :

Pour tout n € N*, x,, est 'unique solution strictement positive de l’équation

fa(z) =0

On comprend alors que ’étude de (x,) va passer par 1’étude des propriétés de la fonction f,.

« De cette définition, on tire la propriété : | Ym € N*| f,(xn) =0

Cette propriété est au coeur de l'étude de la suite implicite (x,).
On l'utilise en 19.b) pour m =n et en 19.¢) pour m =n + 1.

o Comme la suite (x,) est définie de maniére implicite, on n’étudie pas la monotonie de (zy,)
a aide de la différence x,,+1 — x. Il est par contre trés classique de passer par l'inégalité :

frnt1 (mn) = fat1 (ajn-l—l)

et de conclure : x, > x,41 al’aide d’une propriété de fy1. 0

\. J

Démontrer que pour tout entier n > 1 : —In(2) < f(1) < 0.

Démonstration.
Soit n > 1.

« D’apreés la question 16., on a : f,(1) <O0.
On a bien : f,(1) < 0.

e SoOit t € [0, 1]
Alors 0 < t < 1
) de la fonction
M mo < q2n (par croissance
done ! - ! élévation o la puissance 2n)
ainsi -1 < -1 < 0
1 t27’L _ 1

dlodr  — < <0 t+1>0

b o —— (car t + )

Par croissance de I'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < 1) :

1 42n 1
t*" —1 -1
/ a > / —dt
0 t+1 o t+1

[—In(jt+1]) ]

C = —(In(2) - )

On a bien : Vn > 1, —In(2) < fr(1). 0

18
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b) A I'aide de l'inégalité démontrée a la question 15.b) de la partie A, montrer alors :

2 In(2)

VneN* 0<x,—1<
Quelle est la limite de x, lorsque n tend vers +o0o0?

Démonstration.
Soit n € N*,

« Tout d’abord, par définition (question 17.), on a : x,, > 1.

On a bien : ¢z, — 1 > 0.

« En apppliquant le résultat de la 15.b) en z = x, > 1, on obtient :

n n d’apres la
> — ~1)2 > _ _ _1)\2 ( 74
Ju(@n) 2 fu(1)+ 2 (zn —1)7 > In(2) + 2 (2n —1) question précédente)

Or, par définition de x,, on a : f,(x,) = 0. On en déduit, en réordonnant :

g(xn —1)?2 < In(2)
2 2 2
donc (xn, — 1) < = In(2) (car =>0)
n
5 : .
ainsi @ =12 < /2 ) (pm." croissance de la fonction
n racine sur [0,4o00[)
2 In(2
d’ou |zy, — 1] < ﬁ
n
2 In(2
Finalement, comme xz,, — 1 > 0, on obtient bien : x, — 1 < ul )
n

e On vient de démontrer, pour tout n € N* :

2 In(2
0 <an—1< /222
n
Or:
x lim 0=0,
n—-+0oo
2 In(2
« lim n@ _
n—-+4oo n
Par théoréme d’encadrement, on en conclut : lim =z, —1=0.
n—-+oo

On en conclut finalement : lim x, = 1.
n——+0o

Commentaire

« Encore une fois, c’est la propriété de définition des termes de la suite (x,) qui est utilisée
ici. C’est logique puisqu’on ne connait pas d’expression explicite des termes de (z;,).

o La présence de la quantification « Vn € N* » peut faire penser & utiliser une récurrence.
Ce type de raisonnement nécessite l’existence d’une propriété liant les termes de rangs
successifs afin pouvoir mettre en ceuvre ’étape d’hérédité. C’est pourquoi la récurrence est
loutil de base de démonstration des propriétés des suites récurrentes d’ordre 1 (le terme
au rang n + 1 s’exprime directement en fonction du terme au rang n). L'utilisation est plus
rare dans le cas des suites implicites. -

.

19



PCSI
Mathématiques

5 octobre 2024

Probléme 11

Partie A : Fonction tangente hyperbolique

On note th, la fonction tangente hyperbolique, définie sur R par :

et —e 7T

th:z— ——
el 4 e~ 7

21. (x) Démontrer que la fonction th est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

Démonstration.

N

o La fonction th est dérivable sur R car elle est le quotient th = == de :

2

x fi1:x+—e® —e % qui est dérivable sur R,

x forx—e¥+e " qui:

- est dérivable sur R,

- NE S?ANNULE PAS sur R.

e Soit x € R.

th'(z)

La fonction th est dérivable sur R.

(¢ — (e ™) (" +e7%) — (¢ — ") (¢ — )

(em +e—$)2
(ex 4 e—x)2 _ (ea: _ e—ac)Q
(ex _|_e—x)2
(& +e7 ™) — (e —e™®)) ((e" +277) + (e” — &77))
(ex +ef:t:)2
277 x 2e"
4 2\’
th' : 2z 1 5
(Ch(ﬂs)) n

22. (x) Déterminer la parité de th.

Démonstration.

o L’intervalle R est bien symétrique par rapport & 0.

o Soit x e R.

th(—z) =

xZ T

e — e (-2) e T —e e? —e”

) T ewr e T wgew — th(@)
e T +e e T +4+e e’ +e

La fonction th est donc impaire.
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23. Dresser le tableau de variations complet de th. On justifiera les valeurs des limites qui y apparaissent.

Démonstration.
o D’apreés la question 21. :

VeeR, th'(z) = — > 0

« On obtient le tableau de variations suivant.

T —00 “+00

Signe de th'(x) +

Variations de th /

« Détaillons les éléments de ce tableau.

x Soit x € R. ) )
T __ - 1—e 22 1—e 22
th(z) = et —e" e (1—e ") _ e
et +e 7 (14 e 2%) 14e 20
Or: lim e 2 =0.
T—r—+00
. . 1
Ainsi: lim th(z)=-=1
z—+00 1
x Soit x € R. (2 )
T _ T _ | T _q
th(z) = e’ —e _ (e ) _ e

et ;o2 ny(eln + 1) e2x +1

Or: lim e** =0.
Tr—r—00

Ainsi : xglym th(z) = I = —1. .

24. (%) Tracer I'allure de la courbe représentative de la fonction th.

Démonstration.
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L’équation de la tangente a la courbe représentative de th au point d’abscisse 0 est :
y = th(0)+ th'(0) (x —0)
= 0+1xx

= X

Commentaire \

On s’efforcera de faire les questions de tracé de courbe.

En effet, ce type de question counsiste uniquement & faire apparaitre sur un graphique
toutes les informations qu’on a recueillies dans les questions précédentes. D’ailleurs, il ne
faut pas oublier de faire apparaitre les tangentes horizontales et les points d’inflexion si
on les a déterminés auparavant. -

\

25. (x) Justifier que la fonction th réalise une bijection de R sur un ensemble qu’on déterminera.

Démonstration.
La fonction th est :

x continue (car dérivable) sur R,
x strictement croissante sur R, d’aprés 23.
Elle réalise donc une bijection de ] — 0o, 00| sur th (] — 0o, +-00[ ) avec :

th (] — o0, +00[) = } lim th(z), lim th(a:)[ =]-1,1] (d’aprés 23.)

T——00 T—+00

‘ La fonction th réalise une bijection de R sur | — 1, 1]. ‘ -

26. Montrer que la bijection réciproque de la fonction th, notée th™!, vérifie :

1 1
Vee]-1,1, th™z) = 21n<1t§>

Démonstration.
On note ¢ la fonction définie par :

g : |-11 — R

Soit x € | — 1,1].

Or :

x d’une part :
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x d’autre part :

exp (

On en déduit :

—g(z))

(thog)(z)

On sait alors que :

2
1+ac . 11—z
( \/ 1+:c>

Itz _ 9 &@_’_
1—x 1~ 14T 1+x
14 11—z
—x 1+x

A+z)?-21+z)(1—2)+ (1 —x)?
(1 —=7)
(Lto)? — (1)

(=27
(1+2¢ +2%) =201 —2%) + (1 — 27 + 2?)
(X 422+ 27) — (1 — 22 + 2%)

2422224242
4x

4t
Az

= X

x la fonction th est bijective de R sur | — 1,1[ d’apres 25.,

x d’apres ce qui précede : thog =idj_y q|.

On en déduit que g est la bijection réciproque de th. On peut donc la noter th™*.

1 1
Ainsi : Vo € ] - 1,1[, th™}(z) = ln< —i—w).

2 1—=x
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Commentaire \

Il faut lire I’énoncé avec attention. La formulation de la question oriente quant & la démarche
a suivre pour conclure.
o Pour répondre & la question « démontrer que f est bijective et que sa bijection réciproque
est f~lix e h(z)» -

1) on note g : x + h(x). On prendra garde & ne pas utiliser la notation f~! car on ne sait
pas encore & ce stade que la fonction g est bien la bijection réciproque de f.

2) on démontre : f o g =id.
3) on démontre : go f = id. On s’est passé dans cette question de ce 3™ point car on savait
déja que la fonction th était bijective.

On peut ensuite conclure que la fonction f est bijective de bijection réciproque g.
Dou: f~' =g.

o Pour répondre 4 la question « démontrer que f est bijective et déterminer sa bijection
réciproque » :

1) on résout ’équation y = f(z) d’inconnue z. On obtient, :
y=f@) - z=g@)
2) comme cette équation admet une unique solution, on en déduit que f est bijective de

bijection réciproque g.

{ C

27. Déterminer le domaine de dérivabilité et la dérivée de th™L.

Démonstration.

La fonction th est :

x dérivable sur R, d’aprés 21.,

x bijective de R sur | — 1, 1], d’apres 25.,

1
x telle que : Vo € R, th'(z) = ————— # 0 (d’apres 23.).

(ch(az))

On en déduit que th™! est dérivable sur | — 1, 1[ et, pour tout z € | —1,1[ :

1
(th’ o th™1)(2)

1
1

(ch(th_l(x))>2
(

ch (th~!(x)) )

_ <exp (th™ (@) +exp (— th_l(m’)))z (par définition de ch)

(th™")'(2)

2

2

2
\/1 +x N \/1 —x
1—x 1+ (d’aprés les calculs de la
4

question précédente)
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On obtient :

(th™) (@) =

=
+

1+=x 9 1+ x /1—$+1—:1:
l1—=z l—-azV1+2x 1+4+=x

Il
| =
I/~
==
||+
SHRS
_|_
o
I\
5
| =
+ | |
SRS
N———

Il
| =
I/~
=] =
||+

8
_l’_

)
_l’_
=] =
+ ||

8
N——

[

y 1+2)?2+2(1+2)(1—2)+ (1 —x)?
(1—2)(1+x)

1+26 +224+2(1 —2%) +1— 27 + 22
4(1—2z)(1+2)

2+ 247 4+ 2 — 247

4(1—2)(1+=x)

A
A(1—z)(1+2)

La fonction th™! est dérivable sur | —1,1] et :

1y 1
Ve e]—1,1], (thl)(x):m. -

Partie B : Fonction sigmoide
Soit A € R un paramétre fixé. On définit la fonction fy par :

1

T ————
faze 1+e A2

28. Déterminer le domaine de dérivabilité de fy et calculer sa dérivée.

Démonstration.
1
o La fonction f) est dérivable sur R car elle est I'inverse fy = 7 de :
x h:ix—14+e ™ qui:

- est dérivable sur R,
- NE S’ANNULE PAS sur R.

La fonction f) est dérivable sur R.

e Soit x € R.
(—\)e A Ae ®

\(z) = _(1+e_,\$)2 = (1+e o2

Ae—Az

’
f’\'xH(l—i—e—)‘ﬂﬁ)Q -
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29. En déduire le sens de variation de fy et calculer les limites de fy en +00 et en —oco (on distinguera

trois cas).
Démonstration.
Trois cas se présentent.
«SiA>0
x Soit x € R. D’aprés la question précédente :
A ef)\m
/
) = ———= > 0
f/\( ) (1+e_>\$)2
x On obtient le tableau de variations suivant :
z —00 +00
Signe de f}(z) +
1
Variations de fy /
0

x Détaillons les éléments de ce tableau.

- Ensuite, comme A > 0: lim —\xz = +oo. Ainsi, par composition de limites : lim e ** = +o0.
Tr—r—00 T—r—00

On en déduit : lim — = 0. D’ou :
z——0c0 1 + e AT

- Enfin, comme A > 0: lim —\z = —oo. Ainsi, par composition de limites: lim e % = 0.
T—+00 z—+00
1
On en déduit : lim —— = 1. D’ou:

r5+oo 1 4 e~ AT

lim fy(z) =1

T—-+00

e S5i A =0, alors, pour tout z € R :

1 1 1

o) = Trcee = 741~ 3

1
Si A =0, la fonction f) est constante égale & R

¢ SiA<O
x Soit x € R. D’aprés la question précédente :
A e—/\x
/ _
R = ey <
x On obtient le tableau de variations suivant :
x —00 —+00

Signe de fi(z) -

Variations de fj \
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x Détaillons les éléments de ce tableau.

- Tout d’abord, comme A < 0 : lim — Ax = —oo. Ainsi, par composition de limites :
T—r—00
1
lim e *® =0. On en déduit : lim ——, = L Dou:
T—>—00 z——00 1 + e AT
lim fy(z) =1
T——00

Ax

- Enfin,comme A < 0: lim —Ax = 4o00. Ainsi, par composition de limites: lim e "% = 4o0.
z—>+00 T—+00
1
On en déduit : lim —— = 0. D’ou:
z400 1 + e~ A%
O
30. Démontrer : - \
x
Ve € R = —+ - th|—
Démonstration.
Soit « € R. Par définition de th :
L1 Ay 1+1Xe%””—e—¥
2 2 2 227 AL N
1 o (1—e )
= — —|— — X i
5 (14 e—Ae)
U e A"
2 2(14 e
14T 41—
2(14e27)
2
= Frery N
1 1 Az
Final t:VereR ==+ = th{—).
inalement : Vz , () 5 + 5 ( 5 ) -
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Partie C : Equation différentielle

Soit A € R. On appelle équation différentielle une équation faisant intervenir une fonction et ses dérivées
et dont les éventuelles solutions sont des fonctions. Le but de cette partie est de résoudre I’équation
différentielle d’inconnue f avec une condition initiale :

fr=xr0-1)
. 1 (E)
70) = 3
On admettra qu'une solution de cette équation est définie sur R et ne s’annule pas sur R.
1
31. Soit f une fonction définie sur R et ne s’annulant pas sur R. On pose g : © — m -1
x
Montrer que la fonction f est solution de (F) si et seulement si g est solution de :
g +Ag=0
(E')
9(0) =1
Démonstration.

On procéde par double implication.

(=) Supposons que f est solution de (E).
Démontrons que g est solution de (E’).

« Tout d’abord, comme f est solution de (E), alors f est dérivable sur R. On en déduit que la
1
f(x)

- est dérivable sur R,
- NE S’ANNULE PAS sur R.

fonction z +— est dérivable sur R car elle est Iinverse de la fonction f qui :

Ainsi, la fonction g est dérivable sur R.

e Soit x € R.

On en déduit :

J@) +Ag(x) = — +A <_1>

1
= + A — X (car f est solution de (F))
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1
« Enfin, comme f est solution de (E), alors : f(0) = 7 Ainsi :

D'ou : g(0) = 1.

Finalement, si f est solution de (E), alors g est solution de (E’).

(<) Supposons que g est solution de (E').
Démontrons que f est solution de (E).
« Tout d’abord, pour tout x € R :
1

g(z) = @)~ 1
donc g(z)+1 = .
f(x)
dot  — = f(a)
g9(x) +1
Notons que la fonction f est ainsi bien définie. En effet, pour tout z € R :
1 1

Cette derniére assertion est fausse. Par raisonnement par équivalence, la premiére aussi.
Autrement dit :
VeeR, gx)+1 # 0

« Ensuite, comme g est solution de (E’), alors la fonction g est dérivable sur R. On en déduit
1
que la fonction f est dérivable sur R car elle est l'inverse f = 7 ouh:xw g(z)+1:

x est dérivable sur R, car la fonction g lest,
x NE S?ANNULE PAS sur R, d’aprés ce qui précéde.

La fonction f est dérivable sur R.

e Soit z € R. /(z)
ey~ 9@
F@) (9(x) +1)°
_ _w (car g est solution de (E'))
_ o, 9@
(9(x) +1)*
Par ailleurs : 1 1
Af@) (1= f(z) = A g(z) +1 ( - g(w)+1>
! glo) + ¥ — ¥
glz)+1 " g(z)+1
_ g9(z)
(9(x) +1)*

On obtient : f' =X f(1— f).
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« Enfin, comme g est solution de (E’), alors : g(0) = 1. Ainsi :

Finalement, si g est solution de (E’), alors f est solution de (FE).

On en conclut que f est solution de (E) si et seulement si g est solution de (E').

32. Montrer que g est solution de 'équation (E’) si et seulement si g est la fonction :

e M

On pourra étudier la fonction h : x — % g(x).

Démonstration.
On proceéde par double implication.

(=) Supposons que g est solution de (E').

Démontrons que g est la fonction = — e %,

x On commence par étudier la fonction h suggérée par ’énoncé.
Comme g est solution de (E’), alors cette fonction est dérivable sur R. Ainsi, la fonction h
est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R.

x Soit = € R.
W(z) = Xe*® x g(x)+er® x ¢/()
— (Ag(@)+g(@)
= 0xel® (car g est solution de (E'))
=0
« On a démontré que la fonction A’ est nulle sur R. On en déduit que la fonction h est constante
sur R.
Puisque la fonction h est constante sur R, elle est en particulier constante égale & sa valeur

en 0. Or :
h(0) = M0 g(0) = g(0) = 1 (car g solution de (E'))

On en déduit : g : z +— e 2.

Finalement, si g est solution de (E’), alors g est la fonction z +— e *?.
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(<) Supposons que g est la fonction z — e™*%.

Démontrons que g est solution de (E').
x Tout d’abord, la fonction g est bien dérivable sur R en tant que composée de fonctions
dérivables sur des intervalles adéquats.
x Soit x € R.
g @)+ Aglz) = —Xe T+ Xe™?® =0
Ainsi : ¢’ + Ag = Opmp)-
« Enfin : g(0) =e 0 =0 =1.

Finalement, si g est la fonction z +— e=**, alors ¢ est solution de (E').

On en conclut que g est solution de (E’) si et seulement si g est la fonction x +— e AT 0
83. A l'aide de la partie précédente, résoudre complétement I'équation (E).
Démonstration.
On remarque :
[ solution de (E) < g solution de (E’) (d’aprés 31.)
& grxe (d’aprés 32.)
1 (par relation entre [ et g
© fiae | déterminée en 31.)
1 1 A
& fize -+ = th AL (d’apres 30.)
2 2 2
.. . ) 1 1 Ax
On en conclut que 'unique solution de (F) est la fonction x — 5 + 3 th - ) 0

Les fonctions sigmoides modélisent ’évolution du pH en fonction de la quantité de solution introduite
dans le mélange lors d’un titrage acido-basique.
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