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DS4

A On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Elles sont au nombre
de 5. Dans le cas contraire, la note finale se verra divisée par 2.

Exercice 1 : Cours

1. Résoudre I'équation différentielle suivante sur R :

;1 x
x” 1422

2. (%) Résoudre I’équation différentielle suivante sur R :
V' +y +2y = (Ey)

3. On note E 'ensemble des fonctions bornées.
Pour tout f € E, on note : Ay = {|f(z)| | € [0,1]}.
Pour tout f € E, on note : || f|lec = sup |f(z)| = sup(Ay).

z€[0,1]
a) Que signifie || - ||oo est une norme sur E 7
b) Démontrer que || - |00 est homogeéne.

4. Montrer que la fonction f : z — /22 + 2 est continue sur R.

Exercice 2

On consideére la suite (uy,)nen définie par : ugp = a > 0 et la relation de récurrence :
Vn €N, upt1 = uy +ufl
5. (%) En utilisant sa monotonie, étudier la convergence de la suite (uy,).

. 1
6. On pose, pour tout entier naturel n : v, = o In(up,).

1 1
a) Prouver : V(n,p) € N2, 0 < Upipi1 — Unip < onipL In (1 + Un>

b) En déduire que pour tous entiers naturels k et n :

1
0<Un+k+1_vn<2nln<l+un>

¢) En utilisant sa monotonie, montrer que la suite (v,) converge vers une limite L que on ne
cherchera pas & calculer.

7. On pose alors pour tout entier naturel n : ¢, = e L. Démontrer : u, ~ tp.

n—+oco
8. On pose alors pour tout entier naturel n : s, = t,, — uy.

a) Trouver une relation entre sp41, Sy et uy.

b) Prouver que la suite (s,) est bornée.

¢) Montrer qu’il existe un réel b tel que : u, =t, +b+ o (1).

n——+oo
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Probléme 1

On convient que, pour tout réel z, on a : 2% = 1.

9. (*) Pour tout n de N, justifier Pexistence des intégrales :

1 n 1 n
€T €T
I, = ——d t J, = d
" /0 (Itap2 ™ & /0 1+z

10. (x) Calculer I et I;.

11. a) Pour tout n de N, calculer I, 90 + 2 I,,41 + 1.
b) En déduire Is.

c¢) Compléter le script Python suivant pour qu'il permette le calcul de I,, (dans la variable b) et
son affichage pour une valeur de n entrée par I'utilisateur.

1 import numpy as np

2

3 def valeur_In(n)

4 a=1/2

5 b = np.log(2) - 1/2
6 for k in (2,n+1)
7 aux = a

8 a = ------

9 = ______

10 return b

1
n+1

12. a) Démontrer : Vn € N, 0 < I, <

b) En déduire que la suite (I,,) est convergente et donner sa limite.

. 1
13. (%) Etablir, a I'aide d’une intégration par parties : Vn € N* [, =nJ,_1 — 5

14. a) Calculer Jy puis exprimer, pour tout entier naturel n, J, + J,+1, en fonction de n.

b) En déduire la valeur de Jj.

15. En utilisant les questions 13 et 14, compléter le script Python suivant afin qu’il permette le calcul
de I, pour une valeur de n entrée par l'utilisateur.

1 def valeur_In_2(n)

2 J = np.log(2)

3 for k in (1,n)
4 = o ___

5 = o __

6 return I

16. Etablir : ¥n € N*, J, = (—1)» <ln(2) S (_1)H>
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17. a) Utiliser les questions 12b et 13 pour déterminer la valeur de lirJrrl Jn.
n—-+0o0o

. o (3 (DM
b) En déduire la nature de la suite | > ~—————

1 ) ainsi que la valeur de sa limite.
k=1 n=1

=

1
¢) Utiliser la question 13 pour déterminer un équivalent de J,, du type —, avec a > 0, lorsque n
an

est au voisinage de +o00.

n (—1)!
18. Pour tout n de N*) on pose : u, =1In(2) — > ———.
j=1 J

a) Déduire des questions précédentes un équivalent de u, lorsque n est au voisinage de 4o0.

o (& CVF
b) Montrer que la suite | > ~——

est convergente.
k=1 2k ) >1

n
19. On se propose de montrer que la suite <Z uk> est convergente.
k=1 n>1
n
Pour tout entier naturel » non nul, on pose : S, = > uy.
k=1

a) Justifier que, pour tout entier naturel k non nul, on a : u, = (k + 1) upr1 — kug + (—1)F.

b) En déduire I’égalité suivante :

1
VneN*, S, = (n+1)un+1—u1—§(1—(—1)")
. . 1
¢) Démontrer alors : lim So, = lim Sg,+1 = = —In(2). Conclure.
n—-+o00 n—-+o00 2

Probléme 11

L’objet de ce probléme est d’étudier les éventuelles solutions de ’équation :
In(z) = ax (a)

oll a € R est fixé et x > 0 est 'inconnue.

Partie I. Etude de ’équation (E,)
20. On se fixe, dans cette question, un réel a quelconque.
a) Montrer que si a € | — 00, 0], 'équation (E,) admet une unique solution « € 0, 1].

b) Montrer que si a € |0, 1, I'équation (FE,) admet exactement deux solutions « et 3 vérifiant
a€llelet B € e, +oo.
¢) Montrer que si a = 1, 'équation (E,) admet une unique solution dont on donnera la valeur.

e’

d) Montrer que si a > %, I'équation (F,) n’admet pas de solution.

21. Nluster sur quatre graphiques différents les cas ot a € | —00,0],a € |0, 5[, a = 3 et a > ¢ (on
représentera la fonction logarithme ainsi que la droite d’équation y = ax ).
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Partie II. Etude d’une équation fonctionnelle

Dans cette partie on s’intéresse & I’étude de I’équation fonctionnelle :

2
V(z,y) €R%, o(z +y) = (x)ely)  (R)
ou 'inconnue est une fonction ¢ continue sur R.
22. Montrer qu’il existe exactement deux fonctions constantes sur R, que 1’on précisera, solutions de (R).
23. Soit ¢ une solution de (R). Démontrer :

e(0)=0 < VreR, p(x)=0

24. Soit ¢ une solution de (R) vérifiant ¢(0) # 0.

a) Donner la valeur de ¢(0) et montrer que : Vo € R, ¢(x) > 0.
b) Montrer :
Vn € Z,Vx € R, ¢o(nx) = (p(z))"

e = (o (2))

d) Déduire des questions précédentes :

¢) Montrer :

n

Yinm) € Zx N, ¢ () = (o(1))

3z

e) Soit x € R. Montrer que la suite (xy), oy, définie par x, = [10"z] 10™" pour tout n € N,
converge vers x ( |-] désignant la fonction partie entiére).

f) Conclure :
Vz € R, ¢(z) = (p(1))”

Partie III. Etude d’une suite de polynémes

On considére pour la suite de ce probléme la suite de polynomes (FP,), .y définie par Py = 1 et, pour
neN*: )
Pp(X) = S X(X +n)"!
n!
25. a) Expliciter les polynémes P; et Ps.
b) Donner la valeur de P, (0) pour tout n € N.

26. Montrer :
Vn e N*,Vz € R, P/(z) = P,_1(z + 1).
27. En déduire :

Vn € N,V(l‘,y) € RQ, Pn(x + y) = Z Pk(x)Pn—k(y)
k=0

(on pourra procéder par récurrence sur N ).




