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On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Elles sont au nombre
de 5. Dans le cas contraire, la note finale se verra divisée par 2.

Exercice 1 : Cours

1. Résoudre I'équation différentielle suivante sur R :

P x
Y :Uy_ 1+ 22

(Er)

Démonstration.

« On commence par résoudre son équation homogéne (Hp) associée a (Ej).

x L’équation (Hjp) est une équation différentielle homogeéne d’ordre 1.

1
x Une primitive de z — —= est z — —In (|z|).
x

L’ensemble des solutions de (Hp) est donc :

{x — Ael (I«1) | A e R} = {z— Az | )eR} (car on résout (Hy) sur RY)

« On cherche ensuite une solution particuliére de (E7).
On applique la méthode de variation de la constante.
Soit A une fonction dérivable sur R . On note alors h : x — A(z) x.

x La fonction h est dérivable sur R% en tant que produit de fonctions dérivables sur R .

x De plus :

On en déduit que la fonction A cherchée peut étre choisie parmi les primitives de z

h solution de (E1) & Vax eRY, h(z) — — h(z) =

1
& VzeR%, )\/(Iﬁ)XiU—F)\(ZE)X].—;)\(IE)Z:

& Ve eRL, zXN(z)+ Mr) — M) =

. z
& VreR ,Z)\/(x):1+m2
& VoeR:, N(z)= —

’ 1+ a2

La fonction A : x — arctan(z) convient.

1422

Ainsi la fonction h : x — x arctan(z) est une solution particuliére de (Ey).

L’ensemble des solutions de (F7) sur R% est donc :
{z — x arctan(z) + Az | A € R}
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2. (x) Résoudre l'équation différentielle suivante sur R :
y// _|_ y/ _|_ 2y — eCE (EZ)

Démonstration.
« On commence par résoudre I’équation homogéne (Hz) associée & (Es).

x C’est une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 & coeflicients constants.

x On cherche donc les racines du polynome Q(X) = X2 + X + 2.
On note A le discriminant de ce polynome.

A =12-4x1%x2 = -7<0

Les racines de @) sont donc :

—1+iV7 -

rn = ——(—— et T = T1
2

L’ensemble des solutions de (Hz) est donc :

{zr—X\ e 2! cos (? t> +Xe 2 bsin (\f t) | (M1, \2) € R%}

« On cherche ensuite une solution particuliére de (F3). On note :

h : R R

%
— e®

=

T

La fonction h est une solution particuliére de (Fs). En effet :

x la fonction h est deux fois dérivable sur R.
x pour tout x € R :

1 1 1
'(z) + 1 (x) +2h(x) = Zex+1ex+2xzem =&’

1
La fonction = — 1 e” est solution de (E»).

L’ensemble des solutions de (Es2) est donc :

1 7 7
{z — 1 e + e 2% cos <\2[ t) + Xge 2 tsin <\2[ t) | (M1, \2) € R%}

D=

Commentaire

« Il existe beaucoup de solutions particuliéres de (E2) (une infinité non dénombrable plus
précisément). Il suffit simplement d’en exhiber une. La recherche d’une solution particulére
h peut donc s’effectuer au brouilon. On rédigera sur la copie seulement la démonstration
que la fonction h est bien solution de (Es).
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3.

Commentaire

o Détaillons 'obtention de la fonction h.
Comume le second membre de (E2) est x — e” et que 1 n’est pas racine du polynome @, on
cherche une solution de (E2) sous la forme = — ae”.
Soit a € R. On note alors h : z — ae”.

x La fonction h est deux fois dérivable sur R.
Soit « € R.
h'(z) = ae” et h'(z) = ae®

x On obtient :
h solution de (E3) < VzeR, h'(z)+ W' (x)+2h(z) =€"

& Ve eR, ae®+ae®+2ae” =e€”

& Ve eR, 4da & =¥ (car : Yz € R, € #0)
& 4da=1
- 1

“Ta

1
Ainsi la fonction A : x — 1 e” est solution de (E3).

On note F ’ensemble des fonctions bornées.
Pour tout f € E, on note : Ay = {|f(z)| | € [0,1]}.
Pour tout f € E, on note : || f|lcc = sup ‘f(x)’ = sup(Ay).

z€[0,1]
a) Que signifie || - || est une norme sur E 7
Démonstration.
L’application || - ||oo est une norme sur E car elle vérifie les propriétés suivantes :

1) Séparation :
Vi€E, |[fllo=0 & f=0gou

2) Homogénéité :
VAER, VfeE, [A-floo = [AIX[flloo

3) Inégalité triangulaire :

V(f.9) € B2 If +allee < IIflloo + llgllos

b) Démontrer que || - |00 est homogéne.

Démonstration.

« Tout d’abord, remarquons que, pour tout f € F, la quantité || f||o est bien définie.
En effet, comme f est bornée, alors | f| est majorée. Ainsi lensemble Ay = {|f(z)| | z € [0,1]}
est non vide et majoré. On en déduit que sup(Ay) existe.
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o Soit A € R. Soit f € F.
On commence par remarquer que A - f € E. Ainsi ||\ - f||s est bien définie.
Deux cas se présentent.
x Si A =0, alors :
x d'une part : [|0- f|lco = ||Ogro.11|| = 0 (d’apres 1.)
x d’autre part : |0] X || f]lco = 0.
L’égalité souhaitée est donc vraie pour A = 0.
x Si A # 0. Soit z € [0, 1]. On remarque tout d’abord :

A f@)] = N x|f@)] ()

On procéde ensuite par double inégalité.

(<) Le réel || f]|oo est un majorant de Ay. Ainsi, pour tout = € [0,1] :

[f@)] < [Iflles

Comme |A| > 0, on en déduit :

N[> | f@)] < I 1 lloo
A x f(x)|
D’ou :
vz e 0,1, |(A- )] < A flloo

Ainsi, |A| || f]lco est un majorant de Ajy.¢.
Or ||A- f]lo est le plus petit des majorants de Ay.f.

On en conclut : |[A- flloo < A flloo

(=) Leréel ||A- f|loo est un majorant de Ay.;. Ainsi, pour tout z € [0,1] :

(A H@)] < A flls

A [f@)] = [xx f(z)|

Comme |A| > 0, on en déduit :

1
Ve e [0,1], [f(z)| < B 1A flloo
o] .
Ainsi, B A« flloc est un majorant de Ay.
Or ||f|lo est le plus petit des majorants de Ay. On en conclut :
fle < o -1

Comme |A| > 0, on obtient : |A| X || flloo < [|A flloo-

L’application || - || est homogeéne.
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4. Montrer que la fonction f : x — Va2 + 2 est continue sur R.

Démonstration.
La fonction f est continue sur R, car elle est la composée f = fo o f1 de:

o fiix— 22 +2quiest :
x continue sur R, en tant que fonction polynomiale,
x telle que : f1(R) C Ry,

o fo:x— /T qui est continue sur R,.

La fonction f est continue sur R.
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Exercice 2 (E3A PSI 2019)

On considére la suite (uy,)nen définie par : ugp = a > 0 et la relation de récurrence :

Vn €N, upt1 = uy —|—u%
5. (*) En utilisant sa monotonie, étudier la convergence de la suite (uy,).

Démonstration.

. SOlt n e N.
Par définition de uyqq :

Up4+1 — Up = (%"’_ui)_% = u727, = 0

La suite (u,) est donc croissante.

« Démontrons que la suite (u,) n’est pas majorée.
On procéde par 'absurde.
Supposons que la suite (u,) est majorée.

x La suite (uy,) est alors :
- croissante d’aprés ce qui précéde,
- majorée.
Elle converge donc vers une limite £.

x De plus, pour tout n € N :

Uptl = Up + U%
i i 1
I I X
8 l 8 l 8 l

¢ = ¢ + 2

On en déduit : £2 = 0. D’ou, par injectivité de x — 2% sur Ry : £ = 0.
x Or, comme la suite (u,) est croissante, pour tout n € N :

U, = Ug = @

Ainsi, par compatibilité de la limite avec 'ordre : £ > a.
On en déduit, par transitivité : £ > a > 0.

Absurde!

On en conclut que la suite (u,) n’est pas majorée.

« La suite (u,) est donc :

x croissante,

x non majorée.

On en déduit que la suite (u,) diverge vers +o0.
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Commentaire \

o La formulation de I’énoncé est un peu malheureuse. En effet, écrire « étudier la convergence
de la suite (u,) » pourrait laisser penser que la suite (u,) est convergente. Il aurait sans
doute été préférable de privilégier une formulation du type « étudier la nature de la suite
(up) » pour éviter toute ambiguité.

« Lorsqu’une suite (u,) est croissante, elle est soit :
x majorée et dans ce cas elle converge.
x non majorée et dans ce cas elle diverge.

« Ainsi, dans un énoncé, lorsqu’on demande de démontrer qu’une suite croissante diverge vers
400, il s’agit en réalité de démontrer que cette suite est non majorée.

o Il faut prendre le réflexe de penser a un raisonnement par ’absurde lorsque le résultat a
démontrer est formulé sous forme de négation (et pas d’affirmation comme c’est le cas en
général). A titre d’illustration, il faut penser & ce type de raisonnement pour :

x montrer qu’une suite N’est PAS majorée.

x montrer qu'une matrice admettant une seule valeur propre N’est PAS diagonalisable.

]

\

. 1
6. On pose, pour tout entier naturel n : v, = on In(uy,).

1 1
a) Prouver : V(n,p) € N2, 0 < Upipt1 — Unip < SRSy In (1 + un)

Démonstration.
o On commence par démontrer que la suite (v,) est bien définie.
x Comme la suite (uy,) est croissante, alors :

YneN, wu, = u > 0

x Soit n € N. Comme wu,, > 0, alors In(u,,) est bien défini. Ainsi, v,, est bien défini.

La suite (vy,) est bien définie.

« Soit (n,p) € N2.
x Par définition de vy, ypy1 et vy -

1
Unptl = Untp = ooy W(Unapr1) = 5o In(unay)

1 ) 1 (par définition
= QEIE?T ln(un+p-+’un+p)-— §ﬁ+p ln(un+p) de Un+p+1)

In(un4p + u?wrp) — 2 In(unp)
on+p+1

I (tngp + ui i) — In(ul )
on+p+1

2
Un+p + Untp
In | —2FP
un+p

2n+p+1

1
ln< +1)
Un+p

on+p+1
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x Ainsi :
1 1
0 < Unipt1 — Ungp < ontptl In 1+a
0 L In(1 1 < L In(1 1
= <2n+pJrl n —l—u”+p S Sntpid n +u7n
1 1
< 0<Iln(1+ <In({l+—
Un4p Un
o l<alt <14 1 (par stricte croissance
Untp Uy, de exp sur R)
1 1
& 0< < — (%)
Un+p Uy,
x Or :
, 1
- d’une part, comme ., > 0, alors : > 0.
Un+p
- d’autre part, comme (u,) est croissante et n +p > p, alors : up1p = Up.
1 1
Ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur R} : —— < —.
Un+p Un
Ainsi, la proposition (*) est vraie.
Par raisonnement par équivalence, la 1¢™ proposition également.

1 1
V(n,p) € N?, 0 < Unipi1 — Upp < Jntpi1 I <1 + un>

b) En déduire que pour tous entiers naturels k et n :
1 1
O<Un+k+1—vn<271n 1+ —

Un

Démonstration.
Soit (n, k) € N2,

o D’aprés la question précédente, pour tout p € N :

Un

1 1
0 < Un+p+1 — Undp < W In <1 + >

o En sommant les encadrements précédents pour p variant entre 0 et k, on obtient :

k k k 1 1
2,0 < 2 (nipn —vnp) S 2 Gapyy <1 - u)
p=0

n

0 Untktl — Un (par télescopage)
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e De plus :
k 1 1 1 1 ko1
—— In{1+ — In{1+— —
pzzjo on-+p+1 n < + Un> n ( + n) on+1 pZ::O 2P

k+1
1 1\ 1-(3) 1
on+1 ln<1+un> _% (0‘17”75751)
1 (1 1 1 1
on+X n +U7n x 2 T 9k+1
1 (1 1 1 1
Sl v B T
0 > lors : 1 L < 1. Dov L In1 L >0:
r,commeﬁ/o,aors. —ox S L ou,commeQ—n n +% >0:
1 1 1 1 1
() () < e ()

o Ainsi, par transitivité :

1 1 1 1 1

on

c) En utilisant sa monotonie, montrer que la suite (v,) converge vers une limite L que l'on ne

cherchera pas & calculer.

Démonstration.

e Soit n € N.

D’apres la question précédente, appliquée a k = 0, on obtient :

Un+l —Up > 0

On en déduit que la suite (v,) est strictement croissante.

« Soit p € N*.

On utilise le résultat de la question précédente avec k =p — 1 et n = 0. On obtient :

Ainsi :

1 1
0 < vp—1vy < 20 In 1+u—0

1
Up < h’l(l—i—a)

1
On en déduit que la suite (v,) est majorée par In <1 + )
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« La suite (vy,) est donc :

x croissante,

1
x majorée par In (1 + )
a

La suite (vy,) converge donc vers une limite L veérifiant : L < In <1 + )

1

a

7. On pose alors pour tout entier naturel n : ¢, = 2" L. Démontrer : u, ~ tp.

n——+oo

Démonstration.

o« Démontrer « u,, ~ t, » revient a démontrer :

n—-+oo

. u
lim = =1
n—+oo t,

Or, pour tout n € N, par définition de v, :

Unp, €2n Un
= = e

tn e2™ L

2" vp—2" L _ e2” (vn—L)

On cherche donc a démontrer que la suite (eQn (“"_L)) converge vers 1.

. In{1+ 1
~In -
2'rL un

Soit n € N.

En passant a la limite quand k tend vers +o0, on obtient :

« D’aprés la question 6b, pour tout (n, k) € N? :

0 < VUpgk+1 —Vn <

1 1
1 1
donc 0 2= vp — L > —— In(1+—
1
don 0 > (vn—L) > —1n<1+>
Up,
ainsi 1 > 2" (n=L) > efln(1+ﬁ)
De plus :
—111(1—5—&) 1 B 1
ln(l—‘,—Tln) 14+ i
Finalement :
1 : < 62” (vn—L) < 1
1+ a
I
Unp,
129

(par croissance de exp sur R)

10
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o On sait donc :

1 U
x VYn €N, —— < 2 o<1
W
x lim 1=1
n——+00
x lim ——— =1, car, d’aprés la question 5: lim wu, = +o0.
n—+oo 1 4 . n—+o00

. U
Par théoréeme d’encadrement : lim — = 1.
n—+oo

On en conclut : u,, ~ t,.
n—-+oo

Commentaire

On prendra garde & ne pas écrire les erreurs suivantes.

« Tout d’abord, on a démontré : v, —+> L. Cependant, en toute généralité, on ne peut conclure :
n—-+0oo

2" UHXQ" L
+

x 81 L # 0, alors, comme lim v, = L, on obtient :
****** n——+0o0o

Plus précisément :

v, ~ L donc 2"y, ~ 2L

n——+oo n—-+oo

x si L =0, alors, comme (2" v,,) n’est pas la suite nulle, ’assertion suivante est fausse :

2"vn><2” x0 = 0
+

« On rappelle ensuite qu’on ne peut, en toute généralité composer des équivalents. En particulier :

an ~ bn>}<e“" ~  ebn

n——+oo n——+oo

Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les suites (a,) et (b,) définies par :
VvneN, a,=n+1letb,=n

On constate alors en effet :

x d’une part : a, ~ by,

n——+oo

a
x d’autre part : e“"Xebn. En effet : lim — =e# 1.
+

n—+00 0Op

11
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8. On pose alors pour tout entier naturel n : s, = t,, — uy.

a) Trouver une relation entre s,41, Sp €t uy.

Démonstration.
Soit n € N.
Sntl = Intl — Untl
= 2L (un +u2) (par définition de t, et up)
= XLy g2

- (eZ"L)2 Uy — u?

n

= (tn)? —up — u2 (par définition de t,)
(

Sp + Up)? — Uy — U2 (par définition de s,)

= s%—|—2snun—|—%—un—yz

Finalement : Vn € N, 5,11 = 5% + (28, — 1) up.

O
b) Prouver que la suite (s,) est bornée.
Démonstration.
Soit n € N. On remarque :
t
Sp = th —Up = Up (n—1>
Unp,
Or, d’aprés la question 7 :
1 Up,
1 g o g 1
L+ - ln
Par décroissance de la fonction inverse sur R’ , on obtient :
1 t
1+ — > — > 1
Up, Up,
1 t
donc — > SALE | > 0
Up, Up,
. tn N
d’ou 1 > up | — -1 > 0 (car, d’aprés 6a : uy >0)
Un,
ainsi 1 > Sn > 0
On en déduit que la suite (s;,) est bornée. -

12
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¢) Montrer qu'il existe un réel b tel que : u, =t, +b+ o (1).

n——+oo
Démonstration.
o Tout d’abord remarquons, pour tout b € R :
Up=tn+b+ o (1) & u,—t,—b= o (1
n——+oo n——+oo
& —sp,—b= o (1)
n—-+oo
< lim o —s,—b=0
n—-+o0o
< lim s, = —b
n—-+o0o

Démontrer l'assertion « u, = t, +b+ o (1)» revient donc a démontrer que la suite (s;,)

est convergente. A

e Soit n € N. D’aprés la question précédente :
0 <s, <1
Ainsi, par croissance de la fonction x +— 22 sur Ry : 0 < s2 < 1. Donc :
-1 < —s% <0
De plus : 0 < sp41 < 1. On en déduit, :
-1 < Sn+1—S% <1
Ainsi, d’aprés la question 8a :
-1 < 2sp,—1u, <1

Par ailleurs : u,, > 0. On obtient alors :

« On obtient :

1 1
x VneN —— < 2s,—1 < —

n Unp,

1
x lim — =0, car d’aprés la question 5: lim wu, = +o0.

n—+00 Up n—+o0o
. 1
x lim ——=0.
n—-+o00 Up,
. . 1
Par théoréme d’encadrement : lim 2s, —1=0. On en déduit : s, — =.
n——4o0 n—+oo 2

D’aprés les équivalences énoncées au début de cette question, on en déduit :

1
Up=t, — =+ o (1). O

2 n——+oo

13
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Probléme 1 (EDHEC 2020)

On convient que, pour tout réel z, on a : 2% = 1.

9. (*) Pour tout n de N, justifier Pexistence des intégrales :

1 n 1 n
€T €T
I, = ——d t J, = d
" /0 (Itap2 ™ & /0 1+z

Démonstration.
Soit n € N.

;En
« La fonction f : x — —— est continue sur le segment [0,1] car elle est le quotient f = ﬁ
(1+x) f2
de :
x f1:x 2™ qui est continue sur [0, 1] en tant que fonction polynomiale,
x forx— (1+2)% qui
- est continue sur [0, 1] en tant que fonction polynomiale,
- NE S’ANNULE PAS sur [0, 1]

On en déduit que l'intégrale I, est bien définie.

n

o De méme, la fonction x — est continue sur le segment [0, 1].

+x
On en déduit que Uintégrale J, est bien définie. -
10. (x) Calculer Ij et I.
Démonstration.
o Tout d’abord :
1 0 1 !
x 1 1 1
Iy = ——  _dx = 1 2 dr = 1 —2+1 - (= __=
0 /0 A+a2 ™ /0 (1+a)™ do {—2+1(+$) ) 1+1 140
1 1
Aingi : [p=1— - ==.
insi : I 5= 5
o Ensuite :

1 1
I - / T g
o (1+4+x)?

On proceéde par intégration par parties (IPP).

1 1
- o(x _
(14 2)? 1+

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 1].

14
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On obtient :

|

1

()] ()

! +0+/1 LI
1+1 y 1tz

L lm(pa) ],

5 (@) - o]

1
Ainsi : [} =In(2) — 5

11. a) Pour tout n de N, calculer I, 19 + 2 I,41 + 1.

Démonstration.
Soit n € N.

In+2 + 2 In+1 + In

1 1 xn—l—l 1 Pl
/ d:r + 2 / 5 dx +/ T3 dzx
0 o (I+o) o (I+az)
L 27+l z" (par linéarité de

(1 + ) 2 (14 x)? * (14 x)? v lintégrale)

1
/m dx
0

= / " dx
0
1
— n+1 _ 1
n+1 . n+1
1
Vn € N, In+2 +2In+1 +1I,=——
n+1
b) En déduire I».
Démonstration. 1
D’apreés la question précédente : In + 211 + [y = 0+ 1 = 1. On en déduit :
b, = 1-2L—1
1 1
= 1-2 <ln(2) — > — — (d’aprés 10)
2 2
3
3
IQ 5 -2 111(2)

15
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¢) Compléter le script Python suivant pour qu'il permette le calcul de I,, (dans la variable b) et

son affichage pour une valeur de n entrée par I'utilisateur.

1 import numpy as np

2

3 def valeur_In(n)

4 a=1/2

5 b = np.log(2) - 1/2
6 for k in (2,n+1)
7 aux = a

8 a = ------

9 = oo

10 return b

Démonstration.
Détaillons les différents éléments présents dans ce script.

« Début du programme
x En ligne 1, on importe la bibliothéque numpy.
x On démarre ensuite le code d’une fonction qui :
- se nomme valeur_In,
- admet pour paramétre d’entrée un entier n,

- renvoie la valeur contenue dans la variable b.

3 def valeur_In(n)

10 return b

x En ligne 4 et 5, on définit les variables a et b.

Initialement, ces deux variables sont affectées aux valeurs de Iy et I;.

a=1/2
b = np.log(2) - 1/2

S

« Structure itérative

Les lignes 6 a 9 consistent & mettre a jour les variables a et b de sorte & ce qu’elles contiennent

les valeurs successives de la suite (I,).
Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for).

6 for k in (2,n+1)

7 aux = a

8 a=>o

9 b=1/((k-2) + 1) - 2 ¥ a + aux

16
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Pour ce faire, on a introduit une variable auxiliaire aux. Détaillons le principe de cette boucle :

x avant le 1°f tour de boucle :

a contient Iy et b contient Iy

lors du 1°" tour de boucle (k contient 2) :

aux = a

aux contient alors Iy,
derniére valeur en date de a

derniére valeur en date de b

1
( b contient alors 0

a contient alors Iy, >

—25L—-Iy=1I
+1 1 0 2,

valeur obtenue avec la relation de 71a et les
valeurs actuelles de a et aux

b=1/((k-2) + 1) - 2 % a + aux

x avant le 2™¢ tour de boucle, d’aprés ce qui précéde :
a contient Iy et b contient Iy

lors du 2™ tour de boucle (k contient 3) :

aux contient alors Iy,
aux = a .
derniére valeur en date de a

a=hb a contient alors I,
derniére valeur en date de b

b contient alors

1

1—212—11 = I3,
b =1/((k-2) + 1) - 2 % a+ aux valeur obtenue avec la relation de 11a et les
valeurs actuelles de a et aux
D
x avant le (n — 1)®™€ tour de boucle :

a contient I,,_o et b contient I,_q

lors du (n — 1)®™¢ tour de boucle (k contient n) :

aux contient alors I,_o,
aux = a .
derniére valeur en date de a
a = b a contient alors I,_1,
derniére valeur en date de b

b contient alors

1
n 1 -2 In—l - In—2 = Ina
b=1/((k-2) + 1) - 2 xa+ aux valeur obtenue avec la relation de 11a et les

valeurs actuelles de a et aux

« Fin du programme

A Dissue de cette boucle, la variable b contient la quantité I,,. Il n’y a plus qu’a renvoyer la valeur
contenue dans b.

10 return b
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Commentaire

o Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la réponse
a cette question. Cependant, écrire correctement la fonction Python démontre la bonne
compréhension et permet certainement d’obtenir tous les points alloués.

« On a démontré dans cette question que si, avant le k*™® tour de boucle :
aux contient I o, a contient I_1 et b contient I
alors, & l’issue de ce tour de boucle :
aux contient I_1, a contient I et b contient Iy4

Cette propriété est ce qu’on appelle un invariant de boucle. Elle permet d’assurer la cor-
rection de la fonction implémentée et notamment le fait qu’a l'issue du dernier tour de boucle
la variable b contient I,,.

« Il est & noter que si on teste la fonction avec une valeur de n strictement inférieure & 2, alors
on n’entre pas dans la boucle ('instruction 2:n crée une matrice ligne vide). Dans ce cas, la
variable b n’est pas mise & jour et contient & la fin du programme I, soit la valeur initialement
affectée a b. Ainsi, la fonction renvoie la bonne valeur aussi lorsque la variable n prend la
valeur 1 (mais pas quand n prend la valeur 0).

« Pour le calcul informatique du n®™® terme d’une suite (2,,) récurrente d’ordre 1 (dont chaque
terme dépend uniquement du précédent), il suffit d’introduire une variable u et de mettre
a jour son contenu & l’aide d’une boucle. La suite (I,,) de I’énoncé est récurrente d’ordre 2
(chaque terme dépend des deux précédents). Obtenir son n°™¢ terme nécessite non pas deux
mais bien trois variables distinctes (la mise & jour de a écrase la valeur précédente de a qui
est pourtant nécessaire pour définir la nouvelle valeur de b. On fait donc appel & une variable
auxiliaire aux qui permet de stocker en mémoire de I'information.

1
12. a) Démontrer : Vvn € N, 0 < I, < .
n+1
Démonstration.
Soit n € N.
« Soit z € [0, 1].
0 < x < 1
donc 1 < 14z < 2
' de la fonction
y 1 < 2 < 4 (par croissance
dou (1+2) x = 22 sur [0, +00[)
winsi | 1 > 1 S 1 (par décroissance de la
~ (1422 T 4 fonction inverse sur]0,+o0[)
n n
alors 2" > (11795)2 > % (car ™ > 0)
x" "
fi "z TS = 0 — =
enfin =z e (car 1 0)
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« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < 1) :

1 1
/ "dx > I, = / 0 dx
0 0

1
n+1

0 (d’aprés le calcul de 11a)

1
n—+1

Commentaire .

o Le schéma de résolution de cette question est plutét classique.

b
Afin d’encadrer une intégrale / f@t) dt:

VneN,0< I, <

1) on cherche d’abord & encadrer l'intégrande, c’est-a4- dire montrer :
Vt € [a,b], m < f(t) < M

ou m et M sont deux réels a déterminer grace a ’étude de la fonction f,
2) on utilise ensuite la croissance de 'intégration (si les bornes a et b sont dans l'ordre
croissant, c¢’est-a-dire a < b) pour conclure :

m(b—a):/ab mdt < /ab £6) dt < /ab M dt = M(b— a)

o L’idée a retenir est que pour encadrer une intégrale, on commernce systématiquement par

encadrer 'intégrande.
\ D.J

b) En déduire que la suite (I,,) est convergente et donner sa limite.

Démonstration.
D’aprés la question précédente, pour tout n € N :

1
0 < I, <
" n+1

Or :

x d’une part : lim =0

n—+oco n + 1
x d’autre part : lim 0=0
n——4o00
Par théoréme d’encadrement : lim I, = 0. O

n—-+4o0o
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13. (%) Etablir, a I'aide d’une intégration par parties : Vn € N* I, =n J,_1 — 5
Démonstration.
Soit n € N*,

On proceéde par intégration par parties (IPP).

1
(T+a)2

14z

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 1]. On obtient :

1 n
x
I, = ——d
" /0 (a2 ™
1
1 1 1
= " x| — —/ na"tx [ — dx
14+ . 0 1+
1 1 xnfl
= ——— 10 d
T+ 1 +0+n /0 T+ z
1
= _5 +nJp_1
. 1
VnEN,In:an,1—§ 0
14. a) Calculer Jy puis exprimer, pour tout entier naturel n, J, + Jp+1, en fonction de n.
Démonstration.
e Tout d’abord :
10 1 L
Jog = dr = de = |[In(|1 = In(2) -1
o= [ i = [ e = [n(rea) ] = e - e
Jo =1n(2)
e Soit n € N.
1 n 1 xn+1
Jn + J, = d d
n T Jnt1 /0 1+ $+/(; 1+x X
1 n n+1 Y
_ / o de (gar ’lmeamte de
o l+z 14z lintégrale)
1
= / " A7 dx
0 147
1
= / " dx
0
. 1
Avec le méme calcul qu’en 11a, on obtient : Vn € N, J, + Jp01 = ——.
n+1 ]
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b) En déduire la valeur de Jj.
Démonstration.

D’aprés la question précédente : Jy + J; = 0r1 1.

Ainsi : J; =1—Jy=1—1n(2). O

15. En utilisant les questions 13 et 14, compléter le script Python suivant afin qu’il permette le calcul
de I,, pour une valeur de n entrée par 'utilisateur.

1 def valeur_In_2(n)

2 J = np.log(2)

3 for k in (1,n)
4 = o ___

5 = o __

6 return I

Démonstration.
Détaillons les éléments de ce script.

« Début du programme
x On commence le code d'une fonction qui :
x se nomme valeur_In_2,
x prend en paramétre un entier n,
x renvoie la valeur contenue dans la variable I.

1 def valeur_In_2(n)

return I

[N

x En ligne 2, on définit la variable J.
Cette variable est initialisée & Jj.

J = np.log(2)

v

e Structure itérative
Les lignes 3 a 4 consistent & mettre a jour la variable J de sorte & ce qu’elle contienne les valeurs
successives de la suite (J,).
Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for).

3 for k in (1,n)
4 J=1/k - 7J
On a ici utilisé la relation obtenue en question 14 :Vn € N, J,41 = o In.
n

1
Autrement dit : Vn e N*, J, = — — J,_1.
n
o Fin du programme
A Tissue de cette boucle, la variable J contient la valeur .J,,_1 (puisque la variable k varie de 1 &
n — 1). On obtient alors la valeur de I,, en utilisant la relation démontrée en question 13.

5 I=nx7J-1/2

On finit en renvoyant la valeur de I.

[=3

return I O
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16. Etablir : ¥n € N*, J,, = (—=1)" <ln(2) - i (_1)k_1>.

Démonstration. .
n —1)*
Démontrons par récurrence : Vn € N*, Z(n) ou  HP(n): J, = (—1)" (111(2) - > (=1 >

» Initialisation
x d’une part, d’aprés 14b: J; =1 —1n(2).

x d’autre part :

k-1 B
(—1)! (m(z)—é( 1}2 > = —(m@) - ") = —(m@ 1) = 1-m)

D’ou Z(1).
» Hérédité : soit n € N*.
n+1 (_1)]6*1
Supposons Z(n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. Jpy1 = (=1)"*! <1n(2) — >)

x D’une part, d’aprés la question 14a :

Tt = n—li—l_Jn
B o 0(2) _ no(—1)k1 (par hypotheése de
- on+1 (=1) <1 @) kzjl k ) récurrence)
_ 1 n 2 <_1)k71
x D’autre part :
(—1)+! <ln(2) S (—1>k—1)
=1 Fk
_ n+l 1 (9) — (—1)n+1 il (—1)k!
(1 ) - (- 8 S
_ " " n (_1)]’»‘*1 (_1)(n+1)71
= ()" @) - (1) +1<k; ) At )
_ n i ws (DR w1 (51"
= (U ) - (e S
= (=1)n*! <ln(2) — kil (_1]{):k_1> + (_1)1+(n+1)+n n_:|l_1
n (_1\k—1
= (—1)t! (m(z)-gjl( 112 >+(—1)2n+2 n}rl
n (_1\k—1
= (=1)n*! (ln(2) — kgl ( 1]2 > + 41—1 (car 2n + 2 est pair)

Dot Z(n+1).

Par principe de récurrence : ¥n € N*, J,, = (—1)" <ln(2) - > ( ]i >
k=1

22



PCSI 14 décembre 2024
Mathématiques

17. a) Utiliser les questions 12b et 13 pour déterminer la valeur de 1irJIrl Jn.
n—-+0o0o

Démonstration.

« D’aprés la question 13, pour tout n € N* :

1
I, = nJy,1— 5
. 1
On en déduit : I, + 3= n Jp_1. Et donc :
I, 1
— 4+ — = Ju_
n 2n n-l

e Or, d’aprés la question 712b: lim [, = 0.

n—-4o0o

, 1
De plus : ngrfoo o = 0.

Ainsi: lim J,= lim J,_1=0.
n—-+oo n—-+oo

Commentaire \

« On pouvait également déduire des questions 712b et 13 un équivalent de (.J,,) pour conclure
quant & sa limite.
x D’apres la question 13, pour tout n € N* :
1
I, = nJy,1— 5
N . . L. . 1
Or, d’aprés la question 12b: lim I, = 0. On en déduit : lim nJ, 1 — = =0.
n——+00 n—s+o0o 2
1
Dot : 1 1= =.
ou n—l>I—|I—loo nJn_1 5
1 1
x Comme 3 %0, on obtient : nJ,_1 ~ —=. Ainsi:
n——+oo
1
J, ~
n—l1 n——+oo 2 n
1
Or: lim — =0.
n—+oo 2n
On en déduit : lim J,= lim J,_ 1 =0.
n—-+o0o n— 0o
o Ce n’était cependant sans doute pas la méthode attendue au regard de la question 17¢).
\ DJ

n

-1 k—1
b) En déduire la nature de la suite <Z (]3;) ainsi que la valeur de sa limite.
k=1 n=1

>

Démonstration.

o D’aprés la question précédente : lim J, = 0. Autrement dit :
n——+0o0

lim (=1)" (m(z) —kfl Hék_l) —0

n—-4o0o
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« Par continuité de la fonction = — |z| en 0, on obtient :

lim ‘(_m <ln(2)— ) Hf)‘ =0

n—-+4o0o k—1

Or, pour tout n € N* :
T e Y ISy MR R ) I R
o (—Dk1
A1n81.n£r£oo ln(2)—k§1T =0.

2 (-
> est convergente et que sa limite vaut In(2).
n>1

On en déduit que la suite <Z
=1 K

O

¢) Utiliser la question 13 pour déterminer un équivalent de J,,, du type —, avec a > 0, lorsque n
an

est au voisinage de +o00.

Démonstration.

o D’aprés la question 18, pour tout n € N* :
1
Iy, = ndy1 — 5

Ainsi, pour tout n € N :
1
In+1 = (7’L+1)Jn—§

1
Or, d’apres la question 72b: lim I,1; = 0. On en déduit : lim (n+1)J, — = =0.
n——+o0o n——+o0o 2

1
Dou: lim (n+1)J,= 7

n—-+0o0o

1 1
« Comme 3 # 0, on obtient : (n+1)J, ~ 3 Ainsi :
n——+oo

1
" 'n;ioo 2 (TL + 1)

1
On en déduit : J,, ~ —.
notoo 2N

(~1y!

n
18. Pour tout n de N*  on pose : u, = In(2) — >
j=1 J

a) Déduire des questions précédentes un équivalent de u,, lorsque n est au voisinage de 4o0.

Démonstration.
e Soit n € N*. D’aprés 16 :
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1 1
o Or, d’apreés la question précédente : J, ~ ——. On en déduit : (-1)"u, ~ ——.Dou:
n—too 2 n n—too 2 n

R N e ) O e LA o Vi

noteo (=1)2 20 (=)" x (=1)"2n  (=1)2"2n  1x2n

: (="
Finalement : uw,, ~ .
n—-+oo 2n [:]

L (D
b) Montrer que la suite |
=1 2k

> est convergente.
n>1

=

Démonstration.
Soit n € N*. On remarque :

0 (—1)i
2 k

k=1

no(=DF
kZ::1 2k

N | —

n

-1 k—1
Comme la suite (E (13;> est convergente d’aprés 170,
k=1 n=>1

=

—1)k
on en déduit que la suite <Z (=1) ) est convergente.
k=1 2k >1 ]
n
19. On se propose de montrer que la suite <Z uk> est convergente.
k=1 n>1
n
Pour tout entier naturel n non nul, on pose : S, = > wuy.
k=1
a) Justifier que, pour tout entier naturel k non nul, on a : up = (k + 1) uppy — kug + (—1).
Démonstration.
Soit k € N*.
up = (k+Duppr —ku + (=% & (k+Dup — (=1 = (k+ 1) uppa
o, D
ug — =u
k k+1 k+1
Cette derniére assertion est vérifiée. En effet, par définition de ugqq :
k+1 (_1 j—1
ug+1 = In(2) —
j=1 J
N VR G 04
= In(2) — 4 +
- (50
k(-1 Jj—1 -1 k -1 k
L Vo
Ainsi, par équivalence, la premiére assertion est également vérifiée.
On obtient bien : Vk € N*, up = (k + 1) upy1 — kg + (1), -

25



PCSI 14 décembre 2024
Mathématiques

b) En déduire I’égalité suivante :

1
VneN*, S, = (n—i—l)unﬂ—ul—i(l—(—l)”)

Démonstration.
Soit n € N*. On somme les égalités de la question précédente pour k variant de 1 & n.
n n n n L
Sur = Y (k+1Dugsr — > kupg+ > (—1)
k=1 k=1 k=1 k=1
I

Sp

o Tout d’abord :

Yo (B+ 1) ugsr — > kug
k=1 k=1
n+1 n
= Eup — > kuy (par décalage d’indice)
k=2 k=1

n n
= W +(n+1)ups1 — (1 X up + uk> (par télescopage)
25 22

= (n+1)upt1 —w

e De plus :
n 1—(—=1)"
-k = —— car —1#1
R R G )
1
= —((-1)"—1
(-1
Ainsi : )
S, = (7’L + 1) Up+1 — UL + 5 ((—1)” — 1)
. 1
Finalement : Yn € N*, S, = (n + 1) up41 — ug — 5 (1= (=1)™). .
c) Démontrer alors : lim S9, = lim Sg,+1 = = —In(2). Conclure.
n——+00 n——4o00 2

Démonstration.
« Etudions la suite (Sa,,).

x Tout d’abord, pour tout n € N*, d’aprés la question précédente :

1
Son = (2n+1)ugps1 —up — ) (1 - (_1)2n)

1
= (2n+1)uzn+1—u1—§(1—1)

= (2n + 1) U2n+1 — UL

x De plus : '
(-1t
up = In(2) — > : = In(2) -1
j=1 J
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x Par ailleurs, d’aprés la question 18a : u, ~ o D’ou
n——+oo n
(_1)2n+1 1
2 1 ~ ~ )
@n+Duanin o~ M2M 2
Ou en deduit : lim Sop = — - — (In(2) —1) = + —In(2)
n en eul.n_1>19£1OO m = n = 5~ n(2)
« BEtudions ensuite la suite (S2541)-
x Tout d’abord, pour tout n € N*, d’aprés la question précédente :
1
Sont1 = (2n 4 2) ugni2 —ur — 5 (1= (=1)+h)
1
= (2n+2)u2n+2 — UL — 5(14—1)
= (2n+2)ugpy2 —In(2) +1-1
= (2n+ 2) ugp+2 — In(2)
: S : =" o, .
x Par ailleurs, d’aprés la question 18a : u, ~ o D’otu :
n——+oo mn
(_1>2n+2 1
2 2 ~ IS
(2n + 2) uapt2 e (2n+7) 2 2nt 7] 2
O déduit : i S _ ! In(2
nen déduit : lUm Sppyr = - n(2).

o On sait donc :

X SQn n—>—+>oo - — 111(2),
X 52n+1 njoo - — ln(2)
1
Par propriété de recouvrement : S, — = —In(2).
n—+oo 2

n 1
La suite <Z uk> est donc convergente de somme 5 In(2).
k=1 n>1
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Probléme II (E3A PC 2018)
L’objet de ce probléme est d’étudier les éventuelles solutions de ’équation :
In(z) = ax (a)
oll a € R est fixé et > 0 est 'inconnue.

Partie I. Etude de I’équation (E,)

20. On se fixe, dans cette question, un réel a quelconque.

a) Montrer que si a € | — 00, 0], I'équation (E,) admet une unique solution « € ]0, 1].
Démonstration.
Supposons : a € | — 00, 0].

« On note f la fonction définie par :
f 0,400 — R
x — In(x) —ax

La fonction f est dérivable sur |0, +ool, car elle est la somme de fonctions dérivables sur |0, 4+-o00|.
o Soit z € 0, 4o0].

1
/ — —_— —
@) = = —a
Comme z > 0 et a < 0, alors : f/(x) > 0.
« On obtient le tableau de variations suivant.
T 0 +00

Signe de f'(x) -

400
Variations de f /
—00
« Détaillons les éléments de ce tableau.
x On sait : lim In(x) = —oo et lim ax = 0. Ainsi :
z—0 z—0

I S
lim f(z) 00

x Onsait: lim In(x) =+4ocoet lim —az = +oo (car a <0). Ainsi :

T—+00 T—+00

IEIJPOO f($) = 10
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o La fonction f est donc :

x continue sur ]0, 400/,

x strictement croissante sur |0, 4+-o00].

Elle réalise donc une bijection de ]0, 400 sur f(]0, +oc[) ot :

70, +00l) = [lim f(@), lm f(z)| =]~ o0,+o0|

T—+00

Or:0¢€]—oo,+00].

L’équation (E,) admet donc une unique solution « € |0, +oo].

e On remarque :

x f(a) =0, par définition de «,
x f(1)=—=a >0, car: a <0.
Ainsi :

fla) < f(1)
D’aprés le théoréme de la bijection, la fonction f=1 : R —]0, 4+o00[ est strictement croissante
sur R. On en déduit : . .

FHf@) < W)

I I
« < 1

Finalement : o € 0, 1].

O

b) Montrer que si a € ]0, % [, Péquation (FE,) admet exactement deux solutions « et [ veérifiant
ac|le[et B € e, +ool.

Démonstration.
Supposons : a € ]0, 1],
e On reprend I’étude de la fonction f de la question précédente.

Soit x € |0, 4+o00[. On rappelle : f/'(z) = — — a.
x
, 1
) >0 < ~>a

1 (par stricte décroissance de

= < -
a x+ — surR%, cara>0)
x

« On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 % +00
Signe de f'(z) + 0 -
—In(a) —1
Variati d
ariations de f . / \ .
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o Détaillons les éléments de ce tableau.

x Tout d’abord :
f<1> —ln<1>—ax1——ln(a)—l
a a

a
x Ensuite, comme lim In(z) = —oo et lim axz = 0, alors :
z—0 z—0
lim f(z) = —o0
z—0

1 1
x Enfin, pour tout = € [1, 400 : f(z) = —ax < n(z) + 1>. Or : lim n(z) = 0 par crois-
—azx

Tr—+0c0o X
sances comparées. De plus : —a < 0. Donc :

a:gr—il-loo f(m) -

o La fonction f est donc :
x continue sur |1, 4o0f,

x strictement décroissante sur |1, 4-o0f.

Elle réalise donc une bijection de |3, +00[ sur f(]%, +00) ot :

F([5+]) = |, s07 (5)] =1- 0 -mt@ -1

Or:0¢€]—o0,—In(a) — 1. En effet :
0<—-In(a)—1 < In(a) < -1

1 trict ] d
o geelol (par stricte croissance de exp
e surR)

Cette derniére inégalité est vraie. Ainsi, par raisonnement par équivalence, la premiére aussi.

L’équation (E,) admet donc une unique solution sur ]+, +o0c[. On la note 3.

En raisonnant de méme, on démontre que ’équation (F,) admet
une unique solution sur ]0, 2]. On la note a.

« Démontrons : a € ]1,e].
x Tout d’abord : f(1) =In(l) —ax 1= —a < 0.
x Ensuite, par définition de « : f(a) = 0.
x Enfin : f(e) =In(e) —axe=1—ae. Or:

1

a < —

e

donc ae < 1
d’ou —ae > -1

ainsi 1—ae > 0

Ainsi :

(1) < fla) < f(e)
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-1
D’apreés le théoréme de la bijection, la fonction g = (f ]07;[) . ] — 00, —In(a) — a[ — 10, [

a

est strictement croissante sur | — 0o, —In(a) — 1[. On en déduit :

g(f(1) < g(fl@) < g(f(e))
1 < a < e

Finalement : 1 < o < e.

« Démontrons : 5 € Je, 4+o0].

x On sait : B € ]2, +o0].

1 ) ) .. 1
x Or : a < —. Par stricte décroissance de la fonction inverse sur R : — > e.
e a
Ainsi, par transitivité :

1
e < — < p
a

Finalement : 8 < e.

O
¢) Montrer que si a = %, I’équation (E,) admet une unique solution dont on donnera la valeur.
Démonstration.
o Comme a > 0, on peut reprendre le tableau de variations de la question précédente.
x 0 e ~+00
Signe de f'(z) + 0 -
0
Variations de f / \
—00 —00
e En effet : )
—In(a)—1 = —In () -1 =—(-1)-1=0
e

o La fonction f est alors :

x strictement croissante sur |0, e],

x strictement décroissante sur [e, +00].

Ainsi, la fonction f admet un unique maximum en e. On en déduit :

Vo #e, flz) < fle)
Ainsi :
Ve #e, flx) <0

En particulier : Vz # e, f(x) # 0.

« De plus: f(e) =0.
On en conclut que 'équation (E,) admet pour unique solution e sur RY . .
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d) Montrer que si a > %, I'équation (FE,) n’admet pas de solution.

Démonstration.

o Comme a > 0, on peut reprendre le tableau de variations de la question 20b.

z 0 % +00
Signe de f'(z) + 0 -
—1In(a) —1
Variations d
ariations de f . / \ .

o Comme en question précéndente, la fonction f est :
x strictement croissante sur ]0, 2|,
x strictement décroissante sur |1, 4-o0f.

Elle admet donc un (unique) maximum en 2. Ainsi :

Ve eRL, f(x) < f<i>:—ln(a)—1

e De plus :
1
a > -
e
1 . .
donc In(a) S In(2 (par stmcte*cmzssance
e de In sur R )
d’on In(a) > -1
ainsi —In(a) < 1
alors —lIn(a) -1 < 0

puis f <61L> < 0

On en déduit, pour tout z € RY, par transitivité :
1
fla) < f{-) <0

En particulier : f(x) # 0.

L’équation (E,) n’admet donc pas de solution.
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21. Illuster sur quatre graphiques différents les cas oit @ € ] — 00,0],a € 10,2, a = 1 et a > 1 (on

représentera la fonction logarithme ainsi que la droite d’équation y = ax ).

Démonstration.

e« Casa € ] — 00,0
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Partie II. Etude d’une équation fonctionnelle

Dans cette partie on s’intéresse & I’étude de I’équation fonctionnelle :

V(z,y) € R? o(z+y) =p(x)e(y)  (R)

ol 'inconnue est une fonction ¢ continue sur R.

Commentaire

o Une équation fonctionnelle est, comme son nom l'indique, une équation ou l'inconnue est une
fonction. Cette équation peut s’écrire comme une égalité entre fonctions. En effet, on note :

x d'une part : f: (z,y) — o(x 4+ y),
x d’autre part : g : (z,y) — @(x) ©(y).
Alors I’équation (R) peut s’écrire ainsi :

=9

En effet, on rappelle que dire que deux fonctions sont égales, ¢’est dire qu’elles sont égales en
tout point. Autrement dit :

V(IL’,y) €R27 f(x,y) = g((E,y)

Ce qui est bien la propriété (R).

« Au passage, on reconnait ici la propriété de morphisme (de groupes) de la fonction exp. On
pourra donc vérifier & la fin de cette section que cette fonction fait bien partie des solutions
obtenues.
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22. Montrer qu’il existe exactement deux fonctions constantes sur R, que 1’on précisera, solutions de (R).

Démonstration.
Soit ¢ une fonction constante sur R. Alors il existe ¢ € R tel que : ¢ : z — c.

¢ solution de (R) < V(z,y) € R%, o(z +vy) = o(z) p(y)

& VY(z,y) €R? c=cxc (par définition de )
& c=c?

& c—c2=0

& ¢(l-¢)=0

& (¢c=0) 00U (1—-c=0)

< (¢c=0) 0U (c=1)

On en déduit qu’il existe exactement deux fonctions constantes sur R solutions
de R : la fonction nulle et la fonction constante égale & 1. O

23. Soit ¢ une solution de (R). Démontrer :
0(0)=0 < VzeR, px)=0

Démonstration.
On procéde par double implication.

(=) Supposons : p(0) = 0.
Comme ¢ est solution de (R), on obtient, en choisissant y = 0 dans (R), pour tout z € R :

p(x+0) = ¢(x)p(0) = p(x)x0 =0

Finalement : ¢(0) =0 = VzeR, ¢(x)=0.

(<) Supposons : Vx € R, p(x) = 0.
Alors, en particulier, en choisissant = 0, on obtient : ¢(0) = 0.

Ainsi :Vz € R, p(z) =0 = ¢(0)=0.

Onen conclut : p(0) =0 < VzeR, p(x)=0.

24. Soit ¢ une solution de (R) vérifiant ¢(0) # 0.
a) Donner la valeur de ¢(0) et montrer : Vz € R, ¢(z) > 0.

Démonstration.

« Comme ¢ est solution de (R), en choisissant x = y = 0 dans (R) :

p(0+0) = ¢(0)p(0)

donc  90) = (p(0))
d’ou 1 = ©(0) (car : p(0) #0)
p(0) =1
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e Soit x € R.

x Puisque la fonction ¢ est solution de (R) :
e(5+3) = (3)e(3) = (+(3)) =0
Ainsi : p(z) > 0.

x Toujours puisque la fonction ¢ est solution de (R) :

pla+(-2) = @) e(-2)

1 = v (0)
Ainsi : ¢(z) p(—x) =1 # 0. On en déduit : p(z) # 0.
On a démontré :

() 20 ET o(z)#0

On en déduit : Vx € R, ¢(x) > 0.

Commentaire \

« Il s’agit dans cette partie de résoudre une équation fonctionnelle. Pour cela, on procéde
presque toujours par analyse-synthése. Dans les questions 23 et 24, ’énoncé nous guide
pour effectuer ’analyse. La synthése n’est pas demandée dans ce sujet mais elle sera
détaillée en remarque avant la Partie II1.

o Rappelons la structure du raisonnement par analyse-synthése.

« analyse : on suppose 'existence d’un objet vérifiant certains critéres (o solution de
(R)). Si cet objet existe, il est alors d’une certaine forme (¢ : x — b%).

x synthése : on vérifie que 'objet obtenu lors de la phase d’analyse répond bien aux
critéres initiaux (pour tout b > 0, les fonctions x +— b” sont bien solutions de (R)).
Cela permet de lever la réserve d’existence.

Ce schéma de démonstration permet non seulement de conclure :

I'objet répond & I'objet s’écrit sous une
certains critéres forme particuliére

mais aussi de démontrer que chacune des deux propositions de ’équivalence est vérifiée.

o On rappelle que ce type de schéma de démonstration est aussi utilisé lorsque 'on souhaite
démontrer que toute fonction f : R — R s’écrit de maniére unique sous la forme :

Jf=g9+h

ol ¢ : R — R est une fonction paire et h : R — R est une fonction impaire.
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Commentaire

o La partie analyse du raisonnement est ’occasion de déduire de nombreuses propriétés sur
I’objet solution (ici la fonction ). Pour cela, on exploite le contexte fourni par ’énoncé. Dans
le cas d’une équation fonctionnelle, on peut :

x évaluer cette équation en certains points. Dans cette question, on évalue par exemple
Péquation (R) en (0,0) pour démontrer : ¢(0) = 0.
x évaluer cette équation en une expression. Dans cette question, on évalue par exemple
léquation (R) en (g, g) puis en (z, —z) pour démontrer : Vo € R, ¢(x) > 0.
x passer & la limite dans cette équation,
x dériver cette fonction sur l’ensemble sur lequel elle est dérivable. On n’a pas privilégié une
telle approche dans cette question car la fonction ¢ considérée est seulement continue sur
R d’aprés ’énoncé,
o .-
De facon générale, on cherche a faire apparaitre les quantités pertinentes pour répondre aux
questions posées. Par exemple :
x pour montrer qu’une fonction ¢ est paire / impaire, on cherchera a faire apparaitre p(—x),
x pour montrer qu'une fonction ¢ est T-périodique, on cherchera a faire apparaitre p(x+17),

x pour montrer qu’une fonction ¢ vérifie une certaine équation différentielle, on cherchera
a faire apparaitre ¢’ (et éventuellement ses dérivées ultérieures) en dérivant I’équation
fonctionnelle par rapport & l'une des variables en présence.

\.

b) Montrer :
Vn € Z,Vx € R, p(nz) = (p(z))"

Démonstration.
« Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou P(n) Vo € R, p(nz) = (¢(z))".

» Initialisation :
Soit z € R.

x D’une part :
e(0xz) = ¢0) =1 (d’aprés 24a)
x D’autre part : (go(x))o = 1
D’ou : £(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons 2(n) et démontrons Z(n +1) (i.e. : Vo € R, o((n+ 1)z) = (gp(:v))nH)

Soit = € R.
go((n +1) x) = phx+z)

= p(nx)@(x) (car ¢ solution de (R))

(par hypothése de
récurrence)

Dot Z(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, Vz € R, p(nz) = (p(z))".
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e Soit n € Z_. Alors il existe m € N tel que : n = —m. Ainsi :

p(nz) = p(—mz)

= p(mx (-z))

_ o (d’apres le point

o (SO( 1‘)) précédent)

Or, d’aprés la question 24a : ¢(z) p(—x) = 1. Ainsi, puisque : ¢(z) # 0, on obtient :
1
o(—z) =
(=) o(x)

On en déduit :

m L " _ 1 _ 2™ = )"
o) = ()" = (o75) = Gy = G = (@)

Finalement : Vn € Z, Vz € R, ¢(nz) = (¢(z))".

O
¢) Montrer :
1 m
Vm e N*, ¢(1) = ((p <)>
m
Démonstration.
Soit m € N*. )
D’aprés la question précédente appliquée an=méeZetx=— R :
m
() = ()
plmx—| = [p|—
m m
I
e(1)
Y € N, ol1) = (¢ (1) .

d) Déduire des questions précédentes :
Y(nm) € Zx N, o (=) = (p(1)7

Démonstration.
Soit (n,m) € Z x N*.

B - ofor

= p(n) x ¢

N—

1
— (car ¢ solution de (R))
m

)

= (p(1)" ¢ (;) (d’apres 24b)

3=

= @(nx1)¢<
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1 m
De plus, d’aprés la question 24c : ¢(1) = <<p ()> .D’ou :
m

) = ((v (;))m)m G <;>>mm -+ ()

On en déduit :

Finalement : V(n,m) € Z x N*, ¢ (%) = (90(1))%

O

e) Soit x € R. Montrer que la suite (2,), oy, définie par x, = [10"z] 10™" pour tout n € N,
converge vers x (|-] désignant la fonction partie entiére).

Démonstration.

« Soit n € N. par définition de la partie entiére :

0"z -1 < [10"z] < 10"z

10"z —1 | 10™ x|
donc o < Ty < x (ear:10">0)
1
d’ou TR T < oz (par définition de x,)
. Or :
x d’une part : ngrfoox—ﬁ =ux,
x d’autre part : lim z ==«
n—-+00

Par théoréme d’encadrement, la suite (z,) converge vers x.

f) Conclure :
vz € R, o(z) = (¢(1))"

Démonstration.

« Comme suggéré par I’énoncé, on cherche & exploiter la question précédente.
| 10™ x|
107

Soit n € N. On remarque : x, = € Q. Ainsi, d’aprés la question 24d :

plzn) = (p(1))" = exp (za In(p(1))) (%)

e De plus :

x d’une part, comme la fonction ¢ est continue en x € R et comme, d’aprés 24e: lim x, =
n—-+o0o

x, on obtient :
lim o(zn) = @(z)

n—-+o0o

x d’autre part, toujours d’aprés 24e, et puisque la fonction exp est continue en x In (cp(l)) :

lim exp (azn In (gp(l))) = exp (30 In (90(1))) = (‘P(l))w

n——+o0o
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Ainsi, en reprenant (x) :

) = exp (xn In (cp(l)))

!

)"
‘ Ve € R, p(x) = (go(l))x ‘

Commentaire \

« L’objectif de la question 2/ est la démonstration (dans le cas : ¢(0) # 0) de la propriété :

Ve e R, o(z)= (go(l))x

Pour ce faire, I’énoncé procéde de la maniére suivante :

5
8
3

l

x) =

[ EmERy)

3
1
+
8
o(

—
BS)
—~

—

1) démonstration de cette égalité sur N (et non R). Autrement dit, on souhaite d’abord
vérifier que la propriété d’'intérét est valide pour des entiers.
Pour cette étape, on raisonne souvent par récurrence.

2) démonstration de cette égalité sur Z. Autrement dit, on souhaite vérifier que la pro-
priété d’intérét est valide pour des entiers de la forme —m ou m € N.

Pour cette étape, on utilise le point précédent.

3) démonstration de cette égalité pour des inverses d’entiers. Autrement dit, on souhaite
vérifier que la propriété d’intérét est valide pour des réels de la forme % ou m € N*.
Pour cette étape, on utilise le point précédent, souvent en écrivant : 1 =m X oo

4) démonstration de cette égalité sur Q. Autrement dit, on souhaite vérifier que la
propriété d’intérét est valide pour des réels de la forme 7 = > ol (n,m) € Z x N*.
Pour cette étape, on utilise les deur points précédents.

5) démonstration de cette égalité sur R comme souhaité.

Pour cette étape, on utilise le point précédent, souvent en utilisant une suite de ration-

nels (zy,) qui converge vers le réel x. On peut toujours choisir la suite de rationnels

10"
(xn) proposée par l’énoncé : Vn € N, x,, = L lonxJ .

o Chaque étape consiste donc en une généralisation de la précédente. Cette démarche est
classique en mathématiques.

LW

\

Commentaire .

e On arrive a la fin de cette section au bout de ’analyse, dans le raisonnement par analyse-
synthése. Effectuons maintenant la synthése (ce qui n’était pas demandé par I’énoncé).

o Synthése :

x La fonction nulle est bien solution de (R) d’apres 22.
x Soit b € R% . On note :
wp x> b

La fonction ¢y, est bien continue sur R car elle est 1la composée de fonctions continues sur des
intervalles adéquats.
De plus, pour tout (z,y) € R? :

eo(z+y) = b = "W = py(z) op(y)

Ainsi, la fonction ¢ est bien solution de (R).
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Commentaire

« Finalement ’ensemble des solutions continues sur R de l’équation fonctionnelle (R) est :

{Ogr} U {z—b" | becRL}

On notera que la fonction exp appartient bien a cet ensemble (comme prévu) puisqu’il s’agit
ducasoll:b=e.

Partie III. Etude d’une suite de polynémes

On considére pour la suite de ce probléme la suite de polynomes (FP,), .y définie par Py = 1 et, pour
neN*: )
Pu(X) = = X(X + )"}
n!

25. a) Expliciter les polynémes P; et Ps.

Démonstration.
o Tout d’abord :

Pi(X) = FX(XH)P1 = X(X+1) =X
P(X)=X
o Ensuite : 1 1
Py(X) = 5X(X+2)2—1 = 5 X (X+2)
Py(X) =+ X (X +2)
2T 0

b) Donner la valeur de P, (0) pour tout n € N.

Démonstration.
Soit n € N. Deux cas se présentent.

e Sin =0, alors : Py(X) = 1. Donc : Py(0) = 1.

1
P,(0) = ExOx(O%—n)”_l =0

1 sin=0

Pour tout n € N, P,(0) =
0 sineN*
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26. Montrer :
Vn e N“ Vo e R, P/ (x)=P,_1(x+1)

Démonstration.
Soit n € N*. Soit z € R.

Pl(z) = % (Ix(@+n)"t+zx(n-1) (z+n)""?)

_ 1 (x4+n)"2 ((x+n)+(n—1)z)

n!
_ 1 (z+n)""2 (nz +n)
n!
e L 1. TR )
w X (n—1)!
- i) @
 (n—1)
- i (@) -1
(n—1)!
= Poi(x+1) (par définition de P,_1)
Vn e N* Vo € R, P (x) = Pp_1(x+ 1) 0
27. En déduire : .
Vn € N,V(.T, y) € RQ? Pn($ + y) = E Pk‘(x)Pn—k(y)
k=0
(on pourra procéder par récurrence sur N ).
Démonstration. .
Démontrons par récurrence : Yn € N, (n)  ou  P(n) :VY(z,y) € R2 Py(z+y) = 3. Pu(x) Po_i(y)-
k=0
» Initialisation :
Soit (z,y) € R
« Tout d’abord, on rappelle : Py(X) = 1. Donc :
P()(.Ii-i-y) =1
« Ensuite : o
> Pe(@) Po—k(y) = Po(z) Po(y) = 1x1 =1
k=0
D’ou : £2(0).
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» Hérédité : soit n € N. .
n+
Supposons Z(n) et démontrons Z(n+1) (i.e. : V(x,y) € R Py (v+y) = Z Py(x) Pry1-1(y))
Soit (x,y) € R2.

o On cherche & exploiter la question précédente. On souhaite donc faire apparaitre le polynéme
P! ;. On remarque pour cela :

Poii(z+y) = n+1($+0)+/ Py (x+1t)dt

0
Commentaire \

De facon générale, pour toute fonction f de classe C' sur R, pour tout y € R :

fw) = £(0)+ /0 " pey de

On applique ici ce résultat a la fonction f:y +— Puiq(z +y).

\. J

« Soit t € R. D’aprés la question précédente :
P (z+1t) = P(xz+t+1)
On en déduit :

Poyi(z+y) = Poul(z / +1x+t ) dt

= Pz / Pz +t+1)dt

(par hypotheése de
récurrence)

= Pn+1(I)+/(] Zpk() nk(t+1)d

(par linéarité de

= Fanl@)+ kZO Pi(x Pn K+ 1) dt lintégrale)
_ / (d’apres la question
= Pnle) / Frplt précédente)
= Ppui(z) + Z Py(x) [ Paga-k(t) ]
= Paa(o)+ 3 Rila) (Pasao(s) ~ Pasa-(0)
= Poa(z)+ i Pi(x) P (v) (d’aprés 25b, car :
e De plus :
n+1 n n
Z Py(x) Po1-k(y) = kZO Py(z) Poy1-k(y)+Pos1(x) Po(y) = kZO Py(z) Poy1-k(y)+Pota(x)

n+1
Finalement : P11(z +y) = Z Py(x) Pry1-k(y).

D'ou Z(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N,V(z,y) € R?, P,(z +y) = Y. Pi(2)Pu_r(y) ]
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