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DS5

I. Exercice 1 : Cours

dla
1. Démontrer : V(a, b, d) € Z3, p : ) } = (YA p) eZ? d| (Na+ pub))

Démonstration.
Soit (a,b,d) € Z3.
Supposons : d | a ET d | b. Démontrons : V(\, u) € Z2, d | (Aa + pb).
Soit (A, u) € Z*.
o Comme d | a, alors il existe k1 € Z tel que : a = k1 d.

De méme, comme d | b, alors il existe ko € Z tel que : b = ko d.
o On en déduit :

Aa+pb = Axkid+pxked = (Nky +pka)d

Or: Ak1+pke € Z. On en conclut : d | (Aa+ pb).

d|a
Finalement : V(a, b, d) € Z3, p ; ) } = (Y(\p) €Z? d| (Aa+ pb)).

2. Déterminer le PGCD de 2156 et de 336 :
a) par algorithme d’Euclide,

Démonstration.

o On effectue la division euclidienne de 2156 par 336.

2156 = 336 x 6 + 140
0 <140 < 336

e On effectue la division euclidienne de 336 par 140.

336 = 140 x 2+ 56
0 <56 <140

e On effectue la division euclidienne de 140 par 56.

140 = 56 x 2+ 28
0 <28 <56

e On effectue la division euclidienne de 56 par 28.

56 = 28x 240
0<0<28

Par algorithme d’Euclide : 2136 A 336 = 28. O




PCSI

25 janvier 2025
Mathématiques

b) par décomposition en produit de facteurs premiers.

Démonstration.

On obtient les décompositions en facteurs premiers suivantes :
x 2136 =22 x 7? x 11

x 336 =2 x3x7

On en déduit : 2156 A 336 = 22 x 7 = 28.
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II. Exercice 2
On note f la fonction définie sur RY par :

f Ry — R

1
T — T exp (—)
x

3. Montrer que la fonction f est de classe C* sur RY et déterminer une expression de f’.
Démonstration.

1
o La fonction h : x +— exp <—> est de classe C°° sur R’ car elle est la composée h = hg o hy de :
x

1
x hi:x+— —— quiest :
x

- de classe C* sur R%,
- telle que : b (R%) C R,

x ho = exp qui est de classe C* sur R.

On en déduit que la fonction f est de classe C* sur R*
car elle est le produit de fonctions de classe C*° sur R*.

. Soit z € R%.

4. Calculer les limites de f en 0 et en +oo.

Démonstration.

1 1
o Tout d’abord : lim — — = —o0. On en déduit : lim x exp (—) =0x0=0.
x

z—0t x z—0t

Ainsi : lim f(z) =0.
z—0

1 1
o Ensuite : lim — — = 0. Ainsi, par continuité de exp en 0 : lim exp (—) =¥ =1
x

T——+00 xT T—+00

On en déduit : lim f(z) = +oo.
r—>+00 ]
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5. On note désormais g la fonction définie par :

g : Ry — R
flx) sizeRY
x =
0 siz=0

Démontrer que la fonction g est continue sur R;.

Démonstration.
La fonction g est continue :
x sur RY, car la fonction f est continue sur RY . En effet, d’aprés 3, la fonction f est de classe C*°,
et donc continue, sur RY .
x en 0. En effet, d’apreés 4 : lin% f(z) =0. Ainsi :
T—r

lim g(z) = 0 = g(0)

z—0

Finalement, la fonction g est continue sur R.

O

6. Dresser le tableau de variations de g et montrer que g réalise une bijection de R, sur un intervalle
que l'on déterminera.

Démonstration.

o D’apres la question 3, pour tout € RY :
/ / 1 1
g(x) = fiz) = 1+; exp | —— > 0 (car x> 0)

« On obtient le tableau de variations suivant.

x 0 400
Signe de ¢/(z) +
400
Variations de ¢ /
0

o La fonction g est :

x continue sur Ry d’aprés 5,
x strictement croissante sur Ry d’aprés ce qui précede.

Ainsi, la fonction g réalise une bijection de Ry sur g(Ry) ou :

T——+00 T—+00

9([0,+<[) = |g(0), lim g(:z:)[ = [0, lim f(m){ = [0, +o0[ (d’apres 4)

Finalement, la fonction g réalise une bijection de Ry sur R..
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7. Démontrer que g est dérivable en 0. Quelle est la valeur de ¢’(0) ?

Démonstration.
Soit x € RY.
0
ECUIS G
r—0 ) x—0
On en déduit que la fonction g est dérivable en 0 et : ¢’(0) = 0. B
8. Tracer 'allure de la courbe représentative de g.
Démonstration.
2|
-
—0.5
O
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IT1. Probléme I

On désigne par I la matrice identité de .Z3(R).
On note % = (e1, e, e3) la base canonique de R? et on considére 'endomorphisme f de R? dont la

0 1 2
matrice dans la base Z est : A = (3 4 3).
2 =20

9. a) Calculer (A —2I)(A —1I)2.

Démonstration.
0 1 2 2 0 0 -2 1 2
e Toutd’abord : A—-21 = | -3 4 3| —-[0 2 0] = |-3 2 3 |.
2 =20 0 0 2 2 -2 =2
0 1 2 100 -1 1 2
o Ensuite: A—1 = -3 4 3|—1(0 1 0 = -3 3 3 1.
2 -2 0 0 0 1 2 -2 -1
Ainsi :

-1 1 2 2 -2 -1

-3 3 3] =10 0 0

2 -2 -1 2 -2 -1
0
0
0

-2 1 2\ /2 -2 -1
e Onen déduit : (A—20)(A-1)? = [-3 2 3 ][0 0o o] =

0
0
2 -2 =2 2 -2 -1 0

0
0].
0

(A—20)(A-1)?= 0 z5(r)

b) En déduire que A est inversible et déterminer A~1.

Démonstration.

« D’aprés la question précédente : (A — 2I)(A —1)? = 0.z (r)- Or :
(A—20)(A-1)* = (A-2I)(A* —2A+ 1) = A® —4A? + 5A 2]

e On en déduit :
A3 —4A2 454 - 21 =04,

donc A3 —4A%2 +5A =21
et A(A?2 —4A+51) =21

ainsi A (;(AQ —4A + 5I)> =1

1
On en déduit que la matrice A est inversible, d’inverse B (A% —4A +51).

Al %(AQ _4A 4 51)
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10.

Commentaire

pas d’opérateur de division entre deux matrices.

e A s . -
o L’écriture 9 n’a pas de sens puisqu’il n’existe pas d’opérateur de division entre les ma-

1
trices et les réels. Par contre, ’écriture — - A est bien autorisée : on multiplie une matrice
par un scalaire a ’aide de I'opérateur de multiplication externe - : R x ., (R) — ., (R).
« On ne peut pas non plus diviser par une matrice. Rappelons que l'inverse d’'une matrice

1
A, si elle existe, est notée A~! et pas 1 L’écriture B est elle aussi impropre car il n’y a

On note Ex(A) ={X € #3:1(R) | AX =2-X}.

a) Déterminer Fy(A).

Démonstration.

T
o Soit X € .#51(R). Alors il existe (z,y,2) € R3 tel que : X = (y)

X e EQ(A) =

Ly 2Ly —31y
L3+ Ls+ Iy
—

L3« L3+ Lo
e

AX=2-X
(A*Z-I)XZO///?’J(R)

z

x
y =
z
y + 2z
2y + 3z
2y — 2z
Yy + 2z
Y
Y
y + 2z
Y
0
y = —2z
y = 0
= -2z
= 0
z
0

e}

o

)
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e On en déduit :

Ey(4) = {G) € M31(R) [z =2 ET y=0}

z

z 1 1
— {(0)|zER}:{z'(0>\z€R}:Vect (0)
z 1 1

1
Es(A) = Vect (0)
1

b) En déduire que E2(A) est un sous-espace vectoriel de .5 1(R) et déterminer une base de Ea(A).

O

Démonstration.

1
« D’apreés la question précédente : Fa(A) = Vect (0)
1

L’ensemble E3(A) est donc un sous-espace vectoriel de .45 1(R).

) est :

x génératrice de Fy(A),

e La famille 1 = (

— o

x libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.
C’est donc une base de Ez(A).

1
La famille (0) est une base de 'espace vectoriel Ea(A).
1

11. On note Ey(A) ={X e #3:1(R) | AX = X}.
a) Déterminer E;(A).

Démonstration.

X
e Soit X = (y) € #M3,1(R). On a alors :

z

XecE((4) & AX=X
= (A—I)XZO,///&l(R)

(100

-r + y + 2z =0
& -3z + 3y + 3z =
2¢ — 2y — =z

I
o o
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En reprenant les équivalences :

e On en déduit :

-r + y + 2z =0
X € Ei(A) = —3x + Sy + 3z =0
— z = 0
e R S
<= — 3z =0
3z = 0
L Lot L -z 4+ y 4+ 2z =0
<= — 3z =0
0 =0
22 = —y
A { 3z = 0
L1e3L1+2L2 = 3y
3z = 0
o { el

Ei(4) = {(Zj) € M31(R) [z =y ET z=0}

Y 1
= {(y) lyeR} = {y- (1) |y € R}
0 0
1
= Vect 1
y
1
Ey(A) = Vect (1)
0

O

b) En déduire que E(A) est un sous-espace vectoriel de .#53 1(R) et déterminer une base de E1(A).

Démonstration.

1
« D’apres la question précédente : E1(A) = Vect (1)

0

L’ensemble F1(A) est donc un sous-espace vectoriel de .#31(R).
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) est :

x génératrice de F1(A),

o La famille 7, = (

O

x libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.
C’est donc une base de Ej(A).

1
La famille (1) est une base de ’espace vectoriel E1(A).

0
1 1 0
12. Onnote P=10 1 —-1].
1 0 2

a) Démontrer que P est inversible et déterminer son inverse.

Démonstration.
On applique l'algorithme du pivot de Gauss.

11 0
01 -1
10 2

On effectue 'opération { Lg < L3 — Lj. On obtient :

1 1 0 1
0o 1 -1 0
0 -1 2 -1

On effectue V'opération { L3 < L3 + Lo. On obtient :

11 0 1 00
01 -1 0 10
0 0 1 -1 11

La réduite obtenue est triangulaire (supérieure) et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

S O =
o = O

— O O
SN——

S = O

— o o
\_/

Ainsi P est inversible.

On effectue V'opération { Ly <— Ly + Lz. On obtient :

110 1 0
010 -1 2
0 01 -1 1

On effectue opération { L1 +— L1 — Ly. On obtient :

1 00 2 -2 -1
010 -1 2 1
0 01 -1 1 1

2 -2 -1
Finalement : P~ = | -1 2 1 ].

-1 1 1

10
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Commentaire

On remarque que la matrice P est constituée des vecteurs des famille F et G. C’est ce choix
qui va permettre d’exprimer par la suite la matrice A sous une forme plus simple.
On en reparlera dans le chapitre « Réduction ».

0

3.

)

20
b) Montrer que P~'AP = T ou T est la matrice triangulaire supérieure 7' = (0 1
0 0

Démonstration.

o Remarquons tout d’abord :

0 1 2\ /1 1 0 2 1 3
AP = (-3 4 3]|lo 1 —1| = [0 1 2
2 2 0/\1 0 2 2 0 2
o Enfin :
2 -2 —-1\ /2 1 3 2.0 0
P'AP = | -1 2 1 012 =1(o13] =T
11 1/)\20 2 001
Ainsi : P71AP =T. =

¢) Démontrer : Vn € N, A" = PT"P~1.

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, & (n) ol P(n): A" = PT"P~1,
» Initialisation

o D’une part : A% = 1.

« D’autre part : PT'P~' = PIP~ ' =P P71 =1

D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.

Supposons Z(n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. A" = PT"P~1).

AL = A x A"
d’apres la question précédente et

= PT"P7 x PTP™ ]gar 2;LypothéZe de réczrrence)

= PT" (P7'P)TP!
= pPr"I1TP™' = pr"tipT!
D'oa Z(n+1).

Ainsi, par principe de récurrence : ¥Yn € N, A» = PT"P~1.

13. a) Exhiber une matrice N € .#5(R) telle que T" s’écrit T =D + N, o : D = (

O O N
o = O

=
v

Démonstration.

o O O
o O O

D’aprés 'énoncé : N = T — D = (

o w o
N——
|

11
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b)

Calculer N? et en déduire N* pour tout k € N.

0 0 0\ /O O O 00
(0 0 3) (O 0 3) = ( 0 0) .
0 0 0/\0O OO 00

t k>

2:
NF = N*2xN? = N*2x0m = Osm

Démonstration.

0
o Tout d’abord : N2 = 0
0

e On en déduit, pour tou

En conclusion : NO = I, N' = N et pour tout k > 2, N¥ = 03 (R)-

O

Soit n € N. Déterminer T en fonction des matrices D et N, & l'aide de la formule du binéme
de Newton.

Démonstration.
Soit n € N. Les matrices D et N commutent. En effet :

2 0 0\ /0 0 O 0 00 00 0\ /2 00
01 0)(0 0 3 00 3 00 3)(0 1 0
0 01/\0 0 O 0 00 00 0/ \0 01

On peut donc appliquer la formule du binéme de Newton :

DN

" (D + N)"

5 (oo

k=0
<n> Dn—k Nk 4 i <n> Dn—k Nk
k = \k

n
Dn—k Nk
(&)

(car on a moniré : Vk > 2,

1
2.
k=0
1
.
k=0

B N* = 04,(r))
— n D" NO—I- n anl Nl
0 1
= D"+nD" !N
Ainsi, pour tout n € N, T" = D" +n D" ! N.

Commentaire |

o Ici, la matrice N vérifie : Vk > 2, N¥ = 05 (r)- Elle est dite nilpotente d’indice
2 (ce terme n’est pas au programme et il est préférable de ne pas D'utiliser dans
une copie). Si elle avait été nilpotente d’ordre 3, il aurait fallu traiter a part les cas
n = 0 mais aussi le cas n = 1.

o Cette question sur le binéme de Newton matriciel est extrémement classique aux
concours et il faut donc savoir parfaitement la traiter.

12
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IV. Probléme 11

Dans tout le probléme, on pourra utiliser le résultat suivant.
Soit (ank)(n,ken2 une suite de réels. Soit (b,) € RN, Soit L € R. On note, pour tout n € N :

n
> ank b
k=0
Chn = —
Z an k
k=0
Avec ces notations :
V(k,n) € N2, app >0
n
kgo fink n—>—+)oo e = Cn n—>—+>oo L
b, — L
n—-+4o0o
IV.1. Etude préliminaire
Pour tout n € N, on note :
Up = —— —In(n+2) et v, = —— —In(n+1
n= ( ) n= X ( )

14. Démontrer : Vo € | — 1, 400[, In(1 + z) < =.

Démonstration.

o La fonction f : 2 +— In(x) est concave sur R .
Sa courbe représentative est donc située en dessous de ses tangentes ; en particulier celle au point
d’abscisse 1 d’équation :

y = J+ 1) (@-1)
= 0+ (z—-1)
On en déduit : V& € RY, In(t) <t — 1.
e Soit z € | — 1, +o0o[. En appliquant la proposition précédente a t = 1+ x € R%, on obtient :

In(l+z) < X4+2)—F ==z

Vee]—1,4oc0f, In(l+2) <z

O
1 1
15. a) Démontrer : Vn € N, unH—un:?—ln <1+ +2).
n n
Démonstration.
Soit n € N.
n+1 1 | 3 n 1 I 5
U —Up = — — In(n + - — — In(n+
e <k0 k+1 ( )> (ko k+1 ( )>
n 1 n
= — ] =1 3) — 1 2
(S + o)~ 3= £ 2T bt +2)
1

= =5 (In(n+3)—In(n+2))

13
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On obtient : )
Ungl —Un = oo (In(n + 3) —In(n + 2))

1 n—+3
= —In
n—+ 2 n—+ 2

1 _m(0r+%+1)

n 42 n—+ 2

1 In({1+ 1
p— 7—11 [
n—+2 n-+ 2

1 1
—In(1+
n+2 n-+ 2 O

Vn €N, upy1 —up =

b) En déduire le sens de variations de (uy).

Démonstration.
Soit n € N.

o D’aprés la question précédente :

1 (1 1
U — = —— —1In +
ntl ~ Un n-+2 n-+ 2

1
« En appliquant la question 14 & x = ) € | — 1,400[, on obtient :
n

1 1
In{1+ <
n+2 n+ 2

1 1
—In(1+ > 0. D’ou :
n-+ 2 n+2

Uptl — Uy = 0

Ainsi :

On en déduit que la suite (uy,) est croissante.

O

16. En écrivant, pour tout n € N, la différence v,4+1 — v, sous une forme analogue & celle utilisée dans
la question précédente pour la suite (u,), démontrer que la suite (v,) est décroissante.

Démonstration.
Soit n € N.

o Tout d’abord :

n+1 1 1 5 n 1 ! )
Upyl — Uy = <k:0k+1 —In(n + )) - (k:0k+1 —In(n + )>

n

n 1
- =) 9) — 1 1
(S +os) ~me 2= £ 2T i+ )

_ ni2+(mm+1yJMn+%)

14
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On obtient : . )
n+
_ — 1

Un+1 — Un n+2+ n(n+2>

! +In(1 1
pr— n J—

n+2 n+2
. . 1 .
o Or, en appliquant la question 14 & x = “nT3 € ] —1,+400[, on obtient :
n

1 1
In{1-— < —
n—+ 2 n—+ 2
.. 1 1 .
Ainsi: ——+In{l1— —— ] <0.Dou:
n—+ 2 n -+ 2

Upt1 —Up < 0

On en conclut que la suite (v,,) est décroissante.

O

17. Démontrer que les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes. Que peut-on en déduire sur leur comportement
asymptotique 7

Démonstration.

« On connait déja la monotonie des suites (uy,) et (v,) d’aprés les questions précédentes. On cherche
alors & démontrer que la suite (v, — u,) converge vers 0.
Soit n € N.

Un — Uy = (i k+1_1n(n+1)>—<i k+1—ln(n+2)>

0 0

= In(n+2)—In(n+1)

<n+2>
= In
n+1

1
= ln(l—i—) — 0
n+1/) no4oo

La suite (v, — uy,) converge vers 0.

« On sait que :
x la suite (uy,) est croissante d’aprés 15b,
x la suite (vy,) est décroissante d’apres 16,

x d’aprés ce qui précéde : lim v, —u, = 0.
n—-+o0o

On en déduit que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

o Comme les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes, alors elles convergent vers une limite commune.

Les suites (uy,) et (vy,) convergent vers la méme limite.

O

15
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18. Pour tout n € N, on note : w,, = n (vep+1 — vy). Supposons que la suite (w,) converge vers 0.
n+1
2(n+2)(2n+3)

a) Démontrer : Vn € N, w41 — wy = vopy1 — vp +

Démonstration.
Soit n € N.
Wny1 —wp = (n+ 1) (V2(m41)41 = Vnt1) = 7 (V2ng1 — Vn)
= (n+1) (vant3 = Vns1) — (N + 1) (V2n41 — vn) + (V2nt1 — n)
= (v2nt1 —vn) + (0 + 1) (v2nt3 — Vnt1 — (V2ns1 — 0n))

= Vont1 — Vp+ (R + 1) ((V2n+3 — Vont1) — (Vng1 — vn))

1 41 n+1
v —v, = —— +1n
n+1 n TL+2 TL+2

Or, d’aprés la question 16 :

De plus :

k=0 k=0

2n+1/1/ 1 1 2n+1
- In(2n + 4) In(2n + 2)
(k%k+1+2n+3+2n+4) n(2n + %ﬂl nt
1 1 2(n+1)
_ 1
2n+3+2(n+2)+n<2(n+2)>

B L1 (rd
 2m+3 2(n+2) n+2

2n+3 1 2n+1 1
U2n+3—1)2n+1 = (Z k+1—1n(2n+4)>—<2 k+—1n2n—|—2>

On en déduit :

Wn+1 — Wn
1 1 5> 1 nt
_ _ 1 1 (= T
Uty = vn (1 )<2n+3+2(n+2)+n n+2 <n+2+%>)
+(n+1) ! + ! .
2n+1 n on+3 2(n+2) n-+2

2(n+2)+(2n+3)—-2(2n+3)
2(n+2)(2n +3)

20+4+20+3 —4n—6
2(n+2)(2n+3)

= Vg1 —Up+ (n+1) x

- 02n+1_vn+(n+1)x

n+1
2(n+2)(2n+3)° O

Finalement : Vn € N, wy, 41 — wy = vopt1 — Un +

16
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1
b) Démontrer : w41 —wy, ~ —.
n—+oo 4n

En déduire l'existence d'un entier ng € N* tel que, pour tout n € [ng, +o0[ : wp1 — wy = o
n

Démonstration.
. . w —w
o Il s’agit de démontrer : lim w

_> —_
n—-+o0o in

=1.

Soit n € N.

Wnp4+1 — Wn
1

4n

= An (wp+1 — wy)

dn(n+1) (d’apres la question
2(n+2)(2n+3) précédente)

= 4n(vont1 — vn) +

2n (n+1)

= At S B+ 3)

e Or:
x d’une part, d’apres I’énoncé de la question 718 : lim w, = 0.
n——+00
x d’autre part :
2n(n+1) 2n X n

(n+2)(2n+3) notee nx2n

Ainsi : lim 2 ED
n—+oo (n +2)(2n+ 3)
On en déduit : lim w

_> —_
n—-+00 in

=1.

=1.

1
On en conclut : wp41 —wy, ~  —.
n—-+oo 4n

Wn41 — Wn
1
an
Ainsi, pour tout € > 0, il existe ng € N* tel que, pour tout n > ng :

e On vient de démontrer : lim =1.

n—-+00

Wp41 — Wn

On en déduit :

,_.
N
™

donc 1—e¢ 1+¢

N
N

1 1
don (1—¢) n < Wpt1 — Wn < (I+¢) ym
o Comme cet encadrement est valable pour tout € > 0, il P’est en particulier pour : € = 5 > 0.

Il existe alors ng € N* tel que, pour tout n > ng :

1>< 1 . . 3>< 1
- X — < w —wy, < = X —
2 4n it " 2 4dn
En particulier :

1

— < Wpyl1 — Wy

8n

Il existe bien ng € N* tel que : Vn = ng, w41 — wy = &
n

17
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Commentaire

Pour conclure quant & la question posée, il a fallu choisir une valeur de € permettant
d’obtenir la minoration voulue. Plus précisément, il a été démontré, pour tout € > 0, il
existe ng € N* tel que, pour tout n > ng :

1
Wpt1 —wy = (1—¢) n

Or on souhaite démontrer :

1
Wptl — Wy 2 3n
. 1 1
On choisit donc ¢ tel que : (1 —¢) — = —. Or:
n 8n

1 1 1 1 1
(1—¢) — & l-e==- & 1—--=¢ & —-—=c¢

4n 8n 2 2 2
.. 1
En choisissant ¢ = oL on obtient donc bien le résultat voulu.
1 n=1l 1
¢) Démontrer, pour tout n € [ng + 1, 400 : w, > w § Z %

Démonstration.

o D’aprés la question précédente, pour tout k£ > ng :

1
— 2 -
W41 — Wk 3k
e Soit n € [ng+ 1, +oo. En sommant les inégalité précédentes pour k variant de ng a n — 1, on
obtient :
n—1 n-1 1
Y (wen-w) > Y o
k=ng k=ng
I
Wy, — Wy (par télescopage)
1 nl1
On en déduit, pour tout n € [ng+ 1,400, wp, = wp, + = >, —
8 kS Kk =
n—1
d) Exprimer >  — al’aide de la fonction In et de certains termes de la suite (uy,).
k=ng
Démonstration.
« Tout d’abord, on remarque, pour tout n € N, par décalage d’indice :
n 1 n+l 1
= — =1 2) = - —1 2
U, P n(n+2) k§1k n(n + 2)
n+1 1
On en déduit : > 7 = Un +1In(n +2).
k=1
. P11
Ainsi : Vp € N¥, PR =up—1 +In(p+1) (x).

18
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e Soit n > ng + 1. On en déduit :

n—1
k=1

=

no—1
-2
k=1

ENl
| =

n—1
>
k=ng

= (un,g + ln(n)) -

(uno,g + ln(no))

(par sommation
par paquets)

(en appliquant (%) a

= Up—2 + In(n) — up,—2 — In(np)

n—1
Vn>=ng+1, >

k=ng

k

= Up—2 + In(n) — up,—2 — In(ng)

e) En déduire que la suite (wy,) diverge vers +oo.

f) A-t-on :vopy1 —v = 0O <> ?

Démonstration.

e Soit n > ng + 1.
D’aprés la question 18¢ :

Wn,
o Ainsi, d’aprés la question précédente :

Or :

x tout d’abord : lim wy, —
n—-+4o0o

x ensuite, d’aprés 17, la suite (u,) converge vers une limite £ € R. Ainsi :

x enfin : lim
n—4o0o

In(n) = +oo.

On en conclut :

n—-+o0o

1
g (uno_

e

(un—2 +1In(n) = une—2 — In(no))

2+ In(ng)) = wp, — é (tng—2 + In(ng)).

1
lm  wy, + 3 (tn—2 +1In(n) — upy—2 — In(ng)) = +oo

Par théoréme de comparaison :

lim w, = 4.
n—-+00

1
n

n—+oo

Démonstration.
On procéde par I'absurde.

n——+oo n

Supposons : vop11 — Uy = 0 — .

Van+1

o On en déduit : n (vap1 —vp) = —5——

n

— v
" 5 0. Autrement dit :
n—-+4oo

w, — 0
n—-+00o

On est donc dans le cadre d’application de la question 18.

p=n—1letp=mng—1)

lim wu,_o = V4.
n—-+o0o
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o D’apreés la question 18e, on en déduit :

w, — 00
n—-+o0o

Absurde!

1
On en conclut que la suite (vop+1 — v,) n’est pas négligeable devant <>
n

O
IV.2. Etude d’une suite
Pour tout n € N te : B i(fl)k
our tout n on note : = :
) n = ]C—f—l
19. Démontrer que les suites (Bay,) et (Bay+1) sont adjacentes. En déduire que la suite (B,,) est conver-
gente.
Démonstration.
e Soit n € N.
B2(n+1) — Bap = Bapta — By
me2 (—1)k 2 (1)
P DN oy R DA
k=0 k=0
2n (_ —1)2n+1 —1)2n+2 2n (_
S (=b* GV _ 5 (
Zk+1 0 2n+2 2n + 3 <k + 1
B Lo
 2n+2 2n+3
- —(2n14+3)+ (2n+2)
(2n+2) (2n +3)
- 1
 (2n+2)(2n+3)
La suite (Bay,) est donc décroissante.
e Soit n € N.

Botny1y+1 — Bant1 = Bants — Bant1
2043 (_1)k 204l ()R
S k+1 0 o k1

_ (im (-1 <—1>2”+3)_2nz+1 e

Mk+1+ 2n+3 * 2n +4 = k+1

1 1
2n+3 2n+4

(2n+4)— (21 +3)
(2n+3) (2n+4)
1
(2n+3) (2n+4)

La suite (Bap+1) est donc croissante.
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Commentaire

Les démonstrations de la monotonie des suites (Bay,) et (Ban+1) étant trés proches, on pouvait
se contenter de démontrer I'une d’entre elles avec rigueur, puis de préciser qu’on obtenait la
seconde avec des arguments similaires.

e Soit n € N. it ( )k n )k
n-+ -1 n -1

B — B = _ )

2n+1 2n kz::() k T 1 kz::() A n 1

2n (_ —1)2n+1 2n (_

IO NG i WY
Zk+1 0 2n+2

2n + 2 n—+4oo

lim B — By, =0
Ry too 2n+1 2n

e On a démontré :
x la suite (Bg,) est décroissante,
x la suite (Ba,41) est croissante,

x de plus: lim Bg,y1 — Ba, = 0.
n—-+o0o

Les suites (Bay,) et (Bap+1) sont donc adjacentes.

o Comme les suites (B2;,) et (Ba2,+1) sont adjacentes, alors elles convergent vers une limite commune
L. Autrement dit :

X Bgn — L
n—-+o0o

x B — L
n+l n—-+o00

Par propriété de recouvrement, la suite (B,,) converge vers L.

20. Démontrer : Vn € N, Bo, 11 = V241 — Un + In(2). En déduire la limite de la suite (By,).

Démonstration.
e Soit n € N.
2n+1 (_1)k
Bopns1 = >,

= +
k=0 k+1 k;;o k+1
k pair k impair
no(—1)% (—1)2+1
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Or:

x d’une part :

n 1 2n 1
p§=:0 2p+1 1;::0 k+1
k pair
24l
= kz ) (car 2n + 1 est impair)
k ga?r
2n4-1 1 2n+41 1

N kgo k+1 kZ::o k+1

x d’autre part :

On en déduil

Bont1

k impair
il
= (von4y1+I(2n+2)) - > —— (par définition de vap41)
k=0 k41
k impair
+In(2(n+1)) - X !
= v n(2(n -
2n+1 2 op1 2
@) —ln(n+1) -2 > —
= v n(2) — In(n - = —
2n+1 5 Xl
—— = vp+In(n+1
p;o P n+1n(n +1)
t:
1 1
= <v2n+1 +1In(2) +In(n+1) — 3 (vn 4+ In(n + 1))) —5 (vn + In(n + 1))

1 1 1 1
= vgn+1+ln(2)+w—§vn—71 —1—1)—511”—71 +1)

= Vopn41— Up + ln(2)

Vn € N, Bypi1 = v2p41 — Un +1n(2)

« D’aprés la question 17, la suite (v,) converge vers une limite ¢. Ainsi la suite (v2p+1) est conver-
gente de méme limite, car c’est une sous-suite de la suite (vy,).

On en dédui

t que la suite (Ban41) est convergente et :

lim B2n+1 = €—€+ln(2) = 111(2)

n—-+o00

« On en conclut, d’apres la question 19, que les suites (Bay,) et (Bay41) convergent vers L = In(2).

Toujours d’aprés la question 19, la suite (By,) converge alors vers In(2).

O
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21. Démontrer :
VneN, [Ba, —In(2)] < Bap — Bapg1r et |[Baggpr —In(2)| < Bap — Bang

Démonstration.

« Tout d’abord, la suite (Bay,) est décroissante de limite In(2).
Par théoréme de la limite monotone : In(2) = inlf\I (B2y). On en déduit, pour tout n € N :
ne

By, > In(2) (%)
Ainsi : By, —In(2) > 0. D’ou :
| B2y, — In(2)] = By, —In(2)
e Soit n € N. On remarque alors :
|Boy, — In(2)| < Bayy, — Bopy1 < Bap —In(2) < By — Bopy
< —In(2) < —Baopti
< In(2) > Bopti

« Or, la suite (Bap41) est croissante de limite In(2).

Par théoréme de la limite monotone : In(2) = sup (Bap+1). On en déduit :
neN

Bopy1 < In(2)

On en conclut, par raisonnement par équivalence : ¥n € N, | By, — In(2)| < Ba, — Bap+1-

o Ensuite, d’aprés ce qui précéde, pour tout n € N :
Bo,11 < In(2)
Ainsi : Boyy1 —1In(2) < 0. D'ou :
|Bonr1 — In(2)| = —(BQHH — 1n(2)) = In(2) — Bant1
« Soit n € N. On remarque alors :

|Ban+1 —In(2)| < Bap — Bop+1 < In(2) — Bopy1 < Bap — Banya

=4 1H(2) < B,

Or cette derniére assertion est vraie d’aprés (x).

Ainsi, par raisonnement par équivalence : Vn € N, |Bay, 1 — In(2)| < B, — Bopy1.
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1
n+1

22. En déduire : Vn € N, |B,, — In(2)| <

Démonstration.
Soit n € N. Deux cas se présentent.

e 8i m est pair, alors il existe p € N tel que : n = 2p. On obtient :

|Bn —In(2)] = |Bzp —In(2)]
< By — Bopta (d’apres la question précédente)
1
= 12 (d’apres 17)
1 1
< —

2p+1 n+1

e 8i m est impair, alors il existe p € N tel que : n = 2p + 1. On obtient de méme :

|Br, —In(2)] = |Bopt1 —In(2)]
< By — Byt (d’apres la question précédente)
1
= a0 (d’aprés 17)
B 1 - 1
2p+1)+1 n+1
1
Finalement : Vn € N, |B,, —In(2)| < 1 0

Commentaire .

e Soit € > 0. S’il existe N € N tel que :

1
< g, on obtiendra par transitivité :
N+1° P v
1

By —In(2)] € —— <
By -@)] < 57 < ¢

Le réel By sera donc une valeur approchée de In(2) a e pres.

e Or, pour tout n € N :

1 e o nel > 1 (par stricte décroissance de la
n+1 “ e fonction inverse sur R )
1
S no>=> - —1
€

1
On note alors : N = [ — 1—‘. Dans ce cas, By est une valeur approchée de In(2) a e preés.
€

o En particulier, si e = 1071, alors :

1 10
M= [mlolw = [10" = 1] = 999999999

Pour obtenir une valeur approchée de In(2) a 10719 prés avec I'approximation de cette partie,
il faut donc calculer le 999 999 999°™¢ terme de la suite (B,,) ! L’approximation de In(2) fournie
par la suite (B,,) est donc trés peu efficace (car la suite (B,,) converge lentement vers In(2)).
C’est pourquoi on cherche en partie suivante une fagon d’accélérer la convergence d’une suite.
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IV.3. Accélération de convergence

On veut mettre en place une méthode permettant, a partir d’une suite réelle convergente, de construire
une nouvelle suite réelle admettant la méme limite mais convergeant vers cette limite bien plus rapi-
dement que la suite initiale.
L’objectif de cette partie est de montrer en toute généralité comment construire la nouvelle suite puis
de démontrer les propriétés d’accélération de convergence de cette construction sur I'exemple de la
suite (By,) de la partie IV.2.

Soit (b,) € RY. Pour tout k € N, on définit une nouvelle suite notée b*), ou (b%k))neN, de la maniére
suivante :

« pour tout n € N, bg)) = by,

« pour tout (k,n) € N2, BT — ) 4 bfﬁl.
On note de plus, pour tout n € N :

B, = Zbk et Cp = 22k+1
k=0 k=0
n 1
238. Soit n € N. Calculer la valeur de ) n .
k=0 \k+1
Démonstration.
On calcule :
non+1 ntl fn+1
> < > = < > (par décalage d’indice)
k=0 kE+1 k=1 k
- 50000
k=0 \ K 0
_ n+1 <n + 1) 1% 1(n+1)—k 1
k=0 \ F
_ n+l (par formule du
= 4+ ! binome de Newton)
— ontl _ 4

no/n+1
:2n+1_1
=) ;

24. Démontrer par récurrence : Vk € N, Z(k)  ou:

On pourra utiliser le triangle de Pascal.

Démonstration.

k
Démontrons par récurrence : Vk € N, Z(k) ou  P(k) : Vn € N, k) = > <k> bptr-
T

» Initialisation :
Soit n € N.

D’ou Z(0).
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» Hérédité : soit k € N.
(k1) L (k+1
Supposons Z(k) et démontrons Z(k +1) (i.e. :YneN, by, ' = > ( )bn+r)

r=0 r
Soit n € N.
7(1k:+1) = 1(1k) + b,(f_ﬁl (par définition de b,(lkﬂ))
ko [k ko (k (par hypothése de
N TZ_:O (r) butr +TZ::O <7‘> bt 1) e récurrence)
ko (k k. (k
= Z ( ) bnr + Z < > bn+(r+1)
r=0 \T r=0 \T
k k k+1 k
= Y ( > bogr + > ( > btr (par décalage d’indice)
r=0 \T r=1 \T" — 1
k ko (k k k k
= b?’L bn r bTL T bTL
((6) e 2 () o)+ (B (2 oo () s
k k k
= bn bn bn r
esss 2 () 51) e
ko (k+1 .
= by+burpt1+ . . bpntr (par triangle de Pascal)
r=1
Or :

k+1 /k 4+ 1 kE+1 k k+1 k+1
bpir = by brtr bn
()b = () per 5 () bt (1) ek

r=1
Ainsi : -
+1 (k41
b(k+1) = Z:()( r )anrr

Dou Z(k+1).

Par principe de récurrence : Vk € N, 2 (k).

Commentaire

Cette récurrence doit sembler familiére. En effet, le raisonnement mis en place dans 1’hérédité
est parfaitement similaire & celui présent dans la démonstration :
x de la formule du binéme de Newton (complexe et matriciel),

x de la formule de Leibniz.
On rappelle que ces démonstrations doivent étre maitrisées.
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25. Démontrer que, pour tout (r,n) € N2 vérifiant n > r, on obtient :
1 & (n+1 noo1 k
ontl 2 <k; 1) = 2 ok+1 < >
k=r + k=r r
Démonstration.

1 2 1 noo1 k
Démontrons par récurrence : Vr € N, Z(r) ou  P(r):Vn >, > (n + ) =5 < >

» Initialisation :
Soit n € N.

o D’une part :

1 2 /n+1 1 o
on+1 kzo <k: I 1) = onil (2"t —1)  (d’apres 23)
1
= —_— W

o D’autre part :
Loy _ 1 1’“_]12/X1—(;)”“_1 1
= ok+1 \ o) =~ 92 = \2 - 1 - on+1
D’ou £(0).

» Hérédité : soit r € N.

S P(r) et demontrons P(r+1) (ie. :¥n > r+1, ——  3° <n+1> S ( K ))
u osons T)€E emontrons T t.€.:Vn =2r y = .
i St \E+ 1) 50 280 e+ 1

Soit n > r 4+ 1.
o Tout d’abord :

1 n n-+1 _ 1 no/n+1 n-+1
on+1 2 k+1) — ontl 2 k+1) \r+1
k=r+1 k=r
_ 1 i n+1 1 n+1
- on+1 =, k41 on+l r+1

L k 1 n+1 (par hypothése de
- Ew ()ow () @

r+1 récurrence)

n 1 k 1 T n 1 k
Ew () = e ()25 ()

1 n 1 k
g T 2 g <> ()

k=r+1

e Or:
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o De plus, par triangle de Pascal :

n 1 k
A»:;rl 2+1 (’>
n 1 E+1 k
= 2w (1) " e
k=r+1
n 1 k+1 n 1 k
B kg—&-l 2641 <7’+ 1) - k:;—i-l 2541 <7’+ 1)
n+1 1 k n 1 k
— — — — décalage d’indi
Wy OF <r+ 1) k:zr:+1 k71 (7’—1— 1) (par décalage d’indice)
LA | k 1 n + 1 1 T + 1 n 1 k
= | 2, ( 1) * 2n+1 1 2r+2 1 2 5k ( 1)
k=r+2 T+ r+ r+ k=r+42 T+
1 (41 Lol k 1
oot \r 41 or+2 T ok \\r 1) 2
n+1 1 noo1 1 k
-~ ot <r—|— 1) Tt k§+2 % 3 (r + 1>
1 (41 1 3 1
oontl \r 41 22 T L, 2kt r+1
« On obtient avec (xx) :
noo1 k 1 n 1 k
k;r ok+1 (r) — ogrl + k;ﬂ ok+1 <7>
1 1 (n+1 Lol k
T or4l on+l \ p 1] or+2 Pl 2k+1 \p 11
1 1 n+1 n 1 k
T ord2 on+1 (7‘ + 1) + k:;—i-Q 2k+1 <T + 1)
En effet :
1 1 2-1 1
or+1 o or+2 = oQr+2 = or+2
« On en déduit ainsi avec () :
1 n n+1 1 k n+1
w5, 0) = En (J v (1)
_ k 1 n
B 2r+2 r—I—l ,”+22k+1 r+1) 2n r+1
1
= oz T Z 2k+1 <r+1>

28



PCSI
Mathématiques

25 janvier 2025

o Enfin, on remarque :

i1<k>_1<r+1>+§:1<k>
o 260 \r 1) 282 e+ 1) S 26 \r 41
1 n 1 k
- or+2 k:;JrQ 2k+1 <T+ 1)
On en conclut : ) ) 1 i
n n_l_ n
200 = B ()
vt S \k+ 1 grpr 26 \r 4 1
Dou Z(r+1).
1 & (n+1 noo1 k
P incipe de ré :VreN,Vn>r, = Py :
ar principe de récurrence : Vr € N, Vn 2 r, oo kgr <k+1> kgr oh il (r> .

26. En déduire :

1
vneN, C,
Démonstration.
Soit n € N.
()
Cn = k§0 oRET by
n 1 k
= — b,
kgo 2k+1 <7§0 <T> >
n k 1 k
= N b,
kg(] <7"20 2k+1 <7“> >
1 k
= b,
Ogrggn Qk ! <T)
n n 1 k
rz::O (k’zr 2k+1 (7’) )
n n 1 k
- 5(E ()
n 1 7o /n+4+1
— b | ——
Eo(mw £00)
1 nofn+1
= b?“
o 5 (5 i) )
1 n+1
= bT’
2n+1 Oérgén (k + 1>
=5 (560))
— b,
ot kgo <7’ZO k+1
- 1 i n+1 i b
- 2+l k=0 k+1 r=0 "

(par définition de Cy,)

(d’aprés 24)

(d’apres la question

p

récédente)
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k
Or, d’apres ’énonce : Vk € N By, = > b,. Ainsi :
r=0

1 no(n+1

k=0 \k+1 O

27. Démontrer que, si la suite (B,) est convergente, il en est de méme de la suite (C),). De plus, dans
ce cas, les deux suites ont méme limite.
On pourra utiliser la propriété énoncée au début du probléme.

Démonstration.
Supposons que la suite (B,,) est convergente. On note L sa limite.

o Soit n € N. D’aprés la question précédente :

n 1
3 <n + ) B,
o _ k=0 \F+1

no on+1

no/n+1 no(n+1

B
kZ::o <k+ 1) kz::O <k+ 1> ‘
ol ntl
kg() (k + 1)
no(n+1
B
2ntl —1 kZ:o(k‘f'l) ’ -
= ot X a i (d’apres 23)
kz::() (k + 1>

« Pour tout (n,k) € N2, on note alors :

1
<Z+1> sik<n
ank = +

1 sik>n

Commentaire

1
« On ne peut poser : V(k,n) € N?, a, = <n *

k+1).En effet :

n+1
x par convention, on aurait : Yk > n, ap = (k: 1 1) =0,

x or on souhaite : V(k,n) € N? a,j > 0.
o Comme les valeurs de a,, ;, lorsque k > n ne sont pas utiles dans les calculs, on peut choisir

n’importe quelle valeur strictement positive pour définir a,, ;, dans ce cas. On a choisi par
exemple la valeur 1 ici.
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28.

o On sait :
< W(k,n) € N2, anp > 0,
d’apres 23 i i ntl ntl 1 — 4
r : I = — 00
© e e L n—+00 ’

X Bn — L.
n—-+o0o

Alors, d’aprés la propriété fournie par I’énoncé :

no/n+1
B
k=0 (k'+1> )

— L
i (TL + 1> n—-+00
k=0 \k+1
2nth 1
e Deplus: lim ———— = 1. On en déduit :

n—-+00 on+1

C, — 1xL
n—-+oo

On en conclut que, si la suite (B;,) est convergente, alors la

suite (Cy,) est convergente de méme limite. 0
. (=)™
Dans cette question, on note, pour tout n € N : b, = P
n

On utilise alors & nouveau, pour tout k € N, la suite (b%k))neN (définie en partie IV.3. ), la suite
(By,) (définie en partie IV.2.) et la suite (C),) (définie en partie IV.3.).

L’objectif de cette question est de montrer que la convergence de la suite (C),) vers sa limite est
bien plus rapide que celle de la suite (B,,).

fro-ota- £ ()

a) Démontrer, pour tout k € N :

Démonstration.

Soit k € N.

« Tout d’abord, la fonction ¢ — (1 — ¢)* est continue sur le SEGMENT [0, 1].
L’intégrale /1 (1 —t)* dt est donc bien définie.

« Ensuite : ’

1
/ (1-t)kdt =
0

binome de Newton)

(k) (-t)?“) 0 (par formule du

<k> (_1)7‘ /1 tT dt (par lznéa’mté de
0

lintégrale)
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e Or, pour tout r € N :

1
/ thdt = [ t
0
Ainsi :

1 k
/ (1—tFdt = %
0

r=0

r+1

r+1

Gewr ffra-t

B 1
Cor41
0

(e,

1
On en déduit : Vk € N, / (1—t)* dt =
0

£O

r+1°

O

b) En déduire une expression trés simple de la somme apparaissant & droite de 1’égalité obtenue en

question précédente.

Démonstration.
Soit k£ € N.

o D’aprés la question précédente :

. OI' : .
/1(1—t)kdt: B Cnk) oSl Y (S S R
0 k+1 k+1 k41
EorkR\ (=17 1
A. i : = —
insi : Vk € N, TZ::() (r) i sl i .
e n 1
En déduire : Vn e N, C), = kgo Fr) 2
Démonstration.
Soit n € N.
n 1
Cn = kE pUEs) b(()k) (d’aprés l’énoncé de la partie 1V.3.)
=0
n 1 k k ) .
= kX_IO prEs) 20 , by (d’aprés 24)
n 1 k(R (1) (car, d’aprés Uénoncé, dans cette
R vt
— \ 2kt1 S 1 tion :Vn €N, b, =
k=0 —=o \r/) r+ question : Vn € N, ] )
n 1 1 L ] o
= kX_:O T X1 (d’apreés la question précédente)
n 1
N, C, = -
el e lgo (k+1)2k+1 O
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d) Démontrer, pour tout (n,m) € N? vérifiant m > n :

0< Cp-0Cy < —— 5 1
X m n X n+2 i1 9k+1
Démonstration.
Soit (n,m) € N? vérifiant : m > n.
o Tout d’abord, d’aprés la question précédente :
m 1 n 1 m 1
Cn—Cp = > = > >0

ST S Gr DT 2, D D

« De plus, pour tout k € [n+ 1,m] :

k = n+1
donc k+1 P n+2
Jot 1 1 (par décroissance de
ot E+1 h n+ 2 x— — sur R )
T
1 1
Insi . ok+1
ainsi (1) 261 < (n+2) 2k (car : 2°F1 > 0)

En sommant les inégalité précédentes pour k variant de n + 1 & m, on obtient :
m 1 m 1
B < -
k:§+1 (k + 1) 20+ k:%Jrl (n+2)2k+1
I I
1 m 1

Cpn—C, —_
m n n4+2 k:zn:—i-l 9k+1
. . 1 m 1
Finalement, pour tout (n,m) € N® vérifiant m >n : 0 < Cp, — C), < > .
n+2 k=n+1 2k+1 i

e) En déduire, pour tout n € N :

1
< In(2)-Cnp < ——%5,07
0 n(2) - C, (122

Démonstration.
Soit n € N.

o D’aprés la question précédente, pour tout m > n :

1 m 1

2

0<Cy—Cy < —
TN T a2 Sy 2
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Or :
m m 1
> Py > % (par décalage d’indice)
k=ng1 2 k—ng2 2

On en déduit :

D=

1 1 1

0 < Cn=Ch < =5 X5 <1_2m_n_1>

e Or:
1 1
a1 < ! (cor : g1 2 0)
1 1 1
dove oyt (1—2mn1> gz (T gy 2
1
On en conclut, par transitivité : 0 < C,, — C,, < W (%)

e De plus :

x d’aprés les questions 19 et 20, la suite (B,,) est convergente de limite In(2).

x on est dans le cadre d’application de la question 27 en notant : Vn € N, b, =

Ainsi, d’apres la question 27, la suite (C),) est convergente et :

lim C,, =
m——+00

lim

B,, = In(2)

m—-+00

« En passant a la limite quand m tend vers +o0o dans (%), on obtient, par compatibilitée de la

limite avec 'ordre :

0 <In2)-C, £ —
n(2) " (n 4 2)2n+1

1

YneN,0 < In(2)-C

n <

1

(n+2)2nt+l

f) Comparer les vitesses de convergence de (B,,) et (Cy,) vers leur limite commune.

Démonstration.

« D’apres la question 22, la suite (B,,) converge vers In(2) a vitesse

« D’apres la question précédente, la suite (C,) converge vers In(2) & vitesse

n—+1

(n+2)2n+1"

La suite (C,,) converge donc (exponentiellement) plus vite vers In(2) que la suite (B,,).
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Commentaire \

« Pour poursuivre la comparaison des approximations de In(2) fournies par les suites (B,,)
et (Cy), on peut effectuer le méme raisonnement que dans la remarque de la question 22.

1
o Soit € > 0. 5’1l existe N € N tel que : m < ¢, on obtiendra par transitivité :
1
0 < In(2)-0C, < (N 2)28 < €

Le réel Cy sera donc une valeur approchée de In(2) a e preés.

o La fonction suivante permet d’obtenir un entier N € N tel que Cx soit une valeur
approchée de In(2) a eps preés.

def entier_approx(eps)
N=20
while 1 / ({(N+2) * 2*x(N+1)) > eps :
N=N+1
return N

1S T N O R

En exécutant la commande entier_approx(10%*(-10)), on obtient que le 28°™¢ terme
de la suite (Cy,) fournit une valeur approchée de In(2) a 10710 pres.
On rappelle que pour obtenir une approximation aussi précise avec la suite (B,,), il fallait
calculer son 999 999 999°™¢ terme. Le gain en efficacité est trés net.

\ [_]J
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