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I. Probléme 1 (inspiré de Centrale II MP/MPI 2024)

Notations

Dans tout le probléme, K désigne R ou C.

On note K[X] le K-espace vectoriels des polynémes a coefficients dans K.

Pour tout d € N, K4[X] désigne le K-espace vectoriel des polynoémes de degré inférieur ou égal a d.

On note U 'ensemble des nombres complexes de module 1.

Objectifs du probléme
Sot h une fonction de K dans K. On dit qu’une fonction f de K dans K est solution de I’équation (Ep,)
sur K si :

Ve eK, flz+1)—f(z) = h(z) (Ep)

Le but du probléme est I’étude de I’équation (Ep,).
La partie I de ce probléme étudie 'existence de solutions dans le cas oil h est polynomiale.
La partie II définit les polynomes de Bernoulli et explicite une solution polynomiale a 1’équation (Ep,),
ainsi qu’une application analytique de ces polynémes.
La partie IIT étend la résolution de (F}) au cas ol h est une fonction entiére.
I.1. Etude de l'opérateur de différence finie
On considére 'application A définie par :

A K[X] — K[X]

| P — PX+1)-PX)

1. Montrer que A est un endomorphisme de K[X].

Démonstration.

« Démontrons tout d’abord que A est linéaire.
Soit (A, 1) € K2 Soit (P,Q) € (K[X])>.

AA-P+p-Q)(X)
= APHp-QX+1)—A-P+p-Q)(X)

(par linéarité de I'évaluation
en X +1etenX)

= APX+1D)+p-QX+1) =X P(X)—p-Q(X)
= A (PX+1)—-PX))+p (QX+1)—Q(X))
= AA(P)X) 4 p- AQ)(X)

= (A-AP) + - AQ)(X)

L’application A est donc linéaire.
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« Démontrons ensuite que A est a valeurs dans K[X].
Soit P € K[X].
A(P)(X) = P(X+1)-P(X) € K[X]

L’application A est & valeurs dans K[X].

On en déduit que A est un endomorphisme de K[X].

2. Soit P € K[X]. Déterminer le degré de A(P) en fonction de celui de P.

Démonstration.
e On note : d = deg(P).
Alors il existe (ag, . ..,aq) € K4 tel que :
aq 7é 0
d
P(X) = Y a X*
k=0
« On obtient :
A(P) = P(X+1)-P(X)
d d
= Y apX+DF =Y ap XF
k=0 k=0
d Kok ; d (par f le du binoéme
_ A k ‘par formu
a kz=:0 <ak z;) <Z) X) kz::() ak X de Newton)
d i k i d i (car la variable k
B kZ::O <z;) h (z) X) _i;] a; X est muette)
k d
= ak(.) X' => a; X"
0<i<k<d t i=0
d k
= X (Z ay <> X’> > a; X'
i=0 \k=i ? i=0
d d k
- 3 (Sa())-w)x
i=0 \k=i ¢
= Sag| . ) —a XZ"‘(Zak()—ad)Xd
=0 k=i ¢ k=d d
d—1 d k d
=0 k=1 ?

I
i™MT
N OF Ao
N N N N N

d— k — d

— —ay X1 _ o _ Xd—l
=0 \k=i o i ¢ - (ad d—1 o (d - 1> /d/f)
d—2 d k

= Stap () —ai | Xt +dag X!
=0 \k=i ¢
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« Ainsi, trois cas se présentent :

x si deg(P) = oo, alors : P = Og|x]-

Ainsi, comme A est linéaire, d’apres la question précédente : A(P) = Ogx-

Si deg(P) = —o0, alors : deg (A(P)) = —oo.
x si deg(P) =0, i.e. d =0, alors :

A(P) = _ZQ <f ak@—ai)XWW

=0 \k=i
d k )
5 (En() )
i€ \k=i ¢
0 (car Og(x) est l'élément
= YK[X]

neutre pour la loi +)

Si deg(P) = 0, alors : deg (A(P)) = —oc.
x si deg(P) # 0, i.e. d # 0, alors :

A(P) = dif <i ay <Ij) —a¢> X'+ dag X1

=0 \k=i

Or, comme aq # 0, alors : dag # 0. On en déduit :

deg(A(P)) = d—1 = deg(P) -1

Si deg(P) # 0, alors : deg (A(P)) = deg(P) — 1.

O
3. Montrer que, pour tout d € N*| A induit un endomorphisme sur K;[X].
Démonstration.
Soit d € N*.
Il s’agit de démontrer : VP € K4[X], A(P) € K4[X].
Soit P € Ky[X]. D’aprés la question précédente, deux cas se présentent.
+ Si deg(P) <0, alors : deg (A(P)) = —oc.
Autrement dit : A(P) = Og[x]. D’ou : A(P) € Kq[X].
o Sideg(P) # 0, alors : deg (A(P)) = deg(P) — 1. Donc : A(P) € Kq_1[X]
Or: Ky 1[X] CKd[X].Dou A( )EKd[X]
Finalement : VP € K4[X], A(P) € Ky[X].
Ainsi, pour tout d € N*; A induit un endomorphisme sur Ky[X]. B
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On note Ay 'endomorphisme de K4[X] induit par A.
4. Déterminer Ker(Ay) et Im(A,) pour tout d € N*.

Démonstration.

Soit d € N*.

o Déterminons Ker(Ay).

Soit P € K4[X]. Alors il existe (ao, ..

d

k=0

est la base canonique de K4[X].

P € Ker(Ay)

On en déduit :

« Déterminons Im(Ay).
On sait que :

& Ag(P) = 0g,x

& deg(P) <0 (d’apres 2)

= a1:a2:...:ad:0
d

Kel"(Ad) = {Eak"P]f|a‘1:a2:"':ad}
k=0

= {CLO‘P() ‘ aoEK}
= Vect (P()) = KO[X]

Finalement : Ker(A;) = Ko[X].

x lapplication Ay est linéaire (car A est),

x espace vectoriel Ky[X] est de dimension finie.

On en déduit :

De plus :

Im(Ag) = Vect (Ag(Fo), Ag(P1), ..., Aq(FPy))
= Vect (A(FPy), A(P1),...,A(Py))

x comme deg(Fy) = 0, alors, d’aprés 2 : A(FPp) = Ogx-

x pour tout k € [1,d] :

A(Py) = P(X+1)— Pp(X)
_|_

aq) € K tel que : P(X) = 3. ay - Py ot (Py, ..., Py)

(car Ay est 'endomorphisme
induit par A sur Ky[X])
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k=1 _
On note alors : Qg—1 = >, <k> X". On obtient :

i=0 \?

Im(Ad) = Vect (Mv QOv v 7Qd71>
= Vect (QUv"'de71>

La famille ' = (Qo, ..., Qq—1) est ainsi une famille :
- génératrice de Im(Ay) d’aprés ce qui précede,

- libre, car ¢’est une famille de polynémes non nuls qui est échelonnée en degré (par définition
de QOa sy Qd—l)'

C’est donc une base de Im(Ay) Ainsi :
dim (Im(Ag)) = Card(#') = d

On en déduit :
- Im(Ag) € Kyg—1[X].

En effet, K;_1[X] est un espace vectoriel et : Vk € [0,d — 1], Qr € Kq_1[X].
- dim (Im(Ad)) = dim (Kd_l[X}).

On en conclut : Im(Ay) = Ky—1[X].

O

5. En déduire Ker(A) et Im(A). Appliquer les résultats obtenus a I'étude de équation (Ep) dans le
cas ol h est une fonction polynomiale.

Démonstration.

o On commence par déterminer Ker(A). Pour cela, on raisonne comme en question précédente.

d
Soit P € K[X]. Alors il existe d € N* et (aq,...,aq) € K tel que : P(X) = Y ay, - P
k=0
Pe Ker(A) - A(P) = O]K[X]
& deg (A(P)) = —o0
< deg(P) <0 (d’aprés 2)
S ar=ar=---=aq=0

On en déduit :
KGI(A) = {ao - Py | ap € K}

= Vect (PQ) = Ko[X}

Finalement : Ker(A) = Ko[X].

o On détermine ensuite Im(A). Plus précisément, on démontre : Im(A) = K[X].
On procéde par double inclusion.

(C) D’aprés la question 1, 'application A est & valeurs dans K[X]. Ainsi :

Im(A) ¢ K[X]
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(D) Soit @ € K[X]. Démontrons : @ € Im(A).

x Notons : m = deg(Q). Comme Q € K,,[X], alors, d’aprés la question précédente (appliquée
ad=m+1):Q€Im(Apt1).
Il existe donc P € K41 X] tel que : Q@ = Apt1(P).

x Comme A,,41 est 'endomorphisme induit de A sur K,,,41[X], alors : Q@ = A(P).
De plus, comme K, +1[X] C K[X], alors : P € K[X].

x Ainsi, il existe P € K[X] tel que : Q@ = A(P).
Autrement dit : @ € Im(A).

D’ou : K[X] C Im(A).

Finalement : Im(A) = K[X].

Commentaire .

o L’intuition derriere I’égalité : Im(A) = K[X], est la suivante. D’aprés la question 4,
I’application A envoie, pour tout d € N*, I’ensemble des polynomes de degré au plus d,
sur I’ensemble des polynémes de degré au plus d — 1.

Avec les mains, cette application fait « perdre un degré ». On peut donc raisonnablement
penser que cette application A envoie K[X] (ensemble des polynémes de n’importe quel
degré) sur K[X].

o Plus rigoureusement, par définition d’endomorphisme induit :

Vd e N*, Im(4Ay) = Im(A) NKy[X]
Autrement dit, d’aprés la question précédente :

Vd e N*, Ky 1[X] = Im(A) NKy[X]

Ainsi :
+o0o +o0
Ki1[X] = U (Im(A) NKq[X])
d=1 d=1
+oo
= Im(A) N ( Kd[X]) (par distributivité de U sur M)
d=1
— Im(A)NK[X]
= Im(A) (car : Im(A) C K[X])

+o00
Comme : |J Ky_1[X] = K[X], on en conclut : K[X] = Im(A).
i=1
« Rappelons que, par définition d’endomorphisme induit, on a aussi, pour tout d € N* :

Ker(Ag) = Ker(A) NKy[X]

Avec le méme raisonnement que dans le point précédent, on obtient de nouveau :

+o00 +o0o
Ker(Ag) = U (Ker(A) NKq[X])
d=1 d=1
+o0o
Kolx] = U KolX] Ker(8)
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« Supposons que h est une fonction polynomiale. On note Q son polynéme associé. Alors, pour
toute fonction polynomiale f :

(EBy) & VzeK, fx+1)— f(z) = h(z)

(ou P est le polynome
associé a f)

& P(X+1)-P(X)=Q(X)

< A(P)=Q

L’équation (Ej) admet donc une solution (polynomiale) si et seulement si le polynome Q admet
un antécédent par l'application A.

Or, d’apres ce qui précéde : Im(A) = K[X]. L’application A est donc surjective. Tout polynome
de K[X] admet donc un antécédent par A, en particulier Q.

Dans le cas ou h est polynomiale, I’équation (E}) admet des solutions.

O

6. On suppose (pour cette question seulement) que h est la fonction = +— z. Déterminer une solution
de (E}) dans Ko[X], puis toutes les solutions polynomiales de I'équation (Ep,).

Démonstration.

« Par définition de h, son polynome Qg associé est ici : Q(X) =X = P (X). ) }
D’apres la question 5 (et I’énoncé), on cherche un polynome P € Ko[X] tel que : @ = A(P).

o On sait de plus :

x d’une part :
AP)X) = PAX+1)-PX) = X+1-X =1 = Py(X)
x d’autre part :

A(P)(X) = P(X+1)—Py(X) = (X+1)°-X* = X" +2X +1-X7 = 2-P(X)+Py(X)

Ainsi :
AP) - AP) = 2-P
donc  A(P)—-AP) = 2-Q (par définition de Q)
donc A(Py — Py) = 2.Q (par linéarité de A)
d’ou % A(PQ — Pl) = Q
ainsi A <; (Py— Pl)) = Q (par linéarité de A)

1 ~
Le polynome 3 (P2 — Py) est donc un antécédent de @ dans Ky[X].

~ 1
Une solution de (E},) est donc la fonction f: x +— B (22 — ).
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« Déterminons maintenant toutes les solutions polynomiales de (Ep,).

Soit f une fonction polynomiale. On note P son polynéme associé.

f solution de (Ej,) < A(P)=Q (d’aprés la question précédente)
< A(P)=A(P) (d’apres le point précédent)
& A(P)— A(P) = Ogy;
& AP-P)= Ok [x] (par linéarité de A)
& P —PeKer(A)
& P —PeKoX] (d’apreés 5)
& JReKo[X], P-P=R
& JReKyX], P=P+R
& 3JeekK, P(X)=P(X)+c

& deek, f(z)=f(z)+c
L’ensemble des solutions polynomiales de (E}) est donc :
{:n»—)f(x)—l—c|c€K} = {x»—)% (22 —x) +c|ceK}

Commentaire

o Méme si ce n’est pas dans l'esprit du sujet, on pouvait également déterminer directement
Pensemble des solutions polynomiales de (Ep) sans passer le découpage :
x recherche d’une solution particuliére,
% obtention de I’ensemble des solutions.

« Tout d’abord, remarquons que l'on cherche les antécédents de Q par A. Or Q € K{[X]. Ainsi,

d’apres la question 4, ces antécédents appartiennent a Ko[X].
Soit P € Ka[X]. Alors il existe (ag,a1,az) € K® tel que : P =ag- Py + a1 - Py +as- Ps.

PR I

- (par linéairité de A et

A(P)=Q = ap -AFy) +ay - A(P1) +az- A(P2) = Py définition de Q)
< CL1'P0—|—CL2'(2-P1+P0):P1
< (a1+a2)~P0+2a2-P1:P1
— a + ax = 0 (car ‘la famille (Py, Py)
Qa5 = 1 est libre)

Iy 2L — Ly
<~

On en déduit que ensemble des solutions de Péquation A(P) = Q est :
{ao-P0+a1-P1+a2-P2 | alz—% et GQZ%} = {ao-Po—%-Pl-i-%'Pg ’ a()GK}
On retrouve bien que I'ensemble des solutions polynomiales de (E},) est :

{r—ag—La+1a?|a ek} O
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I.2. Polynémes de Bernoulli

On note w Papplication de [0, 1] dans C définie, pour tout ¢ € [0, 1], par : w(t) = e,
Pour tout n € N et tout z € C, on définit dans cette partie :

e* w(t)

1
n = | e G

I.2.a) Une intégrale

Pour tout p € Z, on pose :

N (w)™
I - / dt

ew(®) — 1
7. Vérifier que, pour tout p € Z, cette intégrale est bien définie.

Démonstration.
Soit p € Z.

+1
(w(®)”

o0 1 est continue sur le SEGMENT [0, 1] car elle est le quotient g = I e -
e J—

g2

La fonction g : t —

x g1t (w(t))p+1 qui est continue sur [0, 1] car elle est le produit de fonctions continues sur [0, 1].
x go it e?® 1 qui

- est continue sur [0, 1], car elle est la composée de fonctions continues sur des intervalles adéquats,
- NE S’ANNULE PAS sur [0, 1].
En effet, soit z € C. Alors il existe (x,y) € R? tel que : 2z = = + iy.

ec—1=0 & e*=1

o efel =1 x el

{x—O
=
y = 0 [27]

& dkeZ, =042k

En particulier, les complexes z vérifiant : ¢* — 1 = 0, sont des nombres complexes de module 2.
Or, pour tout ¢t € [0,1] : '
[w(t)‘ — ’e2mt‘ -1

Ainsi : Vt € [0,1], g1(t) = e*® —1 #£0.

Pour tout p € Z, I'intégrale I,, est donc bien définie.

On admet :

Iy = 1
VpeN*, I, =0
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I.2.b) Lien avec I’équation (E})

8. On admet, pour tout n € N et tout z € C :

Démontrer que B, est un polynéme unitaire de degré n.

Démonstration.
Soit n € N. Par définition de B, :

By(X) = n! 3 Tkon yk
! k=0 !
o On remarque d’abord : B, € K, [X].
o De plus, le coefficient de degré n de B, est :
In—n . )3 - 2 2
wl x s Iy =1 (d’apres le résultat admis par 'énoncé)

Ce coefficient est non nul. Ainsi : deg(B,,) = n.
o Comme le coefficient de B,, vaut 1, ce polynome est unitaire.

Finalement, pour tout n € N, B, est un polynéme unitaire de degré n.

9. Montrer que, pour tout n € N* : B, =n B,,_;.

Démonstration.
Soit n € N*.

= n

1Y

n
= nl )

! Tpq1-
= nl > Shtlon xk (par décalage d’indice)

= an_l(X)

Vn € N*, B;L =n- Bn,1

10



PCSI 28 avril 2025
Mathématiques

10. Montrer que, pour tout n € N* et tout z € C :

Bn(z41) — Bu(z) = nz"!

1 zw(t) n—1
On pourra utiliser sans démonstration 1’égalité : / dt =
0 (w

Démonstration.
Soit n € N*. Soit z € C.

e(zH) w(t)

1 ( 1 e
Bn(z+1)— By(z) = nl! /0 0 1) (w(t))nﬂ dt — n! /0 (e 1) (w(t))nil dt

zw(t)

ezt w(t) _ qzw(t) (par linéarité de

1
= nl d o
" /0 (e(®) — 1) (w(t))n_l Uintégrale)
= n'/ u)_/l) T dt
uwﬂ’
1 zw(t)
0 (w(t))

z (d’apres Uindication de
(n—1)! l’énoncé)

Vn € N*,Vz € C, By(z+1) — Bu(z) =nz"!

O

11. En déduire Pexpression d’une fonction polynomiale vérifiant I’équation (E}) sur C lorsque h est une
fonction polynomiale.

Démonstration.
Supposons que h est une fonction polynomiale. Alors il existe d € N* et (ag,...,aq) € K¢ tels
que :

d
h:ze S a2
k=0

e Soit z € C. D’aprés la question précédente :

VkeN, Bi(z+1)—Beyi(z) = (k+1)2"

Autrement dit :

1 1 .
Vk € N, m Bk+1(z + ].) — m Bk_;,_l(Z) = Z
D’ou : a ar
VkeN, — B 1 B = k
€N T k(2 +1) — Pl k1(2) = apz

« Ainsi, en sommant les égalités précédentes pour k variant de 0 & d, on obtient :

d

d
Z <k+1 Bryi(z+1) —

BMU):Z%f:M@

k=0

a
k+1

11
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e Or:
S (% p (z+1)— % Bii(2)
= \k+1 7 k1 Rt
S Bl )= 3 L% Bl (par tnéarité de la somme)
= z — z ar inmeartie ade ta somime
k1 k+1 okl k+1 p

d Ry P .
B ag B ag, (par linéarité de l’évaluation
N (kzo k+1 Bk+1> (z+1) (kzo k+1 Bkﬂ) (2) enz+1etenz)

d ay
= g(z+1)—§ tant : g =
g(z )—3g(2) (en notant : § k§0k+1

Bit1)

On a donc trouvé une fonction g vérifiant :
VzeC, g(z+1)—g(z) = h(z)

La fonction g est donc une solution de (Ej) sur C.

« Enfin, la fonction g est bien polynomiale, car ¢’est une combinaison linéaire des fonctions By, ...,
Bgy1 qui sont polynomiales.

@ By 11, est une solution polynomiale de (E}y) sur C.
k+1 ]

d
La fonction g = )
k=0

I.2.c) Unicité
12. Montrer que (By,)nen est 'unique suite de polynéomes vérifiant :

By =1
Vn € N*, B;L:an—l

1
vneN*,/ Bn(t) dt =0
0

Démonstration.

o On commence par vérifier que la suite (B,,) est bien solution du systéme mentionné, que ’on note
(5).

x D’aprés la question 8, le polynéme By est un polynéme unitaire de degré 0. C’est donc un
polynéme constant de coefficient dominant égal a 1. Autrement dit :

Bo(X) = 1

x D’apreés la question 9 :
Vn € N*, B’lz =nB,_1

x Soit n € N*.
La fonction B,, est continue (car polynomiale) sur le SEGMENT [0, 1].

1
L’intégrale / By, (t) dt est donc bien définie.
0

12
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De plus :
1 1 N , ey
1 (car, d’aprés le point précédent :
By(t) dt = By, (t) dt ’
/0 n() /0 n4+1 n—i—l() B;H_l:(n‘f‘l)Bn)
1 v
= B t) dt linéarité de lintégral
na1 /0 (1) (par linéarité de l'intégrale)
1 1
1
= ot (Bnt1(1) = Bp11(0))
1
= o7 (Bana(0+1) = Buna(0))
1 L
= x (n+1)0" (d’aprés 10)
n
=0 (car n >0)

On en conclut que la suite (By,) est bien solution du systéme (.5).

« Démontrons que le systéme (S) admet une unique suite de polynoémes solution.
On procéde par 'absurde.
Supposons qu'il existe une suite de polynomes (C),) telle que :

Co(X) = 1

* !
Vi €N, Oy =n G et 3ng €N, Cny # Bny

1
Vn € N, / Cy(t) dt =0
0

Démontrons alors par récurrence : Vn € N, Z(n)  ou  Z(n) : C,, = By,
» Initialisation :
Les suite (By,) et (C),) satisfont le systéme (5). Ainsi :
By(X) = 1 = Cy(X)
D’ou : £(0).
» Hérédité : Soit n € N.
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. : Crq1 = Bpt1).

x On commence par remarquer :

(car la suite (By,)

/ _
Bip = (n+1)By satisfait (S))
— (mt1)C (par hypothése de
" récurrence)
L (car la suite (Cy,)
- el satisfait (S))

On en déduit qu’il existe une constante o € K telle que :

Cn41 = Bpy1 + o

13
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x La fonction ¢t — Cp41(t) est continue sur le segment [0, 1], car c¢’est une fonction polynomiale.

1
L’intégrale / Ch+1(t) dt est donc bien définie. De plus :

0
1 1
/ Coosr(t) dt = / Buia(t) +a dt
0 0

(par linéarité de

1 1
B /0 Bn1(t) dt+a/0 Ldi intégrale)

1 (car la suite (By,)

= O+4a [t] satisfait (S))

= «

Or la suite (Cy,) satisfait (5). Donc : /1 Cpnt1(t) dt = 0. On en déduit : o = 0.
Autrement dit : ’
Cni1 = Bnia
Dou Z(n+1).
Par principe de récurrence : Vn € N, C), = B,,. Absurde!

On en conclut que (By,) est 'unique suite de polynémes vérifiant (S).

O

13. On note (Hy)nen la suite de polynomes définie par : Vn € N, H,(X) = (—1)" B, (1 — X). Montrer
que pour tout n € N: H,, = B,,.

Démonstration.
D’apres la question précédente, la suite (B,,) est 'unique suite de polynomes a satisfaire le systéme
(S). Pour démontrer que les suites de polynémes (B,,) et (H,,) sont égales, il suffit donc de démontrer
que la suite (H,) satisfait également le systéme (.59).
« Tout d’abord :

Ho(X) = (-1)°By(1-X) = Bp(1-X) = 1

En effet, d’aprés 12 By est le polyndme constant égal & 1.

Ho(X) =1

« Ensuite, soit n € N*.
H,(X) = (-1)"x(-1)B,(1-X)
1) B (1 - X)
)"t xnBy_1(1-X) (d’apres 12)
~1)?2 xn(-1)""1'B,1(1 - X)

= nH, 1(X)

Vn e N*, H' =nH,
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o Enfin, soit n € N*.

1 1
/0 Ho(t) dt = /0 (—1)" B,(1 — t) dt

(avec le changement de

0
— (e / Bo(u) (~du)

variable| u=1—1t |)

(car la suite (By,)
satisfait (S))

1
Ainsi : / H,(t) dt =0.
0

La suite de polynomes (H,) satisfait (S). Ainsi : Vn € N, H,, = B,,.

Commentaire

L’énoncé affirme directement que la suite (H,,) ainsi définie est une suite de polynomes. Il était
rapide de démontrer que, pour tout n € N, H,, est un polynoéme car il est la composée @, 0o R de :
x R(X)=1-X qui est un polynome,

x Qn(X) = (—1)" B, qui est un polynome.

I.3. Solution entiére de ’équation (£},)
I.3.a) Une inégalité de controle

On se propose dans cette partie de montrer par ’absurde la propriété P :
Je>0, VneN, Vz eC, (\z| =2n+ 1)1 = |*—1] 20)

On suppose que P est fausse.

14. Montrer l'existence d'une suite d’entiers naturels (n,)pen et d'une suite de complexes (zp)pen telles
que :
e — 1 et VpeN, |z =02ny,+1)7

p——+00

Pour tout p € N, on note : a, = Re(zp) et by, =Im (zp).

Démonstration.

o On suppose que P est fausse. Autrement dit, on a supposé :
Ve >0, dn. € N, dz, € C, (|zc| = (2n.+1)m ET NON(|e* —1| > c))

Ou encore :
Ve>0, 3nc €N, 3z, € C, (Jze] = 2n.+ 1) 7 ET [e* — 1] < ¢)

o Cette propriété étant valable pour tout ¢ > 0, elle est en particulier valable, pour tout p € N*,

pour ¢ = —. Ainsi, pour tout p € N*, il existe n, € N et il existe z, € C tel que :
p

1
|zp| = (2np +1)m  ET e —1| < ’

15
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o En particulier :

1
0 < ler—1] < -

p

Or:

x d'une part : lim 0 =0,

p——+00
x d’autre part : lim — =0.
p—+00 D

Par théoréme d’encadrement, on en déduit : lim |e* — 1| =0. Ainsi : lim e* —1=0.
p—+00 p—+0o0

I existe donc bien une suite (n,)peny € N et d’une suite (2,)pen € CY telles que :

w1 et VpeEN, || = (2n,+ 1)
R © p 2] = (2np + 1) 7 -

15. Démontrer : a, —> 0et |z,| — |b,] —> 0.
p——+00 p——+00

Démonstration.

o Soit p € N*. D’aprés ['énoncé :

a, = Re(z,) et b, = Im(zp)

Ainsi :
% — eap+ibp — % eibp
On en déduit :
le?| = e% et arg(e®) = by [27]
o D’aprés la question précédente : e — 1. Ainsi :
p——+0o0
e = || — 1] = 1

p—+00

Par continuité de la fonction Inen 1 :

lim a, = In(l) = 0

p—>—+00

lim a,=0
p—+00

o Soit p € N*.
Puisque |i| = 1, on remarque tout d’abord :

liby| = [i]|bp] = 1 x[bp| = [bp]

Dot :
|Zp’ - |bp| = |Zp| - |ibp|

De plus, par inégalité triangulaire :

Hzp’ - ’ipr < ‘zp - ibp‘

|Zp_ibp’ = |ap+%_%| = |ap|

16
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On en déduit :

0 < “Zp’ - ’pr < ‘ap’
Or :
x d’une part : pEI—iI-loo 0=0,

x d’autre part : lim |ap| = 0, d’apres le point précédent.
p——+o00

Par théoreme d’encadrement : lim ||z, — [by|| = 0.
p——+o00
On en conclut : lim |z,| — |b,| = 0.
p—+00 ]
16. Pour tout p € N, on note :
41 sib, >0
Ep =
-1 sib, <0
En étudiant exp(z, — i€y |2p|) aboutir & une contradiction et conclure.
Démonstration.
Soit p € N.
« D’une part, d’aprés 14 : |z,| = (2n, + 1) 7. Ainsi :
exp(zp _ i€p |Zp|) — % x e—iap\zp| — % x e—isp (2np+1)w
Or, comme 2n, + 1 est un entier impair, on remarque : e~tep 2+ )™ — 1 On en déduit :
—i = —e7 — -1  (dapres 1
exp(zp — i &p |2p]) e e (d’apres 14)
« D’autre part, soit p € N, on force l'apparition du terme |z,| — [bp| pour exploiter la question
précédente :
2p—iepl|zp| = 2zp—iep (|2p] — |bp| + |bp)

= zp,—igp (]zp\ — ]bp]) —iep |yl

Deux cas se présentent alors :

Finalement, dans tous les cas :
Zp—i€plzp| = zp—igp (|zp\ — |bp|) —1ib,
= ap+iky —icp (12| — [bpl) — by
= ap—icp (|z] — [bpl)

On en déduit :

exp (2 —igplz|) = exp (ap—z'sp(pp\ - ybpy)) N A G ),

17
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Or, d’aprés 15 :

a .0 et |2p] — |bp|pjw0

On en déduit, par continuité de exp en 0 :

e — D=1 e e (@bl L gmiex0
p—r—+00 p—+00

Ainsi :

exp (zp — 1 &p |2p]) p_)—+>oo Ix1=1#-1

Absurde!

On en conclut que P est vraie.

I.3.b) Une solution a (Ep)

Pour tout n € N, on définit maintenant :

Pour tout n € N et tout z € C, on note :

ez Tn (t)

1
nlz) = /0 @0~ 1) ()

17. Montrer qu'il existe deux constantes (a,b) € (]Ri)Q telles que, pour tout n € N* et tout z € C :

|Qn(2)| < aebn|z\

Démonstration.
« Soit n € N*. Soit z € C.

Qu(2)] | / e J
n\% = n t
0 (e’Yn(t) — 1) ('yn(t))nil
zvn(t)
= |n!| x e« —
(e’yn(t) - 1) ('Yn(t))
< nl /1 e?In(t) (par inégalité
S (@ ® = 1) ()" triangulaire)
o (t) e (®)|

(m® —=1) ()" [en® = 1] [a(t)["

18
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De plus :
x tout d’abord :

hn(t)‘ = ‘(2n—|—1)7re2i"t| = }(271—}-1)77} ‘e%”t‘ = 2n+)7rx1l = 2n+1)7w

Ainsi :
" = (@n+1)m)" T = @n )]

x Ensuite, puisque la proposition P de la partie 1.3.a) est vraie, alors il existe ¢ > 0 tel que :
VneZ YweC, (lu=2n+1)m = [ -1 >¢) (%)
Soit n € N*. D’aprés le point précédent :
|'yn(t)| = 2n+1)7
Ainsi, en appliquant (x) & w = 7, (t), on obtient :
|e’7n(t) _ 1’ > ¢

Par décroissance de la fonction inverse sur RY , on en déduit :

—_

1
- < =
‘ewn(t) — 1‘ = C
x Enfin, on rappelle, pour tout w € C :
'w| — eRe(w) < e|w|

le

Ainsi :
‘eZ%(t)‘ < elz (@)

Or :
ezl — ol lm®) — glel @nt1)w

On en déduit :
|ez'yn(t)‘ < e(271—4—1)7r|z|

Commentaire .

Détaillons ’obtention de la propriété classique :

Yw € C, ‘ew‘ < el
Soit w € C. Alors il existe (a,b) € R? tel que : w = a + ib.
‘ew| _ }ea-&-ib‘ _ ’eaeib’ _ ’ea’ |eib’ _ ’ea’ w1 = @ — eRe(w)
De plus : Re (w) = a < |w|. En effet :
a < \/m
Par croissance de exp sur R, on obtient :
eRe(w) < ol

Ainsi : }ew‘ = eRe(w) L glwl
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Comme les termes en présence sont tous positifs, on en conclut :

‘ez Vn(t) }

e(@n+1)m|z|

1]

Ol

~X

c(2n 4 1)n=1Lgn-1

« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant (0 < 1) :

’ e?In (t) ‘

/

o Comme n! > 0, on en déduit :

@ 1] (0

|@n(2)]

1
dt < dt =
’"*1 /0 c(2n+ 1)n—1lgn-1

<n

e(2n+1) |2

e(2n+1) |2

2n+1) 7 |z

el

|
“c(2n+ 1) lanl

c(2n+1)n—lgn-t

o On finit la majoration pour faire apparaitre des constantes a et b strictement positives qui conviennent.

x Tout d’abord, comme n > 1, alors :

2n +1 < 3n
donc (2n+1)7|z|] < 3nw|z| (car : m|z| = 0)
doun  eCntlmll < e3mnl (par croissance de exp sur R)
x De plus :
T > 1
1 i 1
donc = < 1 (par décroissance de x — — sur R )
x
1 n—1
d’ou () < 17t (par croissance de x +— "' sur R, )
T
1
ainsi < 1
an—1
x Par ailleurs :
n n n
nl = J[k=1J1k< [[n=n""
k=1 k=2 k=2
On en déduit, comme (2n + 1)1 >0
n! nn=t
Cn+ 1)1 S (2n+ 1)t
Or:
nt Tt (n N (L2 N\ 12 N
(2n+1)»1  \2n+4+1 S \27 2n+1 o2n \2n 41 Coon
On remarque alors :
1
— < 1
2n+1
don 1 1 el < (-t (par croissance de
one 2n+1 = r 2" sur Ry)
1 1\ 1
d7 N — (1= g - L 2
T ( 2 + 1> g (ear 5z 20)
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Par transitivité :

1 1 \"! 1
—(1- < 5, <1
on o+ 1 on

On obtient finalement la majoration suivante :

! 1 1 1
@] < @ilwxfxﬁXe@"H”'z' < 1x = x1xemnh
n c m c
On note alors : )
a = — et b= 37
c
Comme ¢ > 0, on a bien :
a >0
b > 0

‘Qn(z)‘ < aebn\z|

Il existe donc a > 0 et b > 0 tels que : Vn € N*, Vz € C,

On pourrait alors démontrer que la fonction f suivante est solution de (E},) :

f:C — C
o0 (n)
S ! L(O)QnJrl(:E)

n=0 n+1 n'

T

Qn(2)| < aetnl -
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II. Probléme II (inspiré de Centrale I MP/MPI 2024)

n +00
Pour toute suite de réels (dg)ren~, si la suite <Z dk) est convergente, on notera »_ dj sa limite.
k=1 neN* k=1

On s’intéresse dans ce probléme & une inégalité établie par Torsten Carleman : si (ax)gen+ est une
N

suite de réels strictement positifs telle que la suite <Z an> est convergente, alors la suite
n=1 NeN*

1
N n n
<Z (H ak> ) est convergente. De plus :
NeN*

n=1 \k=1
£ (1)

n=1 k=1

3=

“+o0o
< e ) oag
n=1

Le probléme est constitué de deux parties largement indépendantes. La premiére partie commence en
démontrant un analogue de cette inégalité : 'inégalité de Knopp. La deuxiéme partie étudie 'inégalité
de Carleman-Yang, qui est un raffinement de l'inégalité de Carleman.

I1.1. Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre l'inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de
I'inégalité de Carlement (on justifie cette appellation en fin de partie).

II.1.a) Inégalité de Jensen et inégalité intégrale de Jensen

Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.
18. Inégalité de Jensen

Soit f : [a,b] — R une fonction & valeurs dans un intervalle J. Soit ¢ un fonction convexe sur J.
Démontrer :

. n 1 n=1
¥ € N, Vaw)keton-11 € [0 0" o (5 flan)) <

nil o(f(ar))
}=0

Démonstration.
Démontrons par récurrence : ¥n € N*, Z(n) on & (n) :

n—1

1 n=1
Waetonon € 0t ¢ (5 S ) <5 S e(fan)

1
n k=0

» Initialisation :
Soit ag € [a, b].

x D’une part : ¢ <1 kZODO f(ak)> = @(f(ao)).
x D’autre part : % kéogo(f(ak)) = ¢(f(a0)).

D'ott 2(1).
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» Hérédité : soit n € N*.
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1)

(e Wawleeton € ot ¢ (7 £ fla)) < -

Soit (ak)ke[[o,n]] € [a,b]”“.

x Comme la fonction ¢ est convexe sur J, alors (par définition de la convexité) :

3 (f()
k=0

V(w,y) € J2, VE€[0,1], pltz+(1-t)y) < tola)+A-t)ely) (%)

x De plus :

o 2] = e (i  fent i fa)

n—l—l k=0 n+1

n 1n—1

— (2T s+ fla)

On applique alors () a :
n

n+1’
1

Z flag) € J.

En effet comme la fonction f est & valeurs dans J alors Vk € [0,n —1], f(ax) € J

-t:

De plus, comme 1’ensemble J est convexe, alors : — Z flag) € J.
n k=0

- y= f(ap) € J, car la fonction f est a valeurs dans J.

On obtient :
(5 2 a0+ oy fla) < o (38 ) + oy o)
4 n+1 niz +1 " \n+1gp n ;o —1—190
Alnsi :
n 1 n=l 1
o(ig S he) < o(5 S sa) + oy elfan)
n 1=l 1 (par hypothese de
S n+1 % %,go @(f(ak)) + m go(f( n)) récurrence)
1 n=l 1
= i kZ::OSD(f(ak)) o o(f(an))
1

Dot Z(n+1).

Par principe de récurrence, I'inégalité de Jensen est démontrée.

23



PCSI
Mathématiques

28 avril 2025

19. Inégalité intégrale de Jensen

Soit f : [a,b] — R une fonction continue a valeurs dans un intervalle .J. Soit ¢ une fonction continue
et convexe sur J. Démontrer :

o(i [ rwa) < 71 [ wonma

On pourra utiliser des sommes de Riemann.

Démonstration.

« Soit n € N*. On consideére la subdivision du segment [a, b] suivante :

b—a

Vk e [0,n], ax =a+k

Comme ¢ est une fonction convexe sur J, alors, par inégalité de Jensen :

@ (Tll :i; f(%)) <

o Or, par propriété des sommes de Riemann :

5 (i)

3\*—‘

x comme la fonction f est continue sur le segment [a, b] :

b_anzlfak n—wm/ i)

Autrement dit :

n—1 1 b
S ) e | Iwa

1 b
/ f(t) dt. Ainsi :

(1"21f<ak>> . (b_ / e dt)

x comme la fonction ¢ o f est continue sur le segment [a, b] :

De plus, la fonction ¢ est continue sur J, et donc en

b—aq n=1 b
n ];::O Sa(f(ak)) n_)__’foo /a (po f)(t) dt
Autrement dit : . 1 b
n = So(f(ak)) njoo b_a /a (po f)(t) dt

On en déduit :

n—1

P(3E ) < LT o)
k=0 k=0
1 1
o i

o(i [ rwa) < 1 [wonwa

L'inégalité intégrale de Jensen est donc vérifiée.
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II.1.b) Une autre inégalité intégrale

Soit f: Ry — R, une fonction continue et strictement positive sur R...

x
20. Justifier que la fonction F': z — / f(t) dt est de classe C! sur Ry.
0

Démonstration.
La fonction f est continue sur Ry. La fonction F, la primitive de f qui s’annule en 0, est donc de

classe C! sur R.

La fonction F est de classe C! sur R,

Commentaire \

On pouvait également répondre a cette question de la fagon suivante.
« La fonction f est continue sur R, . Elle admet donc une primitive G de classe C' sur R.

x Soit z € R4

x

F(z) = /0 C i = (GO = Gl) - GO)

La fonction F est donc de classe C! sur R, car elle est une transformée affine de la fonction

G, de classe Ct sur R .

\.

On suppose que la fonction F' admet une limite, notée L, en +oo.
Pour tout = > 0, on pose :

sw) = 5 [esma e b = e = 5 [

z Jy x 2 J
21. Déterminer la limite de g lorsque x tend vers 0.

Démonstration.

. Soit z € R%.

x B N (par intégration par
/O LR At = [tF() ] /0 F(t) di e
= :EF(m)—)/P(Uj—/Ox F(t) dt

e On en déduit :

On cherche maintenant & encadrer g(z).

o D’aprés I'énoncé : Vi € Ry, f(t) >0.Or: F' = f.
On en déduit que la fonction F est strictement croissante sur Ry. Ainsi, pour tout ¢ € [0, 2] :
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« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant (0 < x) :

0 < /Ox Flt) dt < /0 Fla) dt

donc 0 < / F(t) dt < F(x) / 1 dt
0 0
don 0 < / F(t) dt < Fa) [t]
0
ainsi 0 < / F(t) dt < x F(x)
0
I 1
alors 0o = —— F(t) dt > —F(z) (car : —= < 0)
T 0 T
. [
puis F(x) > F(x)-— - / F(t)dt > 0
0
enfin F(z) > g(x) = 0

. OI' .
x d'une part : lim 0 =10
x—0

x d’autre part, par continuité de F en 0 : lin% F(x)=F(0)=0.
T—>

Par théoréme d’encadrement : lir% g(x) =0.
Tr—r

On admet : lim g(x)=0.

T—-+00

xX
22. Justifier que, pour tout A > 0, la fonction Hy : z +> / h(t) dt est de classe C! sur [A, 4+o0].
A

Démonstration.
Soit A € RY.
« La fonction ¢ — ¢ f(t) est continue sur Ry. La fonction U : x — /x t f(t) dt, la primitive de
t + ¢ f(t) qui ’annule en 0, est donc de classe C! sur R ’
On en déduit que la fonction h est continue sur RY car elle est le produit h = hy x U de :
x hi:x— % qui est continue sur R* ,
x U qui est continue (car de classe C!) sur R*.

« La fonction h est donc continue sur [A, +oo[. La fonction H 4, la primitive de h qui s’annule en
A, est donc de classe C! sur [A, +o0l.

Pour tout A > 0, la fonction Hx : x — / h(t) dt est de classe C! sur [A, +o0l.
A
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23. Démontrer que la fonction H4 admet une limite en 400, notée H(A) puis :

lim H(A) = lim F(z) = L

A—0 T—>+00

On pourra utiliser une intégration par parties.

Démonstration.

« Soit z € [A, 400l

Halz) = / h(t) dt

A
= /A % g(t) dt
= /;;U(t)dt (carU:xH/()xtf(t)dt)
B 1 ’ * 1 (par intégration par parties, car U
B [ i ue) R _/A <_t> X< LS(E) dt est une primitive de t — t f(t))
_ _Uff) +UAA)+/: F(t) dt
U) Ux) @
= 4 5 7T [F() ],
= g(A) —g(x)+ F(z) — F(A) (par définition de g)

e Or d’apres I’énoncé :
x la fonction g admet une limite en +o00. Plus précisément, : lir}rq g(z) =0.
T—r+00

x la fonction F admet une limite en +oo. Plus précisément : lir+n F(z)= L.
T—>+00

On en déduit que la fonction H4 admet une limite en +o0, notée H(A).

« De plus, par passage a la limite :

il il
T(A) = g(A) — 0 + L — F(A

o Enfin :
x d’apres la question 27 : lim g(A) = 0.
A—0
x d’aprés la question 20, la fonction F' est continue sur Ry, et donc en 0.
Ainsi : lim F(A) = F(0) = 0.
A—0
On en déduit :

lim H(A) = 0+L -0 = L
A—0

Ainsi: lim H(A) = L = lim F(x).
A0 z—+o00 O
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II.1.c) Démonstration de I'inégalité de Knopp
Soit f une fonction continue et strictement positive sur R,..
X
On note toujours F' la fonction F : z — / f(t) dt.
0

On suppose que la fonction F' admet une limite, notée L, en +oo.

24. Soit a > 0. Démontrer, pour tout > a :

1 z 1 z
In (t f(t < t) dt
exp(x_a/a n(f())dt> — [ e
Démonstration.

Soit > a. D’aprés 1’énoncé :

« la fonction v : t — In (¢ f(t)) est continue sur le segment [z, a] car elle est la composée v = vy 0 vy
de :

x vyt tf(t) quiest :
- continue sur [a, z], car elle est le produit de fonctions continues sur [a, x],

- telle que : vl([a,x]) C R%, car f est a valeurs strictement positive.
x v2 = In qui est continue sur R7 .

La fonction v est donc continue sur le segment [a, x] et & valeurs dans 'intervalle R.

« la fonction exp est continue et convexe sur R.

Par inégalité intégrale de Jensen (question 25) :

exp (azl—a /: u(t) dt) < . i " /j (expov)(t) dt

exp (xia /: In (£ £(£)) dt) < :Cia [ exp(ln(t ln(t))> dt

Finalement : Vz > a, exp <xia / In (¢ f(t)) dt) < ﬁ / t f(t) dt.

Ainsi :

O

xX
25. Soit x > 0. Démontrer que la fonction a — / In (t f(t)) dt admet une limite finie lorsque a tend
a

vers 0.

Démonstration.

« Tout d’abord, pour tout ¢t € ]0, 4o0] :

In (¢ f(t)) = In(t) +In (f(¢))

Soit a € ]0,z]. On obtient :

/x In (t f(t)) dt = /x In(t) +1In (f(t)) dt

= / In(?) dt+/ In (f(t)) dt (par linéarité de

Uintégrale)
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o De plus :

x d’une part :

/ax In(t) dt — / | x In(t) dt

@ r 1
= [txIn(t) ] —/ tx — dt
a a t

(par intégration par
parties)

= xln(x)aln(a)/m 1 dt

x

= zIn(zx) —aln(a) — [ t]

= 2z In(x) —aln(a) — (x — a)

Or, par croissances comparées : lim a In(a) = 0.
a—0

X
On en déduit que la fonction a — / In(t) dt admet une limite finie quand a
a

xT

tend vers 0. Plus précisément : lim In(t) dt =z In(z) — x.
a—0 J,

x d’autre part, la fonction w : ¢ + In(f(t)) est continue sur [0,+oo[. Elle admet donc une

primitive W de classe C! sur [0, 4+ocl.

/m In(f(t)) dt = /m w(t) dt = [W(t)] = W(x)—W(a)

Or la fonction W est continue en 0 (car continue sur [0, +-o0o[. Ainsi : lin% W(a) = W(0).
a—

On en déduit que la fonction a — / In ( f (t)) dt admet une limite quand a tend

vers 0. Plus précisément : lim In (f(t)) dt = W(z) - W(0) = /Ow In (f(t)) dt.

a—0 J,

x
La fonction a — / In (¢ f(t)) dt admet donc une limite finie lorsque a tend vers 0.
a

xT

Plus précisément : lim In (¢t f(t)) dt =z In(z) — 2 + /x In (f(t)) dt.
0

a—0 J,

26. Déduire des deux questions précédentes, pour tout x > 0 :

exp (i /Om In (f(t)) dt) < % /Ox tf(t) dt

On pourra remarquer : In (f(t)) =1In (¢ f(t)) — In(¢).

Démonstration.
Soit = > 0.

Tout d’abord, d’aprés la question 24, pour tout a € |0, z] :

exp(mia /am ln(tf(t))dt) < ﬁ /:tf(t)dt

On cherche alors a passer & la limite dans cette inégalité lorsque a tend vers 0.
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x
o On a démontré en question 22 que la fonction U : z — / t f(t) dt est continue (car de classe
0

C! sur R,. Ainsi :

/ Cf0) dt = U)—Ula) —s Ulx) - U(0)

a—0

Or U(0) =0, car U est la primitive de ¢t — ¢ f(¢) qui s’annule en 0. Ainsi :

/z L) dt — Ulw) = /0 tf(t) dt

1 1
_>i

Or:

r — a a—0 :p'

On en déduit :

/x Lr dt — = [ rr) de.

a—0 T 0

r—a

o D’aprés la question précédente :

/x In (¢ f(t)) dt — xln(z)—$+/0x In (f(t)) dt

Ainsi :
1

r—a

a—0 X

“mr@) dt — S (em@)—o+ [ (f0) dt
a 0

= ln(m)l+1/0$ In (f(t)) dt

X

Or, la fonction exp est continue sur R. On en déduit :

exp (xla /j In (¢ f(¢)) dt) — exp <ln($) —1+ 1 /Om In (f(t)) dt)

— €T

= zxelxexp (1 /Ox In (f(t)) dt>

T

On en conclut : exp L In(tf(t)) dt ) — L exp E e In (f(t)) dt |.
r—a a—0 0

a e x

« En passant a la limite quand a tend vers 0 dans l'inégalité de la question 24, on obtient donc :

Sew(y [Tmie)a) <1 [T eswa

x L
Enfin, on remarque : — > 0. Ainsi :
e

exp(1 /Ox In (f(t)) dt> < eyl /OI tf(t) dt

x

1 x x
Finalement : Vo > 0, exp <a: / In (f(t)) dt> < = / t f(t) dt.
0 0
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1 x x

27. On note v : © +— exp < / In (f(t)) dt> et I':x— / ~(t) dt.
T Jo 0

Démontrer que I' admet une limite finie en +00 que ’on note £, et :

{ < el

Démonstration.
« Tout d’abord, la fonction ~ est prolongeable par continuité sur R;. En effet, elle est continue :

x sur R, car elle est la composée de fonctions continues sur des intervalles adéquats (on rappelle

x
que la fonction x / In (f(t)) dt est continue sur R% d’aprés 25).
0

x en 0. En effet, toujours d’aprés d’aprés 25, la fonction W est dérivable (car de classe C!) en 0.
Ainsi : { qe - wio
il / In (f(t)) dt = M

0 xr — O

x

— W'(0) = In(f(0))

z—0

Par continuité de la fonction exp en In (f(0)) :

v(z) = exp (1 /Ox In (f(t)) dt) - exp(ln (f(O)))

X

La fonction « est prolongeable par continuité sur R,. La fonction I, la primitive
de v qui s’annule en 0, est donc de classe C! sur R,

« De plus, pour tout z € R} :

M(z) = ~(z) = exp <1 /0 n (f()) dt) >0

X

La fonction I' est donc croissante sur R .

o Puisque la fonction I' est croissante sur Ry, il suffit de démontrer qu’elle est majorée pour pouvoir
conclure quant a I'existence d’une limite en +o0.

x Soit x € RY . D’aprés la question précédente :

exp (1 /Ow In (f(t)) dt> < = Om tF(t) dt

T 2

Autrement dit :
v(z) < eh(x)

x Soit s € R%. Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissante (0 < s) :

/OS v(z) de < /Os eh(z) dx = e/os h(z) dx

I'(s) < e /05 h(zx) dz

On obtient :
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x Or, comme la fonction f est & valeurs positive, pour tout ¢ > 0 :

L) = 0

Soit « > 0. Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < z) :

/x LR dt > 0
0

De plus : > 0. Ainsi :

hz) = % Ox LR dE > 0

S

La fonction H : s — / h(zx) dx, primitive de h sur R’ est donc croissante sur RY .

0
Par ailleurs, d’apres la question 23, la fonction H admet L comme limite en +oo.

Ainsi, la fonction H :

- est croissante sur R,
- admet pour limite L en +oo0.

Par théoréme de convergence monotone : L = sup (H). Ainsi :
R*
+

S
Vs € RY, / h(z) de=H(s) < L
0
On en déduit, par transitivité, pour tout s € R} :

I'(s) < e/ h(z)dx < eL
0

La fonction I' est donc majorée par e L.

o La fonction T est :

x croissante sur R,

x majorée par e L.

Elle admet donc une limite finie, notée £ en +oo vérifiant : £ < e L.

La fonction I' admet une limite finie, notée £, en +oc et : £ < e L.

O

On admet que tous les résultats des questions 18 & 27 restent valides pour une fonction f continue par

morceaux sur Ry.
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I1.1.d) Application a I’inégalité de Carleman

On suppose dans cette sous-partie que (a,)pen+ est une suite décroissante de réels strictement positifs.
On note f la fonction en escalier qui, pour tout k£ € N* est égale a ay sur U'intervalle [k — 1, k[.

28. Soit k € N*. Démontrer que la fonction v, définie sur [k — 1, k] par :
1 k=l 1
ve(z) = — > In(a;)+— (x—k+1) In(ag) sik>2
T ;=1 T

vi(z) = In(ay)
est minimale pour = = k.

Démonstration.

« Tout d’abord, la fonction v; est constante égale a In(a1) sur [0,1]. Elle est donc en particulier
minimale en 1 (ou en tout autre point du segment [0, 1].

La fonction v; est minimale en 1.

« Ensuite, soit k € [2, +oo].
r—k+1 o
La fonction « : x +— rohtl est dérivable sur [k — 1, k] car elle est le quotient o = L de
T a2
x a1 :x+— x—k+1quiest dérivable sur [k — 1, k], en tant que fonction polynomiale,
x Qg :x T qul:
- est dérivable sur [k — 1, k],
- ne s’annule pas sur [k — 1,k], car k — 1 > 0.

La fonction vy est donc dérivable sur [k — 1, k|, car elle est une combinaison
linéaire de fonctions dérivables sur [k — 1, k].

e Soit z € [k —1,k].

1 k=l 1xT —(x—k+1)x1

v (z) = > ; In(a;) + > In(ay)
k— —
= —% ;11 In(a;) + k‘le In(ay)
k—1
(k—1) In(ag) — ; In(a;)

o Or, la suite (an)nen+ est une suite décroissante. Ainsi :
ViE[[l,k—l]], a; < ag
De plus, la fonction In est croissante sur R . Ainsi :

Viel,k—1], In(a;) < In(ag)
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En sommant ces inégalités pour ¢ variant de 1 & k£ — 1, on obtient :

k—1 k—1
; In(a;) < ; In(ar) = (k—1) In(ag)

k=1
Dou: (k—1) In(ax) — > In(a;) = 0. On en déduit :
i=1

(k—1) In(ag) — kz_:l In(a;)

vi(z) = o <0

La fonction v est donc décroissante sur [k — 1, k]. Elle est donc minimale en k.

O
29. Démontrer que, pour tout k € N* :
/ exp ( / In (f(t)) dt> dr > exp < > ln(ai)>
k-1 T Jo k=1
On pourra utiliser la question précédente.
Démonstration.
Soit k € N*.
« Notons d’abord que, par définition de la fonction f :
Vie N*, Ve eli—1,i, f(z)=q
e Soit z € [k — 1,k
x k—1 €T .
B (par relation de Chasles,
/0 In(f(1) dt — /0 In (f(1)) dt+/k_1 In (f(t)) dt (par relaton <
k—1 i T
= (/ In (f(t)) dt) +/ In (f(t)) dt (par relation de Chasles)
i=1 i—1 k—1
k=l ‘ x (par définition de f
= X (/i_l In(a;) dt> + /k_1 In(ay) dt et carx < k)
k=1 ‘ * (par linéarité de
= X <1n(ai) /i_l 1 dt) + In(ag) /k—l 1dt Vintégrale)
k=1 i T
= > In(a;) [t L_l + In(ag) [t]k_1
k—1
= In(a;) + (x — k+ 1) In(ag)
i=1

On en déduit :

/Ox In (f(t)) dt é <Z In(a;) + (z — k +1) ln(ak)) — ()

i=1
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o Or, d’apres la question précédente : vg(x) > vi(k). De plus :
1 /k=1
Uk(k) = % (Z 111 }{ }{-l- 1) ln(ak)>
=1
1 —
= % (E n(a; +1H(ak)>
1 .
=z l; In(a;)
Ainsi :
vr(2) > u(k)
I I
1 [* 1
1 / () dt > © 3 In(ay)
z Jo k iz

Par croissance de la fonction exp sur R :

exp (313 /Om In (£(1)) dt> > exp <; ﬁ ln(ai)>

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans I'ordre croissant (k — 1 < k)

/;:1 exp <313 /Or In (£(1)) dt) de > /1:1 exp< Z In( al> dx

o Enfin :
/ exp < > ln(ai)> dr = exp < > ln(ai)) / 1 dx
k—1 k iz k iz k—1

k x
Finalement : Vk € N*, / exp (1 / In (f(t)) dt> dr > exp ( Z ln(al)> -
k—1 0

X

30. En déduire l'inégalité de Carleman dans le cas ot (a,)nen+ st une suite décroissante.

Démonstration.

Supposons que la suite (an)nen+ est une suite décroissante de réels strictement positifs telle que la
n
suite | > ak est convergente.
k=1 neN*
o Soit k € N*. On commence par remarquer :

(par propriété de

1
1 k k ®
P <k‘ 1;1 ln(ai)) N <ZH P (ln(ai)) morphisme de exp)

=1

- (fie)

Ainsi, d’aprés la question précédente :

[ oot [ woya) > (fia)
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o Soit n € N*. En sommant les inégalités précédentes pour k variant de 1 & n, on obtient :

é@?@@fwmwﬁﬂaé@@i

Autrement dit, par relation de Chasles :

[oo(t [ wioya) e > $ (fa)

'(n)

o Or, d’apres la démonstration de la question 27, la fonction I' est majorée par e L sur R . Ainsi,

par transitivité :

D (ﬁaiy < T(n) < el

k=1 \i=1

Calculons L = lim / f(t) dt. Soit x € Ry.
0

T—r+00
/ ft)dt = / f(t) dt + f(t) dt (par relation de Chasles)
0 0 lz]

_ LIZJ < k (1) dt) + v £(t) dt (par relation de Chasles
P b1 B toujours)
lz] k T

= 3 </ ag dt) —|—/ ag|41 dt (par définition de f)
k=1 k—1 lz|
L2 (par des calculs d’intégral

B par des calculs d’intégrales

- kzz:l U+ Qla)+1 déja effectués précédemment)
lz|+1

= Z a’k
k=1

n

De plus, on a supposé que la suite (Z ak> est convergente. Ainsi, d’apreés les notations de
k=1 neN*

I’énoncé :
x lz]+1 400
L = lim t)dt = lim ap = a
T—+00 /0 f() r—+00 kZ::1 k kzz:l k
On en déduit : )
n k & 400
Z(Hai) < el =¢e ) a
k=1 \i=1 k=1
n k k +00
La suite | > (H ai> est donc majorée par e > ay.
k=1 \i=1 N k=1
neN*
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n k k
« Afin de démontrer que la suite | > <H ai) est convergente, il reste a démontrer qu’elle

neN*

(1) £ (1) - (1) o

En effet, la suite (a,)nen+ est & termes positifs.

est croissante.
Soit n € N*.

n k k
La suite | Y (H ai) est donc croissante.
k=1 \i=1
neN*
1
n k k
« La suite Z I] a: est donc :
k=1 =1
neN*
x croissante,
+o0
x majorée par e »_ a.
k=1

Elle est donc convergente et, toujours avec les notations de 1’énoncé :

“+00 k % “+00
> <H> < e S a
k=1

k=1 \i=1

L’inégalité de Carleman est donc vérifiée dans le cas ou la suite (a,)nen+ est décroissante.

I1.2. Inégalité de Carleman-Yang

Le but de cette derniére partie est d’établir I'inégalité de Carleman-Yang, qui est un raffinement de
I’inégalité de Carleman.

II.2.a) Un développement en série entiére

On note ¢ la fonction définie par :
vie]-LINMON () = (1-0)'
On deéfinit aussi la suite (b, )nen par :
bo = —1

Vn € N*, Z bn—k

3\'—‘

31. Justifier que ¢ est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son prolongement en 0.

On notera toujours ¢ ce prolongement.

Démonstration.

« On commence par remarquer, pour tout t € | — 1, 1[\{0} :

o) = (1—pF = exp<(1—1> ln(l—t)>
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<1 — t) x In(1 — t) oA X (—t)

1
Ainsi @ lim (1 - ) xIn(l —t)=1.
t—0 t

Par continuité de exp en 1 :

continuité en 0 par e.

La fonction ¢ admet une limite finie en 0. Elle est donc prolongeable par

32. Démontrer que, pour tout n € N : |b,| < 1.
n
On admet alors que, pour tout ¢ € | — 1,1], la suite (Z b tk>
k=0

Démonstration.

Démontrons par récurrence forte : Vn € N, #(n)  ou  Z(n) : |by| < 1.

» Initialisation :
On remarque : |bg| =|—1|=1<1.
D’ou £(0).

» Hérédité : soit n € N.

Supposons : Vk € [0,n], Z(k). Et démontrons Z(n + 1) (i.e. : |bpy1| < 1).

Par définition de by, ;.

1 n+l
b1 ‘—n+1 kgl 1 bnt1-k
RN E -
- n—lu :ikilbnﬂ’f
S n—lkllii kilb"“*’“
- nilzé ki1"b”“"‘?|
S AN

n—l—l k=1 ]{'—Fl

est convergente.
neN

(par inégalité
triangulaire)

Or, pour tout k € [1,n+ 1], n+ 1 — k € [0,n]. Ainsi, par hypothése de récurrence :

Vi e [Ln+1], |bprii] < 1
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On en déduit :

b 1 n+1 1 b
< 41—
|bn+1] n+1,§1k+1‘ 1kl
1 n+1 1
< > x 1
1 n+1
< 1 car :Vk e [1,n+1
e ( [1n+1]
_ L mey =1

D'ou Z(n+1).

1

<1
k41 )

Par principe de récurrence forte : Vn € N, |b,| < 1

O

33. Démontrer que, pour tout t € | —

| — 1,1[ a préciser.

Démonstration.

LIN{0}, ¢'(t) =

o(t)(t), ot ¢ est une fonction continue sur

« La fonction ¢ est dérivable sur | — 1,0[ et sur ]0, 1] car elle est la composée ¢ = g 0 1 de :

><g015t

(-}

In(1 —¢) qui est :

- dérivable sur | — 1,0[ et sur |0, 1],
- telle que : o1 (] —1,1[\{0}) C R
x (2 = exp qui est dérivable sur R.

La fonction ¢ est dérivable sur | — 1, 1[\{0}.

« Soit t € ] — 1,1[\{0}.

¢'t) =

@1 (t) x (phoe1)(t)

1
In(1—t)+(1-
(g a0+

ln(l—t) t—~T
( 2 ; M)w(t)
In(1 —1¢)+1¢
n(tz)gp(t)
Onnotew:t&—>ln(l_t;)—i_t.Alors:go’:wxgp.
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o On a défini la fonction ¢ sur | — 1, 1[\{0}. Il reste & la définir en O de sorte & ce que la fonction
1 soit continue sur | — 1, 1].
x Remarquons d’abord que la fonction v est continue sur | — 1, 1[\{0}, car elle est le quotient
Y1
= — de:
(e
- 1 1t In(l —t) + ¢t qui est continue sur | — 1, 1[\{0},
-y it qui:
» est continue sur | — 1, 1[\{0},

» ne s’annule pas sur | — 1, 1[\{0}.

x Démontrons que la fonction 1 admet une limite finie en 0.

m(i—1) = (- - " 4 @2

2 t—0

On en déduit :

12 )
(1 =)+t = —5 + o ()
2
Ainsi : In(1 —¢)+¢ ~ — —. D’ou:
t—0 2
o(O) = In(l—t) +t -£ 1
- t2 t—0 tz o 2
1

La fonction 1 admet donc une limite finie en O : 5

On définit alors la fonction 1 de sorte que : %irr(l] ©(t) = ¢(0). Plus précisément :
H

v o ]-1L,1] —- R
In(l—t) +1¢

2 sit#0

! it=20
_Z it =
5 s

La fonction 1 ainsi définie est continue sur | — 1, 1] par construction et vérifie :

vt e | =1, 10\{0}, () = @(t) (1) O

24. Démontrer que la fonction ¢ est de classe C! sur | — 1,1].

Démonstration.
On sait que :

« la fonction ¢ est de classe C! sur ] — 1, 1[\{0}, avec des arguments similaires & ceux utilisés pour
démontrer sa dérivabilité sur cet ensemble en question 33;

x la fonction ¢ est continue sur | — 1, 1] d’apres la question 31;

x la fonction ¢’ admet une limite finie en 0. En effet, d’apres la question précédente :

vte] - LI1N0},  ¢'(t) = o(t) x ¥(t)

De plus, comme les fonctions ¢ et ¢ sont continues en 0, elles admettent chacune une limite finie
en 0. Ainsi, il en est de méme de ¢'.

Par théoréme de la limite de la dérivée, la fonction ¢ est de classe Ct sur | — 1,1].

40



PCSI 28 avril 2025
Mathématiques

35. On admet qu'une autre écriture de la fonction ¥ est :

+oo 1

Vie|—1,1, (i) = — #n
I-L1L ) = -2 —
Pour tout n € N, pour tout ¢t € | — 1, 1[, on note :
n 1 n
Un(t) = =S ——tF et w,(t) = —e 3 bptF
k=0 k +2 k=0
Calculer uy, (t) x vy(t).
Démonstration.
Soit t € | — 1,1]. O
36. On note ¢ la fonction définie sur | — 1, 1] par :
+o0o
{:tr—>e<1— > bktk>
k=1
On admet que la fonction £ est dérivable sur | —1,1] et :

+00
it —e S (k+1) byt
k=0

Conclure : p = €.

Démonstration.

I1.2.b) Démonstration de ’inégalité de Carleman-Yang

Soient (Gp)nen+ €t (¢n)nen+ deux suite de réels strictement positifs. On admet que, pour toute suite

de réels strict t itifs (d
e réels strictement positifs ( k’”)(k,n)e(N*)2
+o00 n +00 +oo
S (S ) = £ (5 b
n=1 \k=1 k=1 \n=k
37. Démontrer : )
+oo n n +oo +o 1 n “n
S (f1a) < % (an s (1)
n=1 \k=1 k=1 n=k T \i=1
Démonstration.
O
L (n+1)" e e
38. En considérant ¢, = ~———, en déduire I'inégalité de Carleman-Yang :
S (fu) <o F (108 b
ag < e 1-— > a
n=1 \k=1 I st (k)"
Démonstration.
O
39. Démontrer que, pour tout n € N* : b, > 0.
En quoi 'inégalité précédente est-elle un raffinement de 'inégalité de Carleman 7
Démonstration.
O
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