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I. Problème 1 (inspiré de Centrale II MP/MPI 2024)

Notations

- Dans tout le problème, K désigne R ou C.
- On note K[X] le K-espace vectoriels des polynômes à coe�cients dans K.

- Pour tout d ∈ N, Kd[X] désigne le K-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à d.

- On note U l'ensemble des nombres complexes de module 1.

Objectifs du problème

Sot h une fonction de K dans K. On dit qu'une fonction f de K dans K est solution de l'équation (Eh)
sur K si :

∀x ∈ K, f(x+ 1)− f(x) = h(x) (Eh)

Le but du problème est l'étude de l'équation (Eh).
La partie I de ce problème étudie l'existence de solutions dans le cas où h est polynomiale.

La partie II dé�nit les polynômes de Bernoulli et explicite une solution polynomiale à l'équation (Eh),
ainsi qu'une application analytique de ces polynômes.

La partie III étend la résolution de (Eh) au cas où h est une fonction entière.

I.1. Étude de l'opérateur de di�érence �nie

On considère l'application ∆ dé�nie par :

∆ :

{
K[X] → K[X]

P 7→ P (X + 1)− P (X)

1. Montrer que ∆ est un endomorphisme de K[X].

Démonstration.

• Démontrons tout d'abord que ∆ est linéaire.

Soit (λ, µ) ∈ K2. Soit (P,Q) ∈
(
K[X]

)2
.

∆(λ · P + µ ·Q)(X)

= (λ · P + µ ·Q)(X + 1)− (λ · P + µ ·Q)(X)

= λ · P (X + 1) + µ ·Q(X + 1)− λ · P (X)− µ ·Q(X)
(par linéarité de l'évaluation

en X + 1 et en X)

= λ ·
(
P (X + 1)− P (X)

)
+ µ ·

(
Q(X + 1)−Q(X)

)
= λ ·∆(P )(X) + µ ·∆(Q)(X)

=
(
λ ·∆(P ) + µ ·∆(Q)

)
(X)

L'application ∆ est donc linéaire.
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• Démontrons ensuite que ∆ est à valeurs dans K[X].
Soit P ∈ K[X].

∆(P )(X) = P (X + 1)− P (X) ∈ K[X]

L'application ∆ est à valeurs dans K[X].

On en déduit que ∆ est un endomorphisme de K[X].

2. Soit P ∈ K[X]. Déterminer le degré de ∆(P ) en fonction de celui de P .

Démonstration.

• On note : d = deg(P ).
Alors il existe (a0, . . . , ad) ∈ Kd+1 tel que :

ad ̸= 0

P (X) =
d∑

k=0

ak X
k

• On obtient :

∆(P ) = P (X + 1)− P (X)

=
d∑

k=0

ak(X + 1)k −
d∑

k=0

akX
k

=
d∑

k=0

(
ak

k∑
i=0

(
k

i

)
Xi

)
−

d∑
k=0

akX
k (par formule du binôme

de Newton)

=
d∑

k=0

(
k∑

i=0
ak

(
k

i

)
Xi

)
−

d∑
i=0

aiX
i (car la variable k

est muette)

=
∑

0⩽i⩽k⩽d

ak

(
k

i

)
Xi −

d∑
i=0

aiX
i

=
d∑

i=0

(
d∑

k=i

ak

(
k

i

)
Xi

)
−

d∑
i=0

aiX
i

=
d∑

i=0

(
d∑

k=i

ak

(
k

i

)
− ai

)
Xi

=
d−1∑
i=0

(
d∑

k=i

ak

(
k

i

)
− ai

)
Xi +

(
d∑

k=d

ak

(
k

d

)
− ad

)
Xd

=
d−1∑
i=0

(
d∑

k=i

ak

(
k

i

)
− ai

)
Xi +

(
ad

(
d

d

)
− ad

)
Xd

=
d−2∑
i=0

(
d∑

k=i

ak

(
k

i

)
− ai

)
Xi +

(
d∑

k=d−1

ak

(
k

d− 1

)
− ad−1

)
Xd−1

=
d−2∑
i=0

(
d∑

k=i

ak

(
k

i

)
− ai

)
Xi +

(
ad−1

(
d− 1

d− 1

)
+ ad

(
d

d− 1

)
− ad−1

)
Xd−1

=
d−2∑
i=0

(
d∑

k=i

ak

(
k

i

)
− ai

)
Xi + d adX

d−1
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• Ainsi, trois cas se présentent :

× si deg(P ) =∞, alors : P = 0K[X].

Ainsi, comme ∆ est linéaire, d'après la question précédente : ∆(P ) = 0K[X].

Si deg(P ) = −∞, alors : deg
(
∆(P )

)
= −∞.

× si deg(P ) = 0, i.e. d = 0, alors :

∆(P ) =
−2∑
i=0

(
d∑

k=i

ak

(
k

i

)
− ai

)
Xi + 0× adXd−1

=
∑
i∈∅

(
d∑

k=i

ak

(
k

i

)
− ai

)
Xi

= 0K[X]
(car 0K[X] est l'élément

neutre pour la loi +)

Si deg(P ) = 0, alors : deg
(
∆(P )

)
= −∞.

× si deg(P ) ̸= 0, i.e. d ̸= 0, alors :

∆(P ) =
d−2∑
i=0

(
d∑

k=i

ak

(
k

i

)
− ai

)
Xi + d adX

d−1

Or, comme ad ̸= 0, alors : d ad ̸= 0. On en déduit :

deg(∆(P )
)

= d− 1 = deg(P )− 1

Si deg(P ) ̸= 0, alors : deg
(
∆(P )

)
= deg(P )− 1.

3. Montrer que, pour tout d ∈ N∗, ∆ induit un endomorphisme sur Kd[X].

Démonstration.

Soit d ∈ N∗.
Il s'agit de démontrer : ∀P ∈ Kd[X], ∆(P ) ∈ Kd[X].
Soit P ∈ Kd[X]. D'après la question précédente, deux cas se présentent.

• Si deg(P ) ⩽ 0, alors : deg
(
∆(P )

)
= −∞.

Autrement dit : ∆(P ) = 0K[X]. D'où : ∆(P ) ∈ Kd[X].

• Si deg(P ) ̸= 0, alors : deg
(
∆(P )

)
= deg(P )− 1. Donc : ∆(P ) ∈ Kd−1[X].

Or : Kd−1[X] ⊂ Kd[X]. D'où : ∆(P ) ∈ Kd[X].

Finalement : ∀P ∈ Kd[X], ∆(P ) ∈ Kd[X].

Ainsi, pour tout d ∈ N∗, ∆ induit un endomorphisme sur Kd[X].
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On note ∆d l'endomorphisme de Kd[X] induit par ∆.

4. Déterminer Ker(∆d) et Im(∆d) pour tout d ∈ N∗.

Démonstration.

Soit d ∈ N∗.

• Déterminons Ker(∆d).

Soit P ∈ Kd[X]. Alors il existe (a0, . . . , ad) ∈ Kd+1 tel que : P (X) =
d∑

k=0

ak · Pk où (P0, . . . , Pd)

est la base canonique de Kd[X].

P ∈ Ker(∆d) ⇔ ∆d(P ) = 0Kd[X]

⇔ ∆(P ) = 0K[X]
(car ∆d est l'endomorphisme

induit par ∆ sur Kd[X])

⇔ deg
(
∆(P )

)
= −∞

⇔ deg(P ) ⩽ 0 (d'après 2)

⇔ a1 = a2 = · · · = ad = 0

On en déduit :

Ker(∆d) = {
d∑

k=0

ak · Pk | a1 = a2 = · · · = ad}

= {a0 · P0 | a0 ∈ K}

= Vect (P0) = K0[X]

Finalement : Ker(∆d) = K0[X].

• Déterminons Im(∆d).
On sait que :

× l'application ∆d est linéaire (car ∆ l'est),

× l'espace vectoriel Kd[X] est de dimension �nie.

On en déduit :
Im(∆d) = Vect (∆d(P0),∆d(P1), . . . ,∆d(Pd))

= Vect (∆(P0),∆(P1), . . . ,∆(Pd))

De plus :

× comme deg(P0) = 0, alors, d'après 2 : ∆(P0) = 0K[X].

× pour tout k ∈ J1, dK :

∆(Pk) = Pk(X + 1)− Pk(X)

= (X + 1)k −Xk

=
k∑

i=0

(
k

i

)
Xi −Xk

=

(
k−1∑
i=0

(
k

i

)
Xi + Xk

)
− Xk

=
k−1∑
i=0

(
k

i

)
Xi

4
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On note alors : Qk−1 =
k−1∑
i=0

(
k

i

)
Xi. On obtient :

Im(∆d) = Vect
(
0K[X], Q0, . . . , Qd−1

)
= Vect (Q0, . . . , Qd−1)

La famille B′ = (Q0, . . . , Qd−1) est ainsi une famille :

- génératrice de Im(∆d) d'après ce qui précède,

- libre, car c'est une famille de polynômes non nuls qui est échelonnée en degré (par dé�nition

de Q0, . . ., Qd−1).

C'est donc une base de Im(∆d) Ainsi :

dim
(
Im(∆d)

)
= Card(B′) = d

On en déduit :

- Im(∆d) ⊂ Kd−1[X].
En e�et, Kd−1[X] est un espace vectoriel et : ∀k ∈ J0, d− 1K, Qk ∈ Kd−1[X].

- dim
(
Im(∆d)

)
= dim

(
Kd−1[X]

)
.

On en conclut : Im(∆d) = Kd−1[X].

5. En déduire Ker(∆) et Im(∆). Appliquer les résultats obtenus à l'étude de l'équation (Eh) dans le
cas où h est une fonction polynomiale.

Démonstration.

• On commence par déterminer Ker(∆). Pour cela, on raisonne comme en question précédente.

Soit P ∈ K[X]. Alors il existe d ∈ N∗ et (a0, . . . , ad) ∈ Kd+1 tel que : P (X) =
d∑

k=0

ak · Pk.

P ∈ Ker(∆) ⇔ ∆(P ) = 0K[X]

⇔ deg
(
∆(P )

)
= −∞

⇔ deg(P ) ⩽ 0 (d'après 2)

⇔ a1 = a2 = · · · = ad = 0

On en déduit :
Ker(∆) = {a0 · P0 | a0 ∈ K}

= Vect (P0) = K0[X]

Finalement : Ker(∆) = K0[X].

• On détermine ensuite Im(∆). Plus précisément, on démontre : Im(∆) = K[X].
On procède par double inclusion.

(⊂) D'après la question 1, l'application ∆ est à valeurs dans K[X]. Ainsi :

Im(∆) ⊂ K[X]
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(⊃) Soit Q ∈ K[X]. Démontrons : Q ∈ Im(∆).

× Notons :m = deg(Q). Comme Q ∈ Km[X], alors, d'après la question précédente (appliquée

à d = m+ 1) : Q ∈ Im(∆m+1).
Il existe donc P ∈ Km+1[X] tel que : Q = ∆m+1(P ).

× Comme ∆m+1 est l'endomorphisme induit de ∆ sur Km+1[X], alors : Q = ∆(P ).
De plus, comme Km+1[X] ⊂ K[X], alors : P ∈ K[X].

× Ainsi, il existe P ∈ K[X] tel que : Q = ∆(P ).
Autrement dit : Q ∈ Im(∆).

D'où : K[X] ⊂ Im(∆).

Finalement : Im(∆) = K[X].

• L'intuition derrière l'égalité : Im(∆) = K[X], est la suivante. D'après la question 4,

l'application ∆ envoie, pour tout d ∈ N∗, l'ensemble des polynômes de degré au plus d,
sur l'ensemble des polynômes de degré au plus d− 1.
Avec les mains, cette application fait � perdre un degré �. On peut donc raisonnablement

penser que cette application ∆ envoie K[X] (ensemble des polynômes de n'importe quel

degré) sur K[X].

• Plus rigoureusement, par dé�nition d'endomorphisme induit :

∀d ∈ N∗, Im(∆d) = Im(∆) ∩Kd[X]

Autrement dit, d'après la question précédente :

∀d ∈ N∗, Kd−1[X] = Im(∆) ∩Kd[X]

Ainsi :

+∞⋃
d=1

Kd−1[X] =
+∞⋃
d=1

(
Im(∆) ∩Kd[X]

)
= Im(∆) ∩

(+∞⋃
d=1

Kd[X]
)

(par distributivité de ∪ sur ∩)

= Im(∆) ∩K[X]

= Im(∆) (car : Im(∆) ⊂ K[X])

Comme :
+∞⋃
i=1

Kd−1[X] = K[X], on en conclut : K[X] = Im(∆).

• Rappelons que, par dé�nition d'endomorphisme induit, on a aussi, pour tout d ∈ N∗ :

Ker(∆d) = Ker(∆) ∩Kd[X]

Avec le même raisonnement que dans le point précédent, on obtient de nouveau :

+∞⋃
d=1

Ker(∆d) =
+∞⋃
d=1

(
Ker(∆) ∩Kd[X]

)
q q

K0[X] =
+∞⋃
d=1

K0[X] Ker(∆)

Commentaire
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• Supposons que h est une fonction polynomiale. On note Q̃ son polynôme associé. Alors, pour

toute fonction polynomiale f :

(Eh) ⇔ ∀x ∈ K, f(x+ 1)− f(x) = h(x)

⇔ P (X + 1)− P (X) = Q̃(X)
(où P est le polynôme

associé à f)

⇔ ∆(P ) = Q̃

L'équation (Eh) admet donc une solution (polynomiale) si et seulement si le polynôme Q̃ admet

un antécédent par l'application ∆.

Or, d'après ce qui précède : Im(∆) = K[X]. L'application ∆ est donc surjective. Tout polynôme

de K[X] admet donc un antécédent par ∆, en particulier Q̃.

Dans le cas où h est polynomiale, l'équation (Eh) admet des solutions.

6. On suppose (pour cette question seulement) que h est la fonction x 7→ x. Déterminer une solution

de (Eh) dans K2[X], puis toutes les solutions polynomiales de l'équation (Eh).

Démonstration.

• Par dé�nition de h, son polynôme Q0 associé est ici : Q̃(X) = X = P1(X).
D'après la question 5 (et l'énoncé), on cherche un polynôme P̃ ∈ K2[X] tel que : Q̃ = ∆(P̃ ).

• On sait de plus :

× d'une part :

∆(P1)(X) = P1(X + 1)− P (X) = X + 1− X = 1 = P0(X)

× d'autre part :

∆(P2)(X) = P2(X+1)−P2(X) = (X+1)2−X2 = X2+2X+1−X2 = 2 ·P1(X)+P0(X)

Ainsi :
∆(P2)−∆(P1) = 2 · P1

donc ∆(P2)−∆(P1) = 2 · Q̃ (par dé�nition de Q̃)

donc ∆(P2 − P1) = 2 · Q̃ (par linéarité de ∆)

d'où
1

2
·∆(P2 − P1) = Q̃

ainsi ∆

(
1

2
· (P2 − P1)

)
= Q̃ (par linéarité de ∆)

Le polynôme
1

2
· (P2 − P1) est donc un antécédent de Q̃ dans K2[X].

Une solution de (Eh) est donc la fonction f̃ : x 7→ 1

2
(x2 − x).

7
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• Déterminons maintenant toutes les solutions polynomiales de (Eh).
Soit f une fonction polynomiale. On note P son polynôme associé.

f solution de (Eh) ⇔ ∆(P ) = Q̃ (d'après la question précédente)

⇔ ∆(P ) = ∆(P̃ ) (d'après le point précédent)

⇔ ∆(P )−∆(P̃ ) = 0K[X]

⇔ ∆(P − P̃ ) = 0K[X] (par linéarité de ∆)

⇔ P − P̃ ∈ Ker(∆)

⇔ P − P̃ ∈ K0[X] (d'après 5)

⇔ ∃R ∈ K0[X], P − P̃ = R

⇔ ∃R ∈ K0[X], P = P̃ +R

⇔ ∃c ∈ K, P (X) = P̃ (X) + c

⇔ ∃c ∈ K, f(x) = f̃(x) + c

L'ensemble des solutions polynomiales de (Eh) est donc :

{x 7→ f̃(x) + c | c ∈ K} = {x 7→ 1
2 (x2 − x) + c | c ∈ K}

• Même si ce n'est pas dans l'esprit du sujet, on pouvait également déterminer directement

l'ensemble des solutions polynomiales de (Eh) sans passer le découpage :

× recherche d'une solution particulière,

× obtention de l'ensemble des solutions.

• Tout d'abord, remarquons que l'on cherche les antécédents de Q̃ par ∆. Or Q ∈ K1[X]. Ainsi,
d'après la question 4, ces antécédents appartiennent à K2[X].
Soit P ∈ K2[X]. Alors il existe (a0, a1, a2) ∈ K3 tel que : P = a0 · P0 + a1 · P1 + a2 · P2.

∆(P ) = Q̃ ⇐⇒ a0 ·∆(P0) + a1 ·∆(P1) + a2 ·∆(P2) = P1
(par linéairité de ∆ et

dé�nition de Q̃)

⇐⇒ a1 · P0 + a2 · (2 · P1 + P0) = P1

⇐⇒ (a1 + a2) · P0 + 2 a2 · P1 = P1

⇐⇒

{
a1 + a2 = 0

2 a2 = 1

(car la famille (P0, P1)
est libre)

L1 ← 2L1 − L2

⇐⇒

{
2 a1 = −1

2 a2 = 1

On en déduit que l'ensemble des solutions de l'équation ∆(P ) = Q̃ est :

{a0 · P0 + a1 · P1 + a2 · P2 | a1 = −1
2 et a2 =

1
2} = {a0 · P0 − 1

2 · P1 +
1
2 · P2 | a0 ∈ K}

On retrouve bien que l'ensemble des solutions polynomiales de (Eh) est :

{x 7→ a0 − 1
2 x+ 1

2 x
2 | a0 ∈ K}

Commentaire
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I.2. Polynômes de Bernoulli

On note ω l'application de [0, 1] dans C dé�nie, pour tout t ∈ [0, 1], par : ω(t) = e2iπt.

Pour tout n ∈ N et tout z ∈ C, on dé�nit dans cette partie :

Bn(z) = n!

∫ 1

0

ez ω(t)(
eω(t) − 1

) (
ω(t)

)n−1 dt

I.2.a) Une intégrale

Pour tout p ∈ Z, on pose :

Ip =

∫ 1

0

(
ω(t)

)p+1

eω(t) − 1
dt

7. Véri�er que, pour tout p ∈ Z, cette intégrale est bien dé�nie.

Démonstration.

Soit p ∈ Z.

La fonction g : t 7→
(
ω(t)

)p+1

eω(t) − 1
est continue sur le SEGMENT [0, 1] car elle est le quotient g =

g1
g2

de :

× g1 : t 7→
(
ω(t)

)p+1
qui est continue sur [0, 1] car elle est le produit de fonctions continues sur [0, 1].

× g2 : t 7→ eω(t) − 1 qui :

- est continue sur [0, 1], car elle est la composée de fonctions continues sur des intervalles adéquats,

- NE S'ANNULE PAS sur [0, 1].
En e�et, soit z ∈ C. Alors il existe (x, y) ∈ R2 tel que : z = x+ iy.

ez − 1 = 0 ⇔ ez = 1

⇔ ex eiy = 1× ei 0

⇔

{
ex = 1

y ≡ 0 [2π]

⇔

{
x = 0

y ≡ 0 [2π]

⇔ ∃k ∈ Z, z = 0 + 2ikπ

En particulier, les complexes z véri�ant : ez − 1 = 0, sont des nombres complexes de module 2π.
Or, pour tout t ∈ [0, 1] : [

ω(t)
∣∣ = |e2iπt| = 1

Ainsi : ∀t ∈ [0, 1], g1(t) = eω(t) − 1 ̸= 0.

Pour tout p ∈ Z, l'intégrale Ip est donc bien dé�nie.

On admet : {
I0 = 1

∀p ∈ N∗, Ip = 0

9
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I.2.b) Lien avec l'équation (Eh)

8. On admet, pour tout n ∈ N et tout z ∈ C :

Bn(z) = n!
n∑

k=0

zk

k!
Ik−n

Démontrer que Bn est un polynôme unitaire de degré n.

Démonstration.

Soit n ∈ N. Par dé�nition de Bn :

Bn(X) = n!
n∑

k=0

Ik−n

k!
Xk

• On remarque d'abord : Bn ∈ Kn[X].

• De plus, le coe�cient de degré n de Bn est :

n! × In−n

n!
= I0 = 1 (d'après le résultat admis par l'énoncé)

Ce coe�cient est non nul. Ainsi : deg(Bn) = n.

• Comme le coe�cient de Bn vaut 1, ce polynôme est unitaire.

Finalement, pour tout n ∈ N, Bn est un polynôme unitaire de degré n.

9. Montrer que, pour tout n ∈ N∗ : B′
n = nBn−1.

Démonstration.

Soit n ∈ N∗.

B′
n(X) = n!

n∑
k=0

Ik−n

k!
kXk−1

= n!
n∑

k=1

Ik−n

k!
kXk−1

= n!
n∑

k=1

Ik−n

(k − 1)!
Xk−1

= n!
n−1∑
k=0

Ik+1−n

k!
Xk (par décalage d'indice)

= n!
n−1∑
k=0

Ik−(n−1)

k!
Xk

= n× (n− 1)!
n−1∑
k=0

Ik−(n−1)

k!
Xk

= nBn−1(X)

∀n ∈ N∗, B′
n = n ·Bn−1

10
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10. Montrer que, pour tout n ∈ N∗ et tout z ∈ C :

Bn(z + 1)−Bn(z) = n zn−1

On pourra utiliser sans démonstration l'égalité :

∫ 1

0

ez ω(t)(
ω(t)

)n−1 dt =
zn−1

(n− 1)!
.

Démonstration.

Soit n ∈ N∗. Soit z ∈ C.

Bn(z + 1)−Bn(z) = n!

∫ 1

0

e(z+1)ω(t)

(eω(t) − 1)
(
ω(t)

)n−1 dt− n!
∫ 1

0

ez ω(t)

(eω(t) − 1)
(
ω(t)

)n−1 dt

= n!

∫ 1

0

e(z+1)ω(t) − ez ω(t)

(eω(t) − 1)
(
ω(t)

)n−1 dt
(par linéarité de

l'intégrale)

= n!

∫ 1

0

ez ω(t) (eω(t) − 1)

(eω(t) − 1)
(
ω(t)

)n−1 dt

= n!

∫ 1

0

ez ω(t)(
ω(t)

)n−1 dt

= n!× zn−1

(n− 1)!

(d'après l'indication de

l'énoncé)

= n zn−1

∀n ∈ N∗, ∀z ∈ C, Bn(z + 1)−Bn(z) = n zn−1

11. En déduire l'expression d'une fonction polynomiale véri�ant l'équation (Eh) sur C lorsque h est une

fonction polynomiale.

Démonstration.

Supposons que h est une fonction polynomiale. Alors il existe d ∈ N∗ et (a0, . . . , ad) ∈ Kd+1 tels

que :

h : z 7→
d∑

k=0

ak z
k

• Soit z ∈ C. D'après la question précédente :

∀k ∈ N, Bk+1(z + 1)−Bk+1(z) = (k + 1) zk

Autrement dit :

∀k ∈ N,
1

k + 1
Bk+1(z + 1)− 1

k + 1
Bk+1(z) = zk

D'où :

∀k ∈ N,
ak
k + 1

Bk+1(z + 1)− ak
k + 1

Bk+1(z) = ak z
k

• Ainsi, en sommant les égalités précédentes pour k variant de 0 à d, on obtient :

d∑
k=0

(
ak
k + 1

Bk+1(z + 1)− ak
k + 1

Bk+1(z)

)
=

d∑
k=0

ak z
k = h(z)

11
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• Or :

d∑
k=0

(
ak
k + 1

Bk+1(z + 1)− ak
k + 1

Bk+1(z)

)

=
d∑

k=0

ak
k + 1

Bk+1(z + 1)−
d∑

k=0

ak
k + 1

Bk+1(z) (par linéarité de la somme)

=

(
d∑

k=0

ak
k + 1

Bk+1

)
(z + 1)−

(
d∑

k=0

ak
k + 1

Bk+1

)
(z)

(par linéarité de l'évaluation

en z + 1 et en z)

= g̃(z + 1)− g̃(z) (en notant : g̃ =
d∑

k=0

ak
k + 1

Bk+1)

On a donc trouvé une fonction g̃ véri�ant :

∀z ∈ C, g̃(z + 1)− g̃(z) = h(z)

La fonction g̃ est donc une solution de (Eh) sur C.
• En�n, la fonction g̃ est bien polynomiale, car c'est une combinaison linéaire des fonctions B1, . . .,
Bd+1 qui sont polynomiales.

La fonction g̃ =
d∑

k=0

ak
k + 1

Bk+1, est une solution polynomiale de (Eh) sur C.

I.2.c) Unicité

12. Montrer que (Bn)n∈N est l'unique suite de polynômes véri�ant :
B0 = 1

∀n ∈ N∗, B′
n = nBn−1

∀n ∈ N∗,

∫ 1

0
Bn(t) dt = 0

Démonstration.

• On commence par véri�er que la suite (Bn) est bien solution du système mentionné, que l'on note

(S).

× D'après la question 8, le polynôme B0 est un polynôme unitaire de degré 0. C'est donc un

polynôme constant de coe�cient dominant égal à 1. Autrement dit :

B0(X) = 1

× D'après la question 9 :

∀n ∈ N∗, B′
n = nBn−1

× Soit n ∈ N∗.
La fonction Bn est continue (car polynomiale) sur le SEGMENT [0, 1].

L'intégrale

∫ 1

0
Bn(t) dt est donc bien dé�nie.

12
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De plus :∫ 1

0
Bn(t) dt =

∫ 1

0

1

n+ 1
B′

n+1(t) dt
(car, d'après le point précédent :

B′
n+1 = (n+ 1)Bn)

=
1

n+ 1

∫ 1

0
B′

n+1(t) dt (par linéarité de l'intégrale)

=
1

n+ 1
[ Bn+1(t) ]

1

0

=
1

n+ 1

(
Bn+1(1)−Bn+1(0)

)
=

1

n+ 1

(
Bn+1(0 + 1)−Bn+1(0)

)
=

1

n+ 1
× (n+ 1) 0n (d'après 10)

= 0 (car n > 0)

On en conclut que la suite (Bn) est bien solution du système (S).

• Démontrons que le système (S) admet une unique suite de polynômes solution.

On procède par l'absurde.

Supposons qu'il existe une suite de polynômes (Cn) telle que :
C0(X) = 1

∀n ∈ N∗, C ′
n = nCn−1

∀n ∈ N∗,

∫ 1

0
Cn(t) dt = 0

et ∃n0 ∈ N, Cn0 ̸= Bn0

Démontrons alors par récurrence : ∀n ∈ N, P(n) où P(n) : Cn = Bn.

▶ Initialisation :

Les suite (Bn) et (Cn) satisfont le système (S). Ainsi :

B0(X) = 1 = C0(X)

D'où : P(0).

▶ Hérédité : Soit n ∈ N.
Supposons P(n) et démontrons P(n+ 1) (i.e. : Cn+1 = Bn+1).

× On commence par remarquer :

B′
n+1 = (n+ 1)Bn

(car la suite (Bn)
satisfait (S))

= (n+ 1)Cn
(par hypothèse de

récurrence)

= C ′
n+1

(car la suite (Cn)
satisfait (S))

On en déduit qu'il existe une constante α ∈ K telle que :

Cn+1 = Bn+1 + α

13
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× La fonction t 7→ Cn+1(t) est continue sur le segment [0, 1], car c'est une fonction polynomiale.

L'intégrale

∫ 1

0
Cn+1(t) dt est donc bien dé�nie. De plus :

∫ 1

0
Cn+1(t) dt =

∫ 1

0
Bn+1(t) + α dt

=

∫ 1

0
Bn+1(t) dt+ α

∫ 1

0
1 dt

(par linéarité de

l'intégrale)

= 0 + α [ t ]
1

0

(car la suite (Bn)
satisfait (S))

= α

Or la suite (Cn) satisfait (S). Donc :

∫ 1

0
Cn+1(t) dt = 0. On en déduit : α = 0.

Autrement dit :

Cn+1 = Bn+1

D'où P(n+ 1).

Par principe de récurrence : ∀n ∈ N, Cn = Bn. Absurde !

On en conclut que (Bn) est l'unique suite de polynômes véri�ant (S).

13. On note (Hn)n∈N la suite de polynômes dé�nie par : ∀n ∈ N, Hn(X) = (−1)nBn(1−X). Montrer

que pour tout n ∈ N : Hn = Bn.

Démonstration.

D'après la question précédente, la suite (Bn) est l'unique suite de polynômes à satisfaire le système

(S). Pour démontrer que les suites de polynômes (Bn) et (Hn) sont égales, il su�t donc de démontrer

que la suite (Hn) satisfait également le système (S).

• Tout d'abord :

H0(X) = (−1)0B0(1−X) = B0(1−X) = 1

En e�et, d'après 12 B0 est le polynôme constant égal à 1.

H0(X) = 1

• Ensuite, soit n ∈ N∗.

H ′
n(X) = (−1)n × (−1)B′

n(1−X)

= (−1)n+1B′
n(1−X)

= (−1)n+1 × nBn−1(1−X) (d'après 12)

= (−1)2 × n (−1)n−1Bn−1(1−X)

= nHn−1(X)

∀n ∈ N∗, H ′
n = nHn−1

14
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• En�n, soit n ∈ N∗.∫ 1

0
Hn(t) dt =

∫ 1

0
(−1)nBn(1− t) dt

= (−1)n
∫ 0

1
Bn(u) (−du)

(avec le changement de

variable u = 1− t )

= (−1)n
∫ 1

0
Bn(u) du

= 0(−1)n × 0
(car la suite (Bn)
satisfait (S))

Ainsi :

∫ 1

0
Hn(t) dt = 0.

La suite de polynômes (Hn) satisfait (S). Ainsi : ∀n ∈ N, Hn = Bn.

L'énoncé a�rme directement que la suite (Hn) ainsi dé�nie est une suite de polynômes. Il était

rapide de démontrer que, pour tout n ∈ N, Hn est un polynôme car il est la composée Qn ◦R de :

× R(X) = 1−X qui est un polynôme,

× Qn(X) = (−1)nBn qui est un polynôme.

Commentaire

I.3. Solution entière de l'équation (Eh)

I.3.a) Une inégalité de contrôle

On se propose dans cette partie de montrer par l'absurde la propriété P :

∃c > 0, ∀n ∈ N, ∀z ∈ C,
(
|z| = (2n+ 1)π ⇒ |ez − 1| ⩾ c

)
On suppose que P est fausse.

14. Montrer l'existence d'une suite d'entiers naturels (np)p∈N et d'une suite de complexes (zp)p∈N telles

que :

ezp −→
p→+∞

1 et ∀p ∈ N, |zp| = (2np + 1)π

Pour tout p ∈ N, on note : ap = Re (zp) et bp = Im (zp).

Démonstration.

• On suppose que P est fausse. Autrement dit, on a supposé :

∀c > 0, ∃nc ∈ N, ∃zc ∈ C,
(
|zc| = (2nc + 1)π ET NON(|ezc − 1| ⩾ c)

)
Ou encore :

∀c > 0, ∃nc ∈ N, ∃zc ∈ C,
(
|zc| = (2nc + 1)π ET |ezc − 1| < c

)
• Cette propriété étant valable pour tout c > 0, elle est en particulier valable, pour tout p ∈ N∗,

pour c =
1

p
. Ainsi, pour tout p ∈ N∗, il existe np ∈ N et il existe zp ∈ C tel que :

|zp| = (2np + 1)π ET |ezp − 1| < 1

p

15
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• En particulier :

0 ⩽ |ezp − 1| < 1

p

Or :

× d'une part : lim
p→+∞

0 = 0,

× d'autre part : lim
p→+∞

1

p
= 0.

Par théorème d'encadrement, on en déduit : lim
p→+∞

|ezp − 1| = 0. Ainsi : lim
p→+∞

ezp − 1 = 0.

Il existe donc bien une suite (np)p∈N ∈ NN et d'une suite (zp)p∈N ∈ CN telles que :

ezp −→
p→+∞

1 et ∀p ∈ N, |zp| = (2np + 1)π.

15. Démontrer : ap −→
p→+∞

0 et |zp| − |bp| −→
p→+∞

0.

Démonstration.

• Soit p ∈ N∗. D'après l'énoncé :

ap = Re (zp) et bp = Im (zp)

Ainsi :

ezp = eap+i bp = eap ei bp

On en déduit :

|ezp | = eap et arg(ezp) ≡ bp [2π]

• D'après la question précédente : ezp −→
p→+∞

1. Ainsi :

eap = |ezp | −→
p→+∞

|1| = 1

Par continuité de la fonction ln en 1 :

lim
p→+∞

ap = ln(1) = 0

lim
p→+∞

ap = 0

• Soit p ∈ N∗.
Puisque |i| = 1, on remarque tout d'abord :

|i bp| = |i| |bp| = 1× |bp| = |bp|

D'où :

|zp| − |bp| = |zp| − |i bp|

De plus, par inégalité triangulaire :∣∣|zp| − |i bp|∣∣ ⩽ |zp − i bp|

Or :

|zp − i bp| = |ap + i bp − i bp| = |ap|

16
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On en déduit :

0 ⩽
∣∣|zp| − |bp|∣∣ ⩽ |ap|

Or :

× d'une part : lim
p→+∞

0 = 0,

× d'autre part : lim
p→+∞

|ap| = 0, d'après le point précédent.

Par théorème d'encadrement : lim
p→+∞

∣∣|zp| − |bp|∣∣ = 0.

On en conclut : lim
p→+∞

|zp| − |bp| = 0.

16. Pour tout p ∈ N, on note :

εp =

{
+1 si bp ⩾ 0

−1 si bp < 0

En étudiant exp(zp − i εp |zp|
)
aboutir à une contradiction et conclure.

Démonstration.

Soit p ∈ N.
• D'une part, d'après 14 : |zp| = (2np + 1)π. Ainsi :

exp(zp − i εp |zp|
)

= ezp × e−i εp |zp| = ezp × e−i εp (2np+1)π

Or, comme 2np + 1 est un entier impair, on remarque : e−i εp (2np+1)π = −1. On en déduit :

exp(zp − i εp |zp|
)

= −ezp −→
p→+∞

−1 (d'après 14)

• D'autre part, soit p ∈ N, on force l'apparition du terme |zp| − |bp| pour exploiter la question

précédente :
zp − i εp |zp| = zp − i εp

(
|zp| − |bp|+ |bp|

)
= zp − i εp

(
|zp| − |bp|

)
− i εp |bp|

Deux cas se présentent alors :

× si bp ⩾ 0, alors : εp = 1. D'où :

εp |bp| = 1× bp = bp

× si bp < 0, alors : εp = −1. D'où :

εp |bp| = (−1)× (−bp) = bp

Finalement, dans tous les cas :

zp − i εp |zp| = zp − i εp
(
|zp| − |bp|

)
− i bp

= ap + i bp − i εp
(
|zp| − |bp|

)
− i bp

= ap − i εp
(
|zp| − |bp|

)
On en déduit :

exp
(
zp − i εp |zp|

)
= exp

(
ap − i εp

(
|zp| − |bp|

))
= eap × e−i εp

(
|zp|−|bp|

)
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Or, d'après 15 :

ap −→
p→+∞

0 et |zp| − |bp| −→
p→+∞

0

On en déduit, par continuité de exp en 0 :

eap −→
p→+∞

e0 = 1 et e−i εp
(
|zp|−|bp|

)
−→

p→+∞
e−i εp×0 = 1

Ainsi :

exp
(
zp − i εp |zp|

)
−→

p→+∞
1× 1 = 1 ̸= −1

Absurde !

On en conclut que P est vraie.

I.3.b) Une solution à (Eh)

Pour tout n ∈ N, on dé�nit maintenant :

γn :

{
[0, 1] → C

t 7→ (2n+ 1)π e2iπt

Pour tout n ∈ N et tout z ∈ C, on note :

Qn(z) = n!

∫ 1

0

ez γn(t)(
eγn(t) − 1

) (
γn(t)

)n−1 dt

17. Montrer qu'il existe deux constantes (a, b) ∈
(
R∗
+

)2
telles que, pour tout n ∈ N∗ et tout z ∈ C :∣∣Qn(z)

∣∣ ⩽ a eb n |z|

Démonstration.

• Soit n ∈ N∗. Soit z ∈ C.

∣∣Qn(z)
∣∣ =

∣∣∣∣∣n!
∫ 1

0

ez γn(t)(
eγn(t) − 1

) (
γn(t)

)n−1 dt

∣∣∣∣∣
= |n!| ×

∣∣∣∣∣ ez γn(t)(
eγn(t) − 1

) (
γn(t)

)n−1 dt

∣∣∣∣∣
⩽ n!

∫ 1

0

∣∣∣∣∣ ez γn(t)(
eγn(t) − 1

) (
γn(t)

)n−1

∣∣∣∣∣ dt (par inégalité

triangulaire)

• Soit t ∈ [0, 1]. ∣∣∣∣∣ ez γn(t)(
eγn(t) − 1

) (
γn(t)

)n−1

∣∣∣∣∣ =

∣∣ez γn(t)∣∣∣∣eγn(t) − 1
∣∣ ∣∣γn(t)∣∣n−1

18
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De plus :

× tout d'abord :∣∣γn(t)∣∣ =
∣∣(2n+ 1)π e2iπt

∣∣ =
∣∣(2n+ 1)π

∣∣ ∣∣e2iπt∣∣ = (2n+ 1)π × 1 = (2n+ 1)π

Ainsi : ∣∣γn(t)∣∣n−1
=
(
(2n+ 1)π

)n−1
= (2n+ 1)n−1 πn−1

× Ensuite, puisque la proposition P de la partie I.3.a) est vraie, alors il existe c > 0 tel que :

∀n ∈ Z, ∀w ∈ C,
(
|w| = (2n+ 1)π ⇒ |ew − 1| ⩾ c

)
(∗)

Soit n ∈ N∗. D'après le point précédent :∣∣γn(t)∣∣ = (2n+ 1)π

Ainsi, en appliquant (∗) à w = γn(t), on obtient :∣∣eγn(t) − 1
∣∣ ⩾ c

Par décroissance de la fonction inverse sur R∗
+, on en déduit :

1∣∣eγn(t) − 1
∣∣ ⩽

1

c

× En�n, on rappelle, pour tout w ∈ C :∣∣ew∣∣ = eRe(w) ⩽ e|w|

Ainsi : ∣∣ez γn(t)∣∣ ⩽ e|z γn(t)|

Or :

e|z γn(t)| = e|z| |γn(t)| = e|z| (2n+1)π

On en déduit : ∣∣ez γn(t)∣∣ ⩽ e(2n+1)π |z|

Détaillons l'obtention de la propriété classique :

∀w ∈ C,
∣∣ew∣∣ ⩽ e|w|

Soit w ∈ C. Alors il existe (a, b) ∈ R2 tel que : w = a+ ib.∣∣ew∣∣ =
∣∣ea+ib

∣∣ =
∣∣ea eib∣∣ =

∣∣ea∣∣ ∣∣eib∣∣ =
∣∣ea∣∣× 1 = ea = eRe(w)

De plus : Re (w) = a ⩽ |w|. En e�et :

a ⩽
√
a2 + b2

Par croissance de exp sur R, on obtient :

eRe(w) ⩽ e|w|

Ainsi :
∣∣ew∣∣ = eRe(w) ⩽ e|w|.

Commentaire
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Comme les termes en présence sont tous positifs, on en conclut :∣∣ez γn(t)∣∣∣∣eγn(t) − 1
∣∣ ∣∣γn(t)∣∣n−1 ⩽

e(2n+1)π |z|

c (2n+ 1)n−1 πn−1

• Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 ⩽ 1) :∫ 1

0

∣∣ez γn(t)∣∣∣∣eγn(t) − 1
∣∣ ∣∣γn(t)∣∣n−1 dt ⩽

∫ 1

0

e(2n+1)π |z|

c (2n+ 1)n−1 πn−1
dt =

e(2n+1)π |z|

c (2n+ 1)n−1 πn−1

• Comme n! ⩾ 0, on en déduit : ∣∣Qn(z)
∣∣ ⩽ n!

e(2n+1)π |z|

c (2n+ 1)n−1 πn−1

• On �nit la majoration pour faire apparaître des constantes a et b strictement positives qui conviennent.

× Tout d'abord, comme n ⩾ 1, alors :

2n+ 1 ⩽ 3n

donc (2n+ 1)π |z| ⩽ 3nπ |z| (car : π |z| ⩾ 0)

d'où e(2n+1)π |z| ⩽ e3π n |z| (par croissance de exp sur R)

× De plus :

π ⩾ 1

donc
1

π
⩽ 1 (par décroissance de x 7→ 1

x
sur R∗

+)

d'où

(
1

π

)n−1

⩽ 1n−1 (par croissance de x 7→ xn−1 sur R+)

ainsi
1

πn−1
⩽ 1

× Par ailleurs :

n! =
n∏

k=1

k =
n∏

k=2

k ⩽
n∏

k=2

n = nn−1

On en déduit, comme (2n+ 1)n−1 > 0 :

n!

(2n+ 1)n−1
⩽

nn−1

(2n+ 1)n−1

Or :

nn−1

(2n+ 1)n−1
=

(
n

2n+ 1

)n−1

=

(
1

2
× 2n

2n+ 1

)n−1

=
1

2n

(
2n

2n+ 1

)n−1

=
1

2n

(
1− 1

2n+ 1

)n−1

On remarque alors :

1− 1

2n+ 1
⩽ 1

donc

(
1− 1

2n+ 1

)n−1

⩽ 1n−1 (par croissance de

x 7→ xn−1 sur R+)

d'où
1

2n

(
1− 1

2n+ 1

)n−1

⩽
1

2n
(car

1

2n
⩾ 0)
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Par transitivité :
1

2n

(
1− 1

2n+ 1

)n−1

⩽
1

2n
⩽ 1

On obtient �nalement la majoration suivante :∣∣Qn(z)
∣∣ ⩽

n!

(2n+ 1)n−1
× 1

c
× 1

πn−1
× e(2n+1)π |z| ⩽ 1× 1

c
× 1× e3π n |z|

On note alors :

a =
1

c
et b = 3π

Comme c > 0, on a bien : 
a > 0

b > 0∣∣Qn(z)
∣∣ ⩽ a eb n |z|

Il existe donc a > 0 et b > 0 tels que : ∀n ∈ N∗, ∀z ∈ C,
∣∣Qn(z)

∣∣ ⩽ a eb n |z|

On pourrait alors démontrer que la fonction f suivante est solution de (Eh) :

f : C → C

x 7→
+∞∑
n=0

1

n+ 1

h(n)(0)

n!
Qn+1(x)
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II. Problème II (inspiré de Centrale I MP/MPI 2024)

Pour toute suite de réels (dk)k∈N∗ , si la suite

(
n∑

k=1

dk

)
n∈N∗

est convergente, on notera
+∞∑
k=1

dk sa limite.

On s'intéresse dans ce problème à une inégalité établie par Torsten Carleman : si (ak)k∈N∗ est une

suite de réels strictement positifs telle que la suite

(
N∑

n=1
an

)
N∈N∗

est convergente, alors la suite(
N∑

n=1

(
n∏

k=1

ak

) 1
n

)
N∈N∗

est convergente. De plus :

+∞∑
n=1

(
n∏

k=1

ak

) 1
n

⩽ e
+∞∑
n=1

ak

Le problème est constitué de deux parties largement indépendantes. La première partie commence en

démontrant un analogue de cette inégalité : l'inégalité de Knopp. La deuxième partie étudie l'inégalité

de Carleman-Yang, qui est un ra�nement de l'inégalité de Carleman.

II.1. Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre l'inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de

l'inégalité de Carlement (on justi�e cette appellation en �n de partie).

II.1.a) Inégalité de Jensen et inégalité intégrale de Jensen

Soit (a, b) ∈ R2 véri�ant : a < b.

18. Inégalité de Jensen

Soit f : [a, b] → R une fonction à valeurs dans un intervalle J . Soit φ un fonction convexe sur J .
Démontrer :

∀n ∈ N∗, ∀(ak)k∈J0,n−1K ∈ [a, b]n, φ

(
1

n

n−1∑
k=0

f(ak)

)
⩽

1

n

n−1∑
k=0

φ
(
f(ak)

)
Démonstration.

Démontrons par récurrence : ∀n ∈ N∗, P(n) où P(n) :

∀(ak)k∈J0,n−1K ∈ [a, b]n, φ

(
1

n

n−1∑
k=0

f(ak)

)
⩽

1

n

n−1∑
k=0

φ
(
f(ak)

)
▶ Initialisation :

Soit a0 ∈ [a, b].

× D'une part : φ

(
1

1

0∑
k=0

f(ak)

)
= φ

(
f(a0)

)
.

× D'autre part :
1

1

0∑
k=0

φ
(
f(ak)

)
= φ

(
f(a0)

)
.

D'où P(1).
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▶ Hérédité : soit n ∈ N∗.
Supposons P(n) et démontrons P(n+ 1)

(i.e. ∀(ak)k∈J0,nK ∈ [a, b]n+1, φ

(
1

n+ 1

n∑
k=0

f(ak)

)
⩽

1

n+ 1

n∑
k=0

φ
(
f(ak)

)
)

Soit (ak)k∈J0,nK ∈ [a, b]n+1.

× Comme la fonction φ est convexe sur J , alors (par dé�nition de la convexité) :

∀(x, y) ∈ J2, ∀t ∈ [0, 1], φ(tx+ (1− t)y) ⩽ t φ(x) + (1− t)φ(y) (⋆)

× De plus :

φ

(
1

n+ 1

n∑
k=0

f(ak)

)
= φ

(
1

n+ 1

n−1∑
k=0

f(ak) +
1

n+ 1
f(an)

)

= φ

(
n

n+ 1

1

n

n−1∑
k=0

f(ak) +
1

n+ 1
f(an)

)
On applique alors (⋆) à :

- t =
n

n+ 1
,

- x =
1

n

n−1∑
k=0

f(ak) ∈ J .

En e�et, comme la fonction f est à valeurs dans J , alors : ∀k ∈ J0, n− 1K, f(ak) ∈ J .

De plus, comme l'ensemble J est convexe, alors :
1

n

n−1∑
k=0

f(ak) ∈ J .

- y = f(an) ∈ J , car la fonction f est à valeurs dans J .

On obtient :

φ

(
n

n+ 1

1

n

n−1∑
k=0

f(ak) +
1

n+ 1
f(an)

)
⩽

n

n+ 1
φ

(
1

n

n−1∑
k=0

f(ak)

)
+

1

n+ 1
φ
(
f(an)

)
Ainsi :

φ

(
1

n+ 1

n∑
k=0

f(ak)

)
⩽

n

n+ 1
φ

(
1

n

n−1∑
k=0

f(ak)

)
+

1

n+ 1
φ
(
f(an)

)
⩽

n

n+ 1
× 1

n

n−1∑
k=0

φ
(
f(ak)

)
+

1

n+ 1
φ
(
f(an)

) (par hypothèse de

récurrence)

=
1

n+ 1

n−1∑
k=0

φ
(
f(ak)

)
+

1

n+ 1
φ
(
f(an)

)
=

1

n+ 1

n∑
k=0

φ
(
f(ak)

)
D'où P(n+ 1).

Par principe de récurrence, l'inégalité de Jensen est démontrée.
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19. Inégalité intégrale de Jensen

Soit f : [a, b]→ R une fonction continue à valeurs dans un intervalle J . Soit φ une fonction continue

et convexe sur J . Démontrer :

φ

(
1

b− a

∫ b

a
f(t) dt

)
⩽

1

b− a

∫ b

a
(φ ◦ f)(t) dt

On pourra utiliser des sommes de Riemann.

Démonstration.

• Soit n ∈ N∗. On considère la subdivision du segment [a, b] suivante :

∀k ∈ J0, nK, ak = a+ k
b− a
n

Comme φ est une fonction convexe sur J , alors, par inégalité de Jensen :

φ

(
1

n

n−1∑
k=0

f(ak)

)
⩽

1

n

n−1∑
k=0

φ
(
f(ak)

)
• Or, par propriété des sommes de Riemann :

× comme la fonction f est continue sur le segment [a, b] :

b− a
n

n−1∑
k=0

f(ak) −→
n→+∞

∫ b

a
f(t) dt

Autrement dit :
1

n

n−1∑
k=0

f(ak) −→
n→+∞

1

b− a

∫ b

a
f(t) dt

De plus, la fonction φ est continue sur J , et donc en
1

b− a

∫ b

a
f(t) dt. Ainsi :

φ

(
1

n

n−1∑
k=0

f(ak)

)
−→

n→+∞
φ

(
1

b− a

∫ b

a
f(t) dt

)
× comme la fonction φ ◦ f est continue sur le segment [a, b] :

b− a
n

n−1∑
k=0

φ
(
f(ak)

)
−→

n→+∞

∫ b

a
(φ ◦ f)(t) dt

Autrement dit :
1

n

n−1∑
k=0

φ
(
f(ak)

)
−→

n→+∞

1

b− a

∫ b

a
(φ ◦ f)(t) dt

On en déduit :

φ

(
1

n

n−1∑
k=0

f(ak)

)
⩽

1

n

n−1∑
k=0

φ
(
f(ak)

)

−→
n→

+
∞

−→
n→

+
∞

φ

(
1

b− a

∫ b

a
f(t) dt

)
⩽

1

b− a

∫ b

a
(φ ◦ f)(t) dt

L'inégalité intégrale de Jensen est donc véri�ée.
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II.1.b) Une autre inégalité intégrale

Soit f : R+ → R, une fonction continue et strictement positive sur R+.

20. Justi�er que la fonction F : x 7→
∫ x

0
f(t) dt est de classe C1 sur R+.

Démonstration.

La fonction f est continue sur R+. La fonction F , la primitive de f qui s'annule en 0, est donc de

classe C1 sur R+.

La fonction F est de classe C1 sur R+.

On pouvait également répondre à cette question de la façon suivante.

× La fonction f est continue sur R+. Elle admet donc une primitive G de classe C1 sur R+.

× Soit x ∈ R+.

F (x) =

∫ x

0
f(t) dt = [ G(t) ]

x

0
= G(x)−G(0)

La fonction F est donc de classe C1 sur R+, car elle est une transformée a�ne de la fonction

G, de classe C1 sur R+.

Commentaire

On suppose que la fonction F admet une limite, notée L, en +∞.

Pour tout x > 0, on pose :

g(x) =
1

x

∫ x

0
t f(t) dt et h(x) =

1

x
g(x) =

1

x2

∫ x

0
t f(t) dt

21. Déterminer la limite de g lorsque x tend vers 0.

Démonstration.

• Soit x ∈ R∗
+.∫ x

0
t f(t) dt = [ t F (t) ]

x

0
−
∫ x

0
F (t) dt

(par intégration par

parties)

= xF (x)− 0× F (0) −
∫ x

0
F (t) dt

• On en déduit :

g(x) =
1

x

(
xF (x)−

∫ x

0
F (t) dt

)

= F (x)− 1

x

∫ x

0
F (t) dt

On cherche maintenant à encadrer g(x).

• D'après l'énoncé : ∀t ∈ R+, f(t) > 0. Or : F ′ = f .
On en déduit que la fonction F est strictement croissante sur R+. Ainsi, pour tout t ∈ [0, x] :

F (0) ⩽ F (t) ⩽ F (x)
q
0
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• Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < x) :

0 ⩽
∫ x

0
F (t) dt ⩽

∫ x

0
F (x) dt

donc 0 ⩽
∫ x

0
F (t) dt ⩽ F (x)

∫ x

0
1 dt

d'où 0 ⩽
∫ x

0
F (t) dt ⩽ F (x) [ t ]

x

0

ainsi 0 ⩽
∫ x

0
F (t) dt ⩽ xF (x)

alors 0 ⩾ −1

x

∫ x

0
F (t) dt ⩾ −F (x) (car : −1

x
< 0)

puis F (x) ⩾ F (x)− 1

x

∫ x

0
F (t) dt ⩾ 0

en�n F (x) ⩾ g(x) ⩾ 0

• Or :

× d'une part : lim
x→0

0 = 0

× d'autre part, par continuité de F en 0 : lim
x→0

F (x) = F (0) = 0.

Par théorème d'encadrement : lim
x→0

g(x) = 0.

On admet : lim
x→+∞

g(x) = 0.

22. Justi�er que, pour tout A > 0, la fonction HA : x 7→
∫ x

A
h(t) dt est de classe C1 sur [A,+∞[.

Démonstration.

Soit A ∈ R∗
+.

• La fonction t 7→ t f(t) est continue sur R+. La fonction U : x 7→
∫ x

0
t f(t) dt, la primitive de

t 7→ t f(t) qui s'annule en 0, est donc de classe C1 sur R+.

On en déduit que la fonction h est continue sur R∗
+ car elle est le produit h = h1 × U de :

× h1 : x 7→
1

x2
qui est continue sur R∗

+,

× U qui est continue (car de classe C1) sur R∗
+.

• La fonction h est donc continue sur [A,+∞[. La fonction HA, la primitive de h qui s'annule en

A, est donc de classe C1 sur [A,+∞[.

Pour tout A > 0, la fonction HA : x 7→
∫ x

A
h(t) dt est de classe C1 sur [A,+∞[.
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23. Démontrer que la fonction HA admet une limite en +∞, notée H̃(A) puis :

lim
A→0

H̃(A) = lim
x→+∞

F (x) = L

On pourra utiliser une intégration par parties.

Démonstration.

• Soit x ∈ [A,+∞[.

HA(x) =

∫ x

A
h(t) dt

=

∫ x

A

1

t
g(t) dt

=

∫ x

A

1

t2
U(t) dt (car U : x 7→

∫ x

0
t f(t) dt)

=

[
−1

t
× U(t)

]x
A

−
∫ x

A

(
−1

t

)
× t f(t) dt (par intégration par parties, car U

est une primitive de t 7→ t f(t))

= −U(x)

x
+
U(A)

A
+

∫ x

A
f(t) dt

=
U(A)

A
− U(x)

x
+ [ F (t) ]

x

A

= g(A)− g(x) + F (x)− F (A) (par dé�nition de g)

• Or d'après l'énoncé :

× la fonction g admet une limite en +∞. Plus précisément : lim
x→+∞

g(x) = 0.

× la fonction F admet une limite en +∞. Plus précisément : lim
x→+∞

F (x) = L.

On en déduit que la fonction HA admet une limite en +∞, notée H̃(A).

• De plus, par passage à la limite :

HA(x) = g(A) − g(x) + F (x) − F (A)

−→
x→

+
∞

−→
x→

+
∞

−→
x→

+
∞

H̃(A) = g(A) − 0 + L − F (A)

• En�n :

× d'après la question 21 : lim
A→0

g(A) = 0.

× d'après la question 20, la fonction F est continue sur R+, et donc en 0.
Ainsi : lim

A→0
F (A) = F (0) = 0.

On en déduit :

lim
A→0

H̃(A) = 0 + L− 0 = L

Ainsi : lim
A→0

H̃(A) = L = lim
x→+∞

F (x).
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II.1.c) Démonstration de l'inégalité de Knopp

Soit f une fonction continue et strictement positive sur R+.

On note toujours F la fonction F : x 7→
∫ x

0
f(t) dt.

On suppose que la fonction F admet une limite, notée L, en +∞.

24. Soit a > 0. Démontrer, pour tout x ⩾ a :

exp

(
1

x− a

∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt

)
⩽

1

x− a

∫ x

a
t f(t) dt

Démonstration.

Soit x ⩾ a. D'après l'énoncé :

• la fonction v : t 7→ ln
(
t f(t)

)
est continue sur le segment [x, a] car elle est la composée v = v2 ◦ v2

de :

× v1 : t 7→ t f(t) qui est :

- continue sur [a, x], car elle est le produit de fonctions continues sur [a, x],

- telle que : v1
(
[a, x]

)
⊂ R∗

+, car f est à valeurs strictement positive.

× v2 = ln qui est continue sur R∗
+.

La fonction v est donc continue sur le segment [a, x] et à valeurs dans l'intervalle R.
• la fonction exp est continue et convexe sur R.
Par inégalité intégrale de Jensen (question 25) :

exp

(
1

x− a

∫ x

a
v(t) dt

)
⩽

1

x− a

∫ x

a
(exp ◦v)(t) dt

Ainsi :

exp

(
1

x− a

∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt

)
⩽

1

x− a

∫ x

a
exp

(
ln
(
t ln(t)

))
dt

Finalement : ∀x ⩾ a, exp

(
1

x− a

∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt

)
⩽

1

x− a

∫ x

a
t f(t) dt.

25. Soit x > 0. Démontrer que la fonction a 7→
∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt admet une limite �nie lorsque a tend

vers 0.

Démonstration.

• Tout d'abord, pour tout t ∈ ]0,+∞[ :

ln
(
t f(t)

)
= ln(t) + ln

(
f(t)

)
Soit a ∈ ]0, x]. On obtient :∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt =

∫ x

a
ln(t) + ln

(
f(t)

)
dt

=

∫ x

a
ln(t) dt+

∫ x

a
ln
(
f(t)

)
dt

(par linéarité de

l'intégrale)
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• De plus :

× d'une part :∫ x

a
ln(t) dt =

∫ x

a
1× ln(t) dt

= [ t× ln(t) ]
x

a
−
∫ x

a
t× 1

t
dt

(par intégration par

parties)

= x ln(x)− a ln(a)−
∫ x

a
1 dt

= x ln(x)− a ln(a)− [ t ]
x

a

= x ln(x)− a ln(a)− (x− a)

Or, par croissances comparées : lim
a→0

a ln(a) = 0.

On en déduit que la fonction a 7→
∫ x

a
ln(t) dt admet une limite �nie quand a

tend vers 0. Plus précisément : lim
a→0

∫ x

a
ln(t) dt = x ln(x)− x.

× d'autre part, la fonction w : t 7→ ln
(
f(t)

)
est continue sur [0,+∞[. Elle admet donc une

primitive W de classe C1 sur [0,+∞[.∫ x

a
ln
(
f(t)

)
dt =

∫ x

a
w(t) dt = [ W (t) ]

x

a
= W (x)−W (a)

Or la fonction W est continue en 0 (car continue sur [0,+∞[. Ainsi : lim
a→0

W (a) =W (0).

On en déduit que la fonction a 7→
∫ x

a
ln
(
f(t)

)
dt admet une limite quand a tend

vers 0. Plus précisément : lim
a→0

∫ x

a
ln
(
f(t)

)
dt =W (x)−W (0) =

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt.

La fonction a 7→
∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt admet donc une limite �nie lorsque a tend vers 0.

Plus précisément : lim
a→0

∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt = x ln(x)− x+

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt.

26. Déduire des deux questions précédentes, pour tout x > 0 :

exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
⩽

e

x2

∫ x

0
t f(t) dt

On pourra remarquer : ln
(
f(t)

)
= ln

(
t f(t)

)
− ln(t).

Démonstration.

Soit x > 0.

• Tout d'abord, d'après la question 24, pour tout a ∈ ]0, x] :

exp

(
1

x− a

∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt

)
⩽

1

x− a

∫ x

a
t f(t) dt

On cherche alors à passer à la limite dans cette inégalité lorsque a tend vers 0.
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• On a démontré en question 22 que la fonction U : x 7→
∫ x

0
t f(t) dt est continue (car de classe

C1 sur R+. Ainsi : ∫ x

a
t f(t) dt = U(x)− U(a) −→

a→0
U(x)− U(0)

Or U(0) = 0, car U est la primitive de t 7→ t f(t) qui s'annule en 0. Ainsi :∫ x

a
t f(t) dt −→

a→0
U(x) =

∫ x

0
t f(t) dt

Or :
1

x− a
−→
a→0

1

x
.

On en déduit :
1

x− a

∫ x

a
t f(t) dt −→

a→0

1

x

∫ x

0
t f(t) dt.

• D'après la question précédente :∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt −→

a→0
x ln(x)− x+

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

Ainsi :
1

x− a

∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt −→

a→0

1

x

(
x ln(x)− x+

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)

= ln(x)− 1 +
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

Or, la fonction exp est continue sur R. On en déduit :

exp

(
1

x− a

∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt

)
−→
a→0

exp

(
ln(x)− 1 +

1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)

= x× e−1 × exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)

On en conclut : exp

(
1

x− a

∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt

)
−→
a→0

x

e
exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
.

• En passant à la limite quand a tend vers 0 dans l'inégalité de la question 24, on obtient donc :

x

e
exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
⩽

1

x

∫ x

0
t f(t) dt

En�n, on remarque :
x

e
> 0. Ainsi :

exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
⩽

e

x
× 1

x

∫ x

0
t f(t) dt

Finalement : ∀x > 0, exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
⩽

e

x2

∫ x

0
t f(t) dt.
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27. On note γ : x 7→ exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
et Γ : x 7→

∫ x

0
γ(t) dt.

Démontrer que Γ admet une limite �nie en +∞ que l'on note ℓ, et :

ℓ ⩽ eL

Démonstration.

• Tout d'abord, la fonction γ est prolongeable par continuité sur R+. En e�et, elle est continue :

× sur R∗
+, car elle est la composée de fonctions continues sur des intervalles adéquats (on rappelle

que la fonction x 7→
∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt est continue sur R∗

+ d'après 25).

× en 0. En e�et, toujours d'après d'après 25, la fonction W est dérivable (car de classe C1) en 0.
Ainsi :

1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt =

W (x)−W (0)

x− 0
−→
x→0

W ′(0) = ln
(
f(0)

)
Par continuité de la fonction exp en ln

(
f(0)

)
:

γ(x) = exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
−→
x→0

exp
(
ln
(
f(0)

))
La fonction γ est prolongeable par continuité sur R+. La fonction Γ, la primitive

de γ qui s'annule en 0, est donc de classe C1 sur R+.

• De plus, pour tout x ∈ R∗
+ :

Γ′(x) = γ(x) = exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
> 0

La fonction Γ est donc croissante sur R+.

• Puisque la fonction Γ est croissante sur R+, il su�t de démontrer qu'elle est majorée pour pouvoir

conclure quant à l'existence d'une limite en +∞.

× Soit x ∈ R∗
+. D'après la question précédente :

exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
⩽

e

x2

∫ x

0
t f(t) dt

Autrement dit :

γ(x) ⩽ eh(x)

× Soit s ∈ R∗
+. Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissante (0 ⩽ s) :∫ s

0
γ(x) dx ⩽

∫ s

0
eh(x) dx = e

∫ s

0
h(x) dx

On obtient :

Γ(s) ⩽ e

∫ s

0
h(x) dx
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× Or, comme la fonction f est à valeurs positive, pour tout t > 0 :

t f(t) ⩾ 0

Soit x > 0. Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 ⩽ x) :∫ x

0
t f(t) dt ⩾ 0

De plus :
1

x2
⩾ 0. Ainsi :

h(x) =
1

x2

∫ x

0
t f(t) dt ⩾ 0

La fonction H : s 7→
∫ s

0
h(x) dx, primitive de h sur R∗

+ est donc croissante sur R∗
+.

Par ailleurs, d'après la question 23, la fonction H admet L comme limite en +∞.

Ainsi, la fonction H :

- est croissante sur R∗
+,

- admet pour limite L en +∞.

Par théorème de convergence monotone : L = sup
R∗
+

(H). Ainsi :

∀s ∈ R∗
+,

∫ s

0
h(x) dx = H(s) ⩽ L

On en déduit, par transitivité, pour tout s ∈ R∗
+ :

Γ(s) ⩽ e

∫ s

0
h(x) dx ⩽ eL

La fonction Γ est donc majorée par eL.

• La fonction Γ est :

× croissante sur R+,

× majorée par eL.

Elle admet donc une limite �nie, notée ℓ en +∞ véri�ant : ℓ ⩽ eL.

La fonction Γ admet une limite �nie, notée ℓ, en +∞ et : ℓ ⩽ eL.

On admet que tous les résultats des questions 18 à 27 restent valides pour une fonction f continue par

morceaux sur R+.
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II.1.d) Application à l'inégalité de Carleman

On suppose dans cette sous-partie que (an)n∈N∗ est une suite décroissante de réels strictement positifs.

On note f la fonction en escalier qui, pour tout k ∈ N∗ est égale à ak sur l'intervalle [k − 1, k[.

28. Soit k ∈ N∗. Démontrer que la fonction vk dé�nie sur [k − 1, k] par :
vk(x) =

1

x

k−1∑
i=1

ln(ai) +
1

x
(x− k + 1) ln(ak) si k ⩾ 2

v1(x) = ln(a1)

est minimale pour x = k.

Démonstration.

• Tout d'abord, la fonction v1 est constante égale à ln(a1) sur [0, 1]. Elle est donc en particulier

minimale en 1 (ou en tout autre point du segment [0, 1].

La fonction v1 est minimale en 1.

• Ensuite, soit k ∈ J2,+∞J.

La fonction α : x 7→ x− k + 1

x
est dérivable sur [k − 1, k] car elle est le quotient α =

α1

α2
de :

× α1 : x 7→ x− k + 1 qui est dérivable sur [k − 1, k], en tant que fonction polynomiale,

× α2 : x 7→ x qui :

- est dérivable sur [k − 1, k],

- ne s'annule pas sur [k − 1, k], car k − 1 > 0.

La fonction vk est donc dérivable sur [k − 1, k], car elle est une combinaison

linéaire de fonctions dérivables sur [k − 1, k].

• Soit x ∈ [k − 1, k].

v′k(x) = − 1

x2

k−1∑
i=1

ln(ai) +
1× x − (x − k + 1)× 1

x2
ln(ak)

= − 1

x2

k−1∑
i=1

ln(ai) +
k − 1

x2
ln(ak)

=

(k − 1) ln(ak)−
k−1∑
i=1

ln(ai)

x2

• Or, la suite (an)n∈N∗ est une suite décroissante. Ainsi :

∀i ∈ J1, k − 1K, ai ⩽ ak

De plus, la fonction ln est croissante sur R∗
+. Ainsi :

∀i ∈ J1, k − 1K, ln(ai) ⩽ ln(ak)
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En sommant ces inégalités pour i variant de 1 à k − 1, on obtient :

k−1∑
i=1

ln(ai) ⩽
k−1∑
i=1

ln(ak) = (k − 1) ln(ak)

D'où : (k − 1) ln(ak)−
k−1∑
i=1

ln(ai) ⩾ 0. On en déduit :

v′k(x) =

(k − 1) ln(ak)−
k−1∑
i=1

ln(ai)

x2
⩽ 0

La fonction vk est donc décroissante sur [k − 1, k]. Elle est donc minimale en k.

29. Démontrer que, pour tout k ∈ N∗ :∫ k

k−1
exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
dx ⩾ exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

)
On pourra utiliser la question précédente.

Démonstration.

Soit k ∈ N∗.

• Notons d'abord que, par dé�nition de la fonction f :

∀i ∈ N∗, ∀x ∈ [i− 1, i[, f(x) = ai

• Soit x ∈ [k − 1, k[.∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt =

∫ k−1

0
ln
(
f(t)

)
dt+

∫ x

k−1
ln
(
f(t)

)
dt

(par relation de Chasles,

car : x ⩾ k − 1)

=
k−1∑
i=1

(∫ i

i−1
ln
(
f(t)

)
dt

)
+

∫ x

k−1
ln
(
f(t)

)
dt (par relation de Chasles)

=
k−1∑
i=1

(∫ i

i−1
ln(ai) dt

)
+

∫ x

k−1
ln(ak) dt

(par dé�nition de f
et car x ⩽ k)

=
k−1∑
i=1

(
ln(ai)

∫ i

i−1
1 dt

)
+ ln(ak)

∫ x

k−1
1 dt

(par linéarité de

l'intégrale)

=
k−1∑
i=1

ln(ai) [ t ]
i

i−1
+ ln(ak) [ t ]

x

k−1

=
k−1∑
i=1

ln(ai) + (x− k + 1) ln(ak)

On en déduit :

1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt =

1

x

(
k−1∑
i=1

ln(ai) + (x− k + 1) ln(ak)

)
= vk(x)
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• Or, d'après la question précédente : vk(x) ⩾ vk(k). De plus :

vk(k) =
1

k

(
k−1∑
i=1

ln(ai) + (k − k + 1) ln(ak)

)

=
1

k

(
k−1∑
i=1

ln(ai) + ln(ak)

)

=
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

Ainsi :
vk(x) ⩾ vk(k)

q q

1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt ⩾

1

k

k∑
i=1

ln(ai)

Par croissance de la fonction exp sur R :

exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
⩾ exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

)
Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (k − 1 ⩽ k) :∫ k

k−1
exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
dx ⩾

∫ k

k−1
exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

)
dx

• En�n : ∫ k

k−1
exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

)
dx = exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

) ∫ k

k−1
1 dx

= exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

)
[ x ]

k

k−1

= exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

)

Finalement : ∀k ∈ N∗,

∫ k

k−1
exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
dx ⩾ exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

)
.

30. En déduire l'inégalité de Carleman dans le cas où (an)n∈N∗ est une suite décroissante.

Démonstration.

Supposons que la suite (an)n∈N∗ est une suite décroissante de réels strictement positifs telle que la

suite

(
n∑

k=1

ak

)
n∈N∗

est convergente.

• Soit k ∈ N∗. On commence par remarquer :

exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

)
=

(
k∏

i=1
exp

(
ln(ai

)) 1
k (par propriété de

morphisme de exp)

=

(
k∏

i=1
ai

) 1
k

Ainsi, d'après la question précédente :∫ k

k−1
exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
dx ⩾

(
k∏

i=1
ai

) 1
k

35



PCSI 28 avril 2025

Mathématiques

• Soit n ∈ N∗. En sommant les inégalités précédentes pour k variant de 1 à n, on obtient :

n∑
k=1

(∫ k

k−1
exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
dx

)
⩾

n∑
k=1

(
k∏

i=1
ai

) 1
k

Autrement dit, par relation de Chasles :∫ n

0
exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
dx ⩾

n∑
k=1

(
k∏

i=1
ai

) 1
k

q

Γ(n)

• Or, d'après la démonstration de la question 27, la fonction Γ est majorée par eL sur R∗
+. Ainsi,

par transitivité :

n∑
k=1

(
k∏

i=1
ai

) 1
k

⩽ Γ(n) ⩽ eL

Calculons L = lim
x→+∞

∫ x

0
f(t) dt. Soit x ∈ R+.

∫ x

0
f(t) dt =

∫ ⌊x⌋

0
f(t) dt+

∫ x

⌊x⌋
f(t) dt (par relation de Chasles)

=
⌊x⌋∑
k=1

(∫ k

k−1
f(t) dt

)
+

∫ x

⌊x⌋
f(t) dt

(par relation de Chasles

toujours)

=
⌊x⌋∑
k=1

(∫ k

k−1
ak dt

)
+

∫ x

⌊x⌋
a⌊x⌋+1 dt (par dé�nition de f)

=
⌊x⌋∑
k=1

ak + a⌊x⌋+1
(par des calculs d'intégrales

déjà e�ectués précédemment)

=
⌊x⌋+1∑
k=1

ak

De plus, on a supposé que la suite

(
n∑

k=1

ak

)
n∈N∗

est convergente. Ainsi, d'après les notations de

l'énoncé :

L = lim
x→+∞

∫ x

0
f(t) dt = lim

x→+∞

⌊x⌋+1∑
k=1

ak =
+∞∑
k=1

ak

On en déduit :
n∑

k=1

(
k∏

i=1
ai

) 1
k

⩽ eL = e
+∞∑
k=1

ak

La suite

 n∑
k=1

(
k∏

i=1
ai

) 1
k


n∈N∗

est donc majorée par e
+∞∑
k=1

ak.
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• A�n de démontrer que la suite

 n∑
k=1

(
k∏

i=1
ai

) 1
k


n∈N∗

est convergente, il reste à démontrer qu'elle

est croissante.

Soit n ∈ N∗.
n+1∑
k=1

(
k∏

i=1
ai

) 1
k

−
n∑

k=1

(
k∏

i=1
ai

) 1
k

=

(
n∏

i=1
ai

) 1
n

⩾ 0

En e�et, la suite (an)n∈N∗ est à termes positifs.

La suite

 n∑
k=1

(
k∏

i=1
ai

) 1
k


n∈N∗

est donc croissante.

• La suite

 n∑
k=1

(
k∏

i=1
ai

) 1
k


n∈N∗

est donc :

× croissante,

× majorée par e
+∞∑
k=1

ak.

Elle est donc convergente et, toujours avec les notations de l'énoncé :

+∞∑
k=1

(
k∏

i=1
ai

) 1
k

⩽ e
+∞∑
k=1

ak

L'inégalité de Carleman est donc véri�ée dans le cas où la suite (an)n∈N∗ est décroissante.

II.2. Inégalité de Carleman-Yang

Le but de cette dernière partie est d'établir l'inégalité de Carleman-Yang, qui est un ra�nement de

l'inégalité de Carleman.

II.2.a) Un développement en série entière

On note φ la fonction dé�nie par :

∀t ∈ ]− 1, 1[\{0}, φ(t) = (1− t)1−
1
t

On dé�nit aussi la suite (bn)n∈N par :
b0 = −1

∀n ∈ N∗, bn = − 1

n

n∑
k=1

1

k + 1
bn−k

31. Justi�er que φ est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son prolongement en 0.

On notera toujours φ ce prolongement.

Démonstration.

• On commence par remarquer, pour tout t ∈ ]− 1, 1[\{0} :

φ(t) = (1− t)1−
1
t = exp

((
1− 1

t

)
ln(1− t)

)
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• Or : (
1− 1

t

)
× ln(1− t) ∼

t→0
− 1

t
× (−t) = 1

Ainsi : lim
t→0

(
1− 1

t

)
× ln(1− t) = 1.

Par continuité de exp en 1 :

exp

((
1− 1

t

)
ln(1− t)

)
−→
t→0

e1

q
φ(t)

La fonction φ admet une limite �nie en 0. Elle est donc prolongeable par
continuité en 0 par e.

32. Démontrer que, pour tout n ∈ N : |bn| ⩽ 1.

On admet alors que, pour tout t ∈ ]− 1, 1[, la suite

(
n∑

k=0

bk t
k

)
n∈N

est convergente.

Démonstration.

Démontrons par récurrence forte : ∀n ∈ N, P(n) où P(n) : |bn| ⩽ 1.

▶ Initialisation :

On remarque : |b0| = | − 1| = 1 ⩽ 1.
D'où P(0).

▶ Hérédité : soit n ∈ N.
Supposons : ∀k ∈ J0, nK, P(k). Et démontrons P(n+ 1) (i.e. : |bn+1| ⩽ 1).
Par dé�nition de bn+1.

|bn+1| =

∣∣∣∣− 1

n+ 1

n+1∑
k=1

1

k + 1
bn+1−k

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣− 1

n+ 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣n+1∑
k=1

1

k + 1
bn+1−k

∣∣∣∣
=

1

n+ 1

∣∣∣∣n+1∑
k=1

1

k + 1
bn+1−k

∣∣∣∣
⩽

1

n+ 1

n+1∑
k=1

∣∣∣∣ 1

k + 1
bn+1−k

∣∣∣∣ (par inégalité

triangulaire)

=
1

n+ 1

n+1∑
k=1

∣∣∣∣ 1

k + 1

∣∣∣∣ |bn+1−k|

=
1

n+ 1

n+1∑
k=1

1

k + 1
|bn+1−k|

Or, pour tout k ∈ J1, n+ 1K, n+ 1− k ∈ J0, nK. Ainsi, par hypothèse de récurrence :

∀k ∈ J1, n+ 1K, |bn+1−k| ⩽ 1
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On en déduit :

|bn+1| ⩽
1

n+ 1

n+1∑
k=1

1

k + 1
|bn+1−k|

⩽
1

n+ 1

n+1∑
k=1

1

k + 1
× 1

⩽
1

n+ 1

n+1∑
k=1

1 (car : ∀k ∈ J1, n+1K,
1

k + 1
⩽ 1)

=
1

n+ 1
× (n+ 1) = 1

D'où P(n+ 1).

Par principe de récurrence forte : ∀n ∈ N, |bn| ⩽ 1.

33. Démontrer que, pour tout t ∈ ] − 1, 1[\{0}, φ′(t) = φ(t)ψ(t), où ψ est une fonction continue sur

]− 1, 1[ à préciser.

Démonstration.

• La fonction φ est dérivable sur ]− 1, 0[ et sur ]0, 1[ car elle est la composée φ = φ2 ◦ φ1 de :

× φ1 : t 7→
(
1− 1

t

)
ln(1− t) qui est :

- dérivable sur ]− 1, 0[ et sur ]0, 1[,

- telle que : φ1

(
]− 1, 1[\{0}

)
⊂ R.

× φ2 = exp qui est dérivable sur R.

La fonction φ est dérivable sur ]− 1, 1[\{0}.

• Soit t ∈ ]− 1, 1[\{0}.

φ′(t) = φ′
1(t)×

(
φ′
2 ◦ φ1

)
(t)

=

(
1

t2
ln(1− t) +

(
1− 1

t

)(
− 1

1− t

))
× exp

((
1− 1

t

)
ln(1− t)

)

=

(
ln(1− t)

t2
+
t− 1

t
× 1

t− 1

)
× φ(t)

=
ln(1− t) + t

t2
φ(t)

On note ψ : t 7→ ln(1− t) + t

t2
. Alors : φ′ = ψ × φ.
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• On a dé�ni la fonction ψ sur ] − 1, 1[\{0}. Il reste à la dé�nir en 0 de sorte à ce que la fonction

ψ soit continue sur ]− 1, 1[.

× Remarquons d'abord que la fonction ψ est continue sur ] − 1, 1[\{0}, car elle est le quotient

ψ =
ψ1

ψ2
de :

- ψ1 : t 7→ ln(1− t) + t qui est continue sur ]− 1, 1[\{0},
- ψ2 : t 7→ t2 qui :

▶ est continue sur ]− 1, 1[\{0},
▶ ne s'annule pas sur ]− 1, 1[\{0}.

× Démontrons que la fonction ψ admet une limite �nie en 0.

ln(1− t) = (−t)− (−t)2

2
+ o

t→0
(t2)

On en déduit :

ln(1− t) + t = − t
2

2
+ o

t→0
(t2)

Ainsi : ln(1− t) + t ∼
t→0
− t2

2
. D'où :

ψ(t) =
ln(1− t) + t

t2
∼
t→0

− t2

2

t2
= −1

2

La fonction ψ admet donc une limite �nie en 0 : −1

2
.

On dé�nit alors la fonction ψ de sorte que : lim
t→0

φ(t) = φ(0). Plus précisément :

ψ : ]− 1, 1[ → R

t 7→


ln(1− t) + t

t2
si t ̸= 0

−1

2
si t = 0

La fonction ψ ainsi dé�nie est continue sur ]− 1, 1[ par construction et véri�e :

∀t ∈ ]− 1, 1[\{0}, φ′(t) = φ(t)ψ(t).

34. Démontrer que la fonction φ est de classe C1 sur ]− 1, 1[.

Démonstration.

On sait que :

× la fonction φ est de classe C1 sur ]− 1, 1[\{0}, avec des arguments similaires à ceux utilisés pour

démontrer sa dérivabilité sur cet ensemble en question 33 ;

× la fonction φ est continue sur ]− 1, 1[ d'après la question 31 ;

× la fonction φ′ admet une limite �nie en 0. En e�et, d'après la question précédente :

∀t ∈ ]− 1, 1[\{0}, φ′(t) = φ(t)× ψ(t)

De plus, comme les fonctions φ et ψ sont continues en 0, elles admettent chacune une limite �nie

en 0. Ainsi, il en est de même de φ′.

Par théorème de la limite de la dérivée, la fonction φ est de classe C1 sur ]− 1, 1[.
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35. On admet qu'une autre écriture de la fonction ψ est :

∀t ∈ ]− 1, 1[, ψ(t) = −
+∞∑
n=0

1

n+ 2
tn

Pour tout n ∈ N, pour tout t ∈ ]− 1, 1[, on note :

un(t) = −
n∑

k=0

1

k + 2
tk et vn(t) = −e

n∑
k=0

bk t
k

Calculer un(t)× vn(t).

Démonstration.

Soit t ∈ ]− 1, 1[.

36. On note ξ la fonction dé�nie sur ]− 1, 1[ par :

ξ : t 7→ e

(
1−

+∞∑
k=1

bk t
k

)
On admet que la fonction ξ est dérivable sur ]− 1, 1[ et :

ξ′ : t 7→ −e
+∞∑
k=0

(k + 1) bk+1 t
k

Conclure : φ = ξ.

Démonstration.

II.2.b) Démonstration de l'inégalité de Carleman-Yang

Soient (an)n∈N∗ et (cn)n∈N∗ deux suite de réels strictement positifs. On admet que, pour toute suite

de réels strictement positifs (dk,n)
(k,n)∈

(
N∗
)2 :

+∞∑
n=1

(
n∑

k=1

dk,n

)
=

+∞∑
k=1

(
+∞∑
n=k

dk,n

)
37. Démontrer :

+∞∑
n=1

(
n∏

k=1

ak

) 1
n

⩽
+∞∑
k=1

(
ck ak

+∞∑
n=k

1

n

(
n∏

i=1
ci

)− 1
n

)
Démonstration.

38. En considérant cn =
(n+ 1)n

nn−1
, en déduire l'inégalité de Carleman-Yang :

+∞∑
n=1

(
n∏

k=1

ak

) 1
n

⩽ e
+∞∑
n=1

(
1−

+∞∑
k=1

bk
(n+ 1)k

)
an

Démonstration.

39. Démontrer que, pour tout n ∈ N∗ : bn ⩾ 0.
En quoi l'inégalité précédente est-elle un ra�nement de l'inégalité de Carleman ?

Démonstration.
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