PSI Mathématiques Préparation estivale 2025

Théme 2 : algébre linéaire (matrices et endomorphismes)

I. Séance 1 : produit matriciel

Exercice 1

1. Pour les exemples suivants, dire si les produits matriciels AB et BA sont bien définis ou non.
S’ils sont définis, les calculer; §’ils ne sont pas définis, expliquer pourquoi.

-1 0 1 4
a)A:lz_Q,B: 2 0 0 5];
2.5 -3 8 —4 37

Démonstration.

Comme A € #53(R) et B € #34(R), le produit AB € .#5 4(R) est bien défini et :
-1 0 1 4
1 2 -2 -13 8 -5 0
AB = < ) 2 0 0 5 = ( )
2 5 -3 (8 _437) ~16 12 -7 12

Le produit BA n’est pas défini car le nombre de colonnes de B (4) est différent
du nombre de lignes de A (2).

Commentaire N

« Considérons m, n et p trois entiers naturels non nuls ainsi que A € ., ,(R) et
B € M, (R) des matrices. Alors la matrice produit C' = AB € 4, ,(R) est bien
définie. De plus, pour tout i € [1,m] et pour tout j € [1,p], le coefficient ¢; ; de la
matrice produit est obtenu en effectuant le produit matriciel de la i®™® ligne de A et
de la j°™¢ colonne de B. Plus précisément :

n
Vie Hlvm]]a vj € [[1,]7]], Cij = Z Qi X bk,]
k=1

Dans cette formule, k est un indice permettant de parcourir parallélement les colonnes
de A et les lignes de B. Pour que le produit AB soit bien défini, il faut donc que le
nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.

o Il est classique de présenter un produit matriciel comme suit :

1 2 -2\ [(-13 8 -5 0
‘~@am @@ 7 0)-C
Cette présentation permet de mettre en avant la taille de la matrice produit C' obtenue
(C € M>r4(R) ou 2 est le nombre de lignes de A et 4 est le nombre de colonnes de

B). A terme, il est préférable de présenter un produit en écrivant les matrices cote a
coté (comme dans le corrigé). Seules ces deux présentations sont acceptables.
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b) A= ,B=(2 -1 0 1).

=W N

Démonstration.

1
AB =

=W N

(2 -1 0 1)

Comme A € #41(R) et B € #14(R), le produit AB € .#4(R) est bien défini et :

2 -1 01
4 -2 0 2
6 -3 0 3
8§ —4 0 4

Commentaire

c=12-

=W N

une matrice ligne B.

A=

o Comme mentionné précédemment, on peut présenter le produit sous la forme suivante :

(2 -1
1 2 -1
2 4 -2
3 6 -3
4 8 —4

o La matrice produit obtenue a une forme particuliere. En effet, chaque vecteur qui la
compose est une copie, & multiplication prés, de la matrice colonne A :

=W N

Cette forme apparait naturellement lorsque 'on multiplie une matrice colonne A par

o o o o

= W N
=W N

Comme B € ) 4(R) et A € #41(R), le produit BA € .4 (R) est bien défini et :
BA=(2 -1 0 1)

(on obtient une matrice de .#;(R), que I'on pourra considérer comme un réel)

1

=

4

Commentaire

1l faut faire particuliérement attention aux tailles des matrices que 1’on souhaite multiplier.
On peut résumer les situations rencontrées dans cet exercice dans un tableau.

Taille de A Taille de B Taille de A x B

m X B B xp m X p

2>< ><4 2 x 4

3 x 4 2 x 3 NON !

4 x [N B x4 4 x 4

1 x |1 B! 1 x1 B
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a
2. On cousidére un vecteur X = (b) ou a, b, ¢ sont des réels non tous nuls.
C

Dans la suite, on note M = XX et m =X X.

a) Calculer m.

Démonstration.

a
Ona:tXX = (a b c)(b) = (a2—|—b2—|—02).
¢

Commentaire

La matrice ‘X X € . (R) peut étre traitée comme un réel.
L’écriture : X X = a® + b + ¢2, bien que non rigoureuse, sera donc acceptée.

b) (i) Calculer M et en déduire qu’elle est symétrique.

Démonstration.
a a® ab ac
La matrice: M = X'X = [b](a b ¢) = [ba b* bc| est bien symétrique.
c ca ¢b 2

Commentaire .

On peut remarquer, comme dans la question précédente, que la matrice obtenue ap-
parait comme la concaténation de copies (& multiplication par un réel prés) de X :

L0 -6 -0

(ii) Calculer M X.

Démonstration.

a? ab ac a a’ + ab? + ac?
MX = ba b be b| = | ba?+ b3+ bc?
ca ¢b c ca? 4+ cb? + 3

a (a® 4+ b% +c?) a
= (b(@+0?+A) | = (@+*+A) [b] = mX
Cc

c (a®> 4+ b+ ?)
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Commentaire \

Il est preécisé dans I’énonce que les réels a, b et ¢ sont non tous nuls (la négation de
la propriété « tous nuls » ). Cela exclut uniquement la situation a = b = ¢ = 0. Ceci
ne doit pas étre confondu avec la propriété « tous non nuls » qui signifie que ni @, ni
b, ni ¢ ne peuvent étre nuls. Cette deuxiéme propriété est plus forte car elle exclut
toutes les situations ou I'un des réels a, b ou c serait nul. Par exemple :

définit un triplet de réels non tous nuls mais pas tous non nuls. =

\.

3. On considére maintenant un entier n non nul et un vecteur X € .4, ;(R) non nul. On note :

1
X=[:], M=X'X e m='XX
Tn
a) Calculer m.
Démonstration.
z1
Ona:'XX = (acl xn) = (:1:%++x721)

Tn O

b) (i) Démontrer que M est symétrique.

Démonstration.

(par propriété de
Uapplication transposée)

tM — t(XtX) — t(tX) t(X)

= XX =M

La matrice M est donc bien symétrique.

Commentaire .

o On aurait pu procéder de méme en 2.b)(%).

o De maniére générale, si la question consiste & démontrer qu'une matrice A est
symétrique, le bon réflexe est de calculer *A et de démontrer que cette matrice
n’est autre que A.
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(i) Calculer M X.

Démonstration.

(par associativité du

— t — t
MX = (X'X)X = X('XX) produit matriciel)

= Xm=m-X (car m est un réel)

Préparation estivale 2025

Commentaire

« Lanotation X m est tout a fait correcte puisqu’il s’agit de la multiplication d’une
matrice de taille n x 1 et d’'une matrice 1 x 1. La notation m X, par contre,
n’est pas correcte si n # 1 (on ne peut multiplier une matrice 1 x 1 et une
matrice n x 1).

o En revanche, la notation m- X est correcte, si 'on accepte le léger abus consistant
a confondre .7, (R) et R. Tl s’agit alors d’effectuer la multiplication du réel m et
de la matrice X.

Exercice 2. (xx)

Pour toute matrice A = (am)

1<i,j<n

n
coefficients diagonaux de A, c’est-a-dire tr(4) = > a;;.
i=1

1. Montrer que 'application tr: #,(R) — R | est linéaire.

A —  tr(A4)

Démonstration.

Soit (A, p) € R?, soit A = (a;) € My (R).

o Tout d’abord, par définition de la somme de matrices : N\A + uB = (/\ a;j + ,ubi,j)

€ Mp(R) et soit B = (bi,j)

1<i,5<n 1<i,5<n

1<i,gy<n”’
« Par définition de la trace :

NgE

tr ()\A + MB) = (/\A + uB)

@
3 |l
—

= (Nai; + pbi;)

@
Il
-

n n
= AD aii+p)y; b (par linéarité de la somme)
i=1 i=1

= Atr(A) + p tr(B)

Ainsi, 'application tr est bien linéaire.

. Montrer : V(A, B) € (.///n(R))z, tr(AB) = tr(BA).

Démonstration.
On note A = (ai7j)1<i,j<n
De plus, on note : C = AB = (¢; ;)

et soit B = (bi»j)lgi,jgn'
et D=BA= (di,j)

o Soit i € [1,n] et soit j € [1,n]. Par définition du produit matriciel :

1<i,j<n 1<i,j<n’

n n

cij=(AB)ij = > aikbr; et dij = (BA)ij= > bikak;
=1 k=1

€ M, (R), on appelle trace de A et on note tr(A) la somme des
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e On a alors :

tr(AB)

tr(C) =

o
s
S

@
I
—

azkbkz>
kz 'Lk)

(ﬁjl dk7k> — (D) = tx(BA)

-
I
_

I
M=
~~
M=

i
I

I
M=
~
NgE
=
:@

<.
I
—_
]
Il
—_

I

M=
I
||M:

b
Il
—

Il
bl
s

On a bien : tr(AB) = tr(BA).

Commentaire

On utilise ici la formule permettant d’obtenir les coefficients de la matrice produit AB. Cette
formule ne revét pas de difficulté. Elle exprime le fait que le coefficient en position (i,j) de la
matrice AB est obtenu en réalisant le produit de la i®™ ligne de la matrice A par la ™€ colonne
de la matrice B. by,

n
Clv.j = (AB) L,j — (aial e aivn) . = kzl a’L,kJ bkm]
bn - -

\.

n n
3. Veérifier, pour tout A = (a;j)1<ij<n € #n(R) : tr(PAA) = > > aii.
i=1 j=1

Démonstration.
Notons B = 'A. Rappelons : V(4,5) € [1,n]?, bi; = aj,;.
En reprenant la démonstration précédente :
n
<Z bi i ai,k)
1=

<Z @ik ai,k) (car B="A)
=1

B 121 <zz::1 a?’k>

On a bien : tr (fAA) = i (i aik>.

k=1 \i=1
Commentaire .

Les variables de sommation sont des variables muettes. On peut donc les renommer sans
changer le résultat énoncé. Si on souhaite retrouver la méme présentation que celle pré-
sente dans 1’énoncé, on peut écrire :

M=

tr (tAA) =

b
Il

—
—

Il
bl
s
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II. Séance 2 : calcul d’inverse

I1.1. Définition de ’inverse et utilisation d’une relation matricielle

Exercice 3

1. Soit n € N*. On considére une matrice A € .#,(R).
Quelle propriété démontre que B € ., (R) est 'inverse de A?

Démonstration.

Soit A € M, (R).

La matrice B est I'inverse de A si AB = BA =1,
Si c’est le cas, B est notée AL

Commentaire .

o Si Ae My(R) et B € #,(R), on utilise souvent le résultat suivant :

AB =1, = A et B sont inverses I'une de 'autre
ou autrement dit :
AB=1, = AB=BA=1,

La propriété : AB = I, signifie que la matrice B est I'inverse a droite de la matrice A.
Ce résultat signifie que dans 'espace des matrices carrées d’ordre n, I'inverse a droite de A
est l'inverse (tout court) de A.

o Le résultat suivant est évidemment lui aussi vérifié :

BA =1, = A et B sont inverses I'une de 'autre

Si B est ’inverse & gauche de A alors B est l'inverse de A.

- =
1 1 -1
2. On considére la matrice P=|-1 1 0
-1 0 1
1 -1 1
Démontrez que P est inversible, d’inverse P~' = [1 0 1
1 -1 2
Démonstration.
Par calcul, on obtient :
1 1 -1 1 -1 1 1 00
-1 0 0 1] = 10 1 0
-1 1 -1 2 0 01
1 -1 1
Ainsi, la matrice P est inversible d’inverse P~' = [1 0 1
1 -1 2 O
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0 1 -1
8. On considére la matrice J = (—1 2 —1).
1 -1 2

a) Trouver une relation entre J2, .J et I.

0 1 -1 0 1 -1 -2 3 -3
J2 = [-1 2 -1 -1 2 -1 =1|-3 4 -3
1 -1 2 1 -1 2 3 -3 4

Démonstration.

2 _ —
J*=3J-2I B
b) Montrer que J est inversible et donner son inverse en fonction de J et I.
Démonstration.
On déduit de ce qui précede : J? —3J = —
Ainsi, J(J — 3I) = —2I ou encore :
1
J x <—2 (J—3[)> =1
. : N 1 1
J est inversible, d'inverse J * = —5 (J —3I). =
3 -1 1
4. On considére la matrice A= (2 0 2].
1 -1 3
a) Calculer A? —4A.
Démonstration.
3 -1 1 1 1 -4 4
 Tout d’abord : A2= {2 0 2] x 2 —4 8
1 -1 3 1 3 4 —4 8
8§ —4 4 12 74 4 0
o Ainsi: A2 —4A=|8 -4 8| - 0 | =—4IL
4 —4 8 —4 12 —4
A? —4A = —AI
O

b) En déduire que A est inversible et donner son inverse en fonction de A et [I.

Démonstration.
D’aprés la question précédente, A2 — 4A = —4]

1
On en déduit : ~1 (A%2 —4A) = I. Et ainsi :

A><<— (A— 41)) I
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1
On en conclut que A est inversible, d'inverse : A~} = 1 (A—4I).
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5.

0 1 2
On considére la matrice A = (—1 2 2) .
-3 31

a) Calculer les matrices (A — I)? et (A —1)3.

Démonstration.
o Tout d’abord :

o Ensuite :
-1 1 2\ /-6 6 0 000
(A-IP=A-DA-I)=|-1 1 2|[-6 6 o) =0 0 0
-3 3 0/\0 00 000
-6 6 0
Ainsi: (A=I)>=[-6 6 0] et (A—1)°=04m)
0 00 0

b) En déduire que A est inversible et donner son inverse en fonction de A et [I.

Démonstration.

« D’aprés ce qui précede : (A —1)% = 0. (R)-

o Les matrices A et I commutent puisque I commute avec toute matrice carrée de méme ordre.
D’apres la formule du biné6me de Newton :

(A-1)* = A3(-D)° +3A%(—D)' +3AY(~-D)* + A°(—1)® = A3 -3A% +3A -1
et ainsi : A3 — 342 + 34 = I. On en déduit :
Ax (A?=3A+3I) =1

On en conclut que A est inversible, d’inverse A~! = A% — 34 4 31. ]

I1.2. Reconnaitre les matrices non inversibles

\.

Commentaire N

Pour démontrer qu'une matrice carrée M est non inversible, on peut utiliser I'une des propriétés
suivantes :

M est trinagulaire et 'un (au moins) de ses

. . = M est non inversible
coefficients diagonaux est nul

M posséde deux colonnes (resp. lignes) égales = M est non inversible

M possede deux colonnes (resp. lignes)

.. = M est non inversible
colinéaires.

On utilisera a bon escient I'une ou 'autre de ces propriétés dans les exercices suivants.
Ces propriétés seront détaillées dans I’année (notamment lors de la définition du rang d’une matrice).

10
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Exercice 4
Sans faire de calcul, expliquez pourquoi les matrices suivantes sont non inversibles.

10 -1 - 2 3 —1 2 4 —4 1 -1 2
M=1{[20 4|, N:<2 2), O=|(oo0o 4], P=(3 -2 -6|, Q=3 0 -6
30 7 00 9 1 7 -2 2 -2 4

Démonstration.
o La matrice M est non inversible car elle posséde une colonne constituée uniquement de 0.
o La matrice N est non inversible car ses deux colonnes sont égales.

« La matrice O est non inversible car ¢’est une matrice triangulaire (supérieure) qui posséde un coef-
ficient diagonal nul.

Commentaire

. . . o 3
On peut aussi remarquer que les 2 premiéres colonnes de la matrice O sont colinéaires : Co = 3 Ch.

o La matrice P est non inversible car elle posséde deux colonnes colinéaires : C3 = —2 (7.

o La matrice ) est non inversible car elle posséde deux lignes colinéaires : Ls =2 L.

I1.3. Inverse d’une matrice carrée d’ordre 2

Commentaire \

Commencons par rappeler la formule d’inversion pour les matrices carrées d’ordre 2.

Soit A= ¢ db

1) Si ad — bc = 0, la matrice A n’est pas inversible.

2) Si ad — bc # 0, la matrice A inversible, d’inverse :

1 d —b
A7l = .
ad — be < —c a )

Comment retenir cette formule :

x on échange les éléments diagonaux,
x on multiplie les autres par —1,
x et on n’oublie pas de multiplier par l'inverse de ad — bc (obtenu par « produit en croix » ).

La quantité ¢ = ad — bc est appelé déterminant de A. On la note habituellement det(A).
Cette notion de déterminant est aussi définie pour des matrices n x n (mais nous ne le ferons
pas cette année). On pourra retenir :

A est inversible < det(A) #0

11
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Exercice 5
Les matrices suivantes sont-elles inversibles 7 Si oui, donnez (sans faire de calcul) leur inverse.

w=(0 ) v=G ) o= p= (% W) o1 )

Démonstration.

« La matrice M a pour déterminant det(M) =0 — (1 x (—1)) =1 # 0.
On en déduit que M est inversible d’inverse :

_ 170 1 0 1
I — =
v ()= (5)
« La matrice N a pour déterminant det(N) =1x2—-3x1=—-1#0.
On en déduit que N est inversible d’inverse :

— 1 2 -1 -2 1

1 - —

=g (G- )

« La matrice O a pour déterminant det(O) =2 x 0 — (1 x 3) = -3 #0.
On en déduit que O est inversible d’inverse :

. 1 /0o -3 170 -3
1 e —
0 __3<—1 2>_ 3<—1 2)
« La matrice P a pour déterminant det(P) =2 x 18 — ((=9) x (—4)) = 36 — 36 = 0.
On en déduit que P n’est pas inversible.

Commentaire
On pouvait aussi remarquer que les deux colonnes de P sont colinéaires. ]

« La matrice @ a pour déterminant det(Q) =1—1=0.
On en déduit que @ n’est pas inversible.

Commentaire ]

On pouvait aussi remarquer que les deux colonnes de ) sont égales.

12
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I1.4. Inverse par algorithme du pivot de Gaus

Exercice 6
A laide de ’algorithme du pivot de Gauss, montrer que chacune des matrices suivantes est inversible
et déterminer son inverse. On optera pour la présentation matricielle.

1 -2 1 1 1 -1 1 1 1
P=|-1 3 -1], Q=1|-11 o |, R=[-1 -2 0
2 4 -1 -1 0 1 0 1 0

Démonstration.

o On applique 'algorithme du pivot de Gauss.

1 -2 1 1 00
-1 3 -1 010
-2 4 -1 0 0 1
. Lo+ Lo+ L :
On effectue les opérations { Lz - Lz I 9 lLl . On obtient :

1 -2 1 1 00

0 1 0 110

0 0 1 2 01

La réduite obtenue est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.
Ainsi P est inversible.

Commentaire

La premiére étape de l'algorithme consiste & installer des 0 dans la premiére colonne sous
le coefficient diagonal. Ici, & la fin de la premiére étape, on obtient une matrice diagonale.
C’est un pur hasard. On verra dans ’exemple suivant qu’il faut généralement aussi traiter
la 2°™¢ colonne et ainsi de suite (jusqu’a I’avant derniére colonne).

On effectue 'opération { L1 < L1y — L3 . On obtient :

1 -2 0 -1 0 -1
0 1 0 1 1 0
0 0 1 2 0 1

On effectue 'opération { Ly < Li+2Ly . On obtient :

1 00 2 —1
010 11 0
0 01 2 0 1
1 2 -1
Finalement, P! =1 1 0
2 0 1
o On applique 'algorithme du pivot de Gauss.
1 1 -1 1 00
-1 1 0 010
— 1 0 01

13
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Lo+ Lo+ 14
L3+ L3+ 14

11 -1 1 00
0 2 -1 110
01 O 1 01

On effectue 'opération { L3+ 2 Ly — Ly . On obtient :

11 -1 1 0 0
0 2 -1 1 1 0
00 1 1 -1 2

La réduite obtenue est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.
Ainsi, @) est inversible.

On effectue les opérations { . On obtient :

L+ L1+ Ls
L2(*L2+L3

110 2 -1 2
0 20 2 0 2
0 01 1 -1 2

On effectue 'opération { L1+ 2L;— Ly . On obtient :

On effectue les opérations { . On obtient :

! . On obtient :
2

100 1 -1 1
010 1 0 1
0 01 1 -1 2
1 -1 1
Finalement, Q! = .

o On applique 'algorithme du pivot de Gauss.

1 1 1
-1 -2 0
0 1 0O

On effectue 'opération { Ly < Lo+ L1 . On obtient :

1 1 1 1 00
0 -1 1 1 0
0 1 0 0 01

On effectue 'opération { L3 <« L3+ Ly . On obtient :

1 1 1 1 00
0 -1 1 1 0
0 0 1 1 11

L2<—

N[ D=

On effectue enfin les opérations {

J—
o
—_

1
0
0

S = O
— o O
\—/

—_

—_

14
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La réduite obtenue est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.
Ainsi R est inversible.
L1 — L1 — L3

Lo Lo—Ls ° On obtient :

On effectue les opérations {

1 1 0 0 -1 -1
0 -1 0 0 0 -1
0 0 1 1 1 1

On effectue 'opération { Ly < L1+ Loy . On obtient :
1 0 O 0 —1 -2
0 -1 0 0 0 -1
0 0 1 1 1 1

On effectue 'opération { Ly < —Lo . On obtient :

1 0 0 0 -1 -2
010 0 0 1
0 0 1 1 1 1
0 -1 -2
Finalement : R~'=[0 0 1
1 1 1

Commentaire

Par mesure de vérification, il est conseillé d’effectuer au brouillon (cela n’a pas a se retrouver
sur votre copie) le calcul de la matrice de départ par la matrice inverse calculée. Si ce produit
donne la matrice identité, c’est que le calcul est juste. Dans le cas contraire, c’est qu’une
erreur s’est produite.

Ici, pour la matrice P, on a bien :

1 -2 1 1 2 -1 1 00
-1 3 -1 11 0 = (0 1 0
-2 4 -1 2 0 1 0 01

15
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III. Séance 3 : résolution de systémes

II1.1. Savoir utiliser 1’algorithme du pivot de Gauss pour résoudre un systéme
linéaire homogéne

Exercice 7

1. Résoudre le systéme linéaire (S7) suivant :

Démonstration.

(51)

3z
—
2z

Ly« 3 Lo+ Ly
Ly« 3Ls—21Ly
—

L3« 2Ls+ Ly
<~

L3+ —1 L3

L1+ L1 —2Ls
Ly« Lo+4 Ly
<

Ly« Li+ Ly
—

L+ 1L

Ly+ L1y

I
o

- 6y + 2z
+ 4y — 2z
- 5y + =z
3x 6y +
2x oy -+
3x 6y +
6y —
3y —
3x 6y +
6y —
3z 6y +
6y —
3z 6y
6y
3x
6y
z
xr =
z =

2z
2z

2z
4z

2z
4z
6z

16



PSI Mathématiques Préparation estivale 2025

Commentaire

o Ce systéme linéaire homogéne posséde le méme nombre d’équations que d’inconnues.
Son ensemble solution est S = {(0,0,0)} (un unique triplet solution). Dans ce cas, le
systéme est dit de Cramer.

o Ce systeme peut se présenter sous la forme : AX =0 4, | (r) avec :

3 —6 2 T
A=1|-1 4 =2] e #R) et X=\|y|eA:R)
2 -5 1 z

On peut démontrer qu'un systéme homogéne possédant le méme nombre d’équations
que d’inconnues est de Cramer si et seulement si la matrice A qui lui est associée est
inversible.

« La notion de systéme de Cramer est employée essentiellement en premiére année. Ce
vocabulaire n’apparait pas aux concours.

« Il est impossible, physiquement, de ne pas savoir résoudre un systéme linéaire homogéne.
La méthode est connue et consiste en un algorithme. Il faut comprendre par 1a que, pour
résoudre un systéme linéaire, il suffit d’appliquer, dans I’ordre, une séries d’instructions.
Les régles étant parfaitement établies et étant les mémes pour tous, il n’y a pas lieu de
résoudre un systéme en effectuant des opérations autres que celles présentes dans ce
corrigé.

« En particulier, on veillera :

x a ne pas faire d’échange de lignes inutile. Un échange de lignes n’est nécessaire que
lorsque 'on est en présence d’un pivot nul. Echanger 2 lignes pour obtenir un pivot
« plus simple » n’apparait pas pertinent : c’est source d’erreurs de recopie et cela
augmente le nombre d’opérations nécessaires & la résolution.

x & ne pas faire apparaitre de fractions dans le systéme. Il est bien plus simple de ne
travailler qu’avec des nombres entiers. L’opération élémentaire Ls < Lg — % L (en
lieu et place de Lg <— 3 L3 — 2 L; effectuée en (1)) est a proscrire.

« L'opération élémentaire L3 < —% Ls, s’exprime & l'aide d’une fraction mais n’en fait
pas apparaitre dans le systéme. Elle est autorisée car permet de simplifier la résolution
du systéme. On aurait aussi pu, ajouter en (1’) Popération Lo < % Lo pour simplifier la
ligne Lo.

« Les opérations présentes en (4), (5) et (6) ne sont pas réellement nécessaires. En effet, a
la fin de (2), le systéme se présente sous forme triangulaire et ses coefficients diagonaux
sont tous non nuls. La matrice associée & un tel systéme est inversible. On en conclut
alors directement que ce systéme est de Cramer et que son ensemble solution est :
{(0,0,0)}. Dans les exemples & suivre (ainsi qu’aux concours), on peut se permettre de
conclure directement en évoquant des « remontées successives ». Il faut faire attention a
cet argument : il ne peut étre évoqué que dans le cas présenté ici, a savoir un systéme
homogéne linéaire qui posséde le méme nombre d’équations que d’inconnues et qui se
présente sous forme triangulaire avec coefficients diagonaux tous non nuls.

o Toute résolution différente de celle présente dans ce corrigé démontre une non assimi-
lation de la méthode de résolution. Il convient alors de se référer au cours de premiére
année sur la résolution de systémes linéaires.

o On profite de cet exercice pour rappeler que, de maniére générale en mathématiques,
le voyage (série d’arguments, méthode employée) importe bien plus que la destination
(résultat obtenu). La majeure partie des points alloués a une question est distribuée
pour les arguments et non pour le résultat. Ainsi, la méthode de résolution d’un systéme
compte plus que la résultat en lui-méme.
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2. Résoudre le systéme linéaire (S2) suivant :

3

8

Démonstration.

Ly+3Ly— Ly
L3y« 3 Ls— L
—

L« 4 Ly~ Ly
—

+
+
+

—— —— —— ——

—_—

3. Résoudre le systéme linéaire (S3) suivant :

T
2z
3z

Démonstration.

Ly Ly—21L;
Ly« L3 —3 L,
—

L3« 3 L3+ Ly
=

_|_

_.I_

— T S —/

=

D

3z

3z

+

_|_
+ 3z
+ oy
+ 3y
+ oy
+ oy
8y
2y
+ oy
8y

y
z

+ =z
+ =z
-z
+ Yy
- Y
+ 4y
+ Y
3y
Y
=+ Y
3y
Y
z

+ 4+
o

+ o+

w
Il
o

Il
o

I
o

par remontées successives)

I
o

ar remontées successives)
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Exercice 8

1. Résoudre le systéme linéaire (S7) suivant :

3z + y — 2z =0
2¢ + 2y — 2z =0
x — y + z =0
Démonstration.
3z + y — =z =0
(S1) = 20 + 2y — 2z =0 (0)
r — y + z =0
pbn (324 oy - 2= 0
PN 4y — 4z = 0 (1)
— 4y + 4z = 0
L3 < Ls+ Lo 33: + y o ? 0
— 49 — 4z = 0 (2)
0 =0
3z + y =z
{ 4y = 4z 3)
i+ 5 I
Li4Li—Ly 12 = 0 ILeeile T = 0 4
= by = 42 = y = - (4)

1)

2)

3)

Commentaire

Cet exercice illustre les différentes étapes de résolution d’un systéme linéaire homogéne :

mise sous forme échelonnée (sans élément sous-diagonaux stricts).

Par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes du systéme, on élimine les coefficients
sous-diagonaux stricts (ceux se trouvant strictement sous la diagonale), en traitant d’abord
ceux de la 1™ colonne (en (1)), puis ceux de la 2™ (en (2)) et ainsi de suite (en fonction de
la taille initiale du systéme).

En fin de (2), on obtient la forme échelonnée attendue : ¢’est une forme triangulaire a ceci prés
que le systéme posséde un coefficient diagonal nul.

mise sous forme triangulaire.

Afin de donner au systéme une forme triangulaire, on choisit la colonne dans laquelle on a fait
apparaitre un 0 en élément diagonal et on la transfére entiérement de 'autre c6té du symbole
d’égalité. Dans ’exemple précédent, on transfére la colonne qui porte la variable z. Cette variable
est appelée variable auxiliaire car les autres variables vont s’exprimer en fonction de celle-ci.
De maniére générale, il peut y avoir plusieurs variables auxiliaires et donc plusieurs colonnes &
transférer de 'autre c6té du symbole d’égalité.

Il est & noter que dans V’exercice 7, il n’y a pas besoin d’utiliser de variables auxiliaires. La
raison est simple. La premiére étape (mise sous forme échelonnée) fait apparaitre un systéme
déja triangulaire (absence de 0 dans les coefficients diagonaux).

mise sous forme diagonale (fin de la résolution).

Par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes du systéme, on élimine les coefficients sur-
diagonaux stricts (ceux se trouvant strictement au-dessus de la diagonale), en traitant d’abord
ceux de la derniére colonne (en (4)), puis ceux de 'avant derniére (en fonction de la taille du
systéme) et ainsi de suite.

En fin de (4), on obtient la forme diagonale attendue ce qui résout le systéme.
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2. Résoudre le systéme linéaire (S2) suivant :

r +y — 2z =0
2x - 2z =0
x — y — =z =0
Démonstration.
r + y - z = 0
(S2) = 2z - 2z =0
x -y - z = 0
Ly« Ly — 2L,
L3<_L3_il T+ y — = = 0
—= - 2y =0
- 2y = 0
Ly Ly — Ly r + y — 2z =0
0 =0
r + y = z
{ - 2y =0
Ly« 2L+ Ly 2 = 92z L+ 1L T 2
<~ <~
y = 0 Y 0
O
3. Résoudre le systéme linéaire (S3) suivant :
-r + y - 2z =0
22z — 2y — 2z =0
x — y — 3z =0
Démonstration.
- + Yy - z =0
(S3) = 2z — 2y — 2z =0
Tz — y — 3z =0
Lo [tety - 2 =0
= — 4z =0
— 4z =0
L3+ Lg— Lo -z + y - z - O
— — 4z =0
0 =0
—-r — z = —y
{ — 4z = 0
Li+-114
Ly+ 4L — Ly A = —4y Ly+ -1 1, T =y
{ — 4z = 0 { z 0
O
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Exercice 9
1. Résoudre le systéme linéaire (S7) suivant :

z + y + =z =0
-z - y — 2z =0
-2z — 2y — 2z = 0
Démonstration.
r + Yy + =0
(S1) = -z — y — =z =0

e [Tty 2 =0
— 0 =0
0 =0
— {z = -y — 2z
O
2. Résoudre le systéme linéaire (S2) suivant :
22z — y + 3z =0
6z — 3y + 9z = 0
22z — y + 3z =0
Démonstration.
22z — y + 3z =0
(S2) — 6x — 3y + 9z = 0
22z — y + 3z =0
ST NN R
= 0 =0
0 =0
= {293 =y — 3z
O

Commentaire

o On a maintenant un apergu complet de la résolution de systéme linéaire homogéne a 3 équations
et 3 inconnues :

x Dexercice 7 traite le cas des systémes de Cramer.
Ce cas ne nécessite pas l'utilisation de variable auxiliaire.

x 'exercice 8 traite le cas des systémes qui nécessitent 'utilisation d’une unique variable auxiliaire.
Les deux autres variables s’expriment en fonction de cette variable auxiliaire.

x D’exercice 9 traite le cas des systémes qui nécessitent l'utilisation de deux variables auxiliaires.
La variable restante s’exprime en fonction des 2 autres.

Il n’y a pas d’autres cas pour les systémes linéaires homogénes & 3 équations et 3 inconnues.
Evidemment, les systémes plus grands peuvent nécessiter 1'utilisation de variables auxiliaires sup-
plémentaires.

« Aux concours, on rencontre principalement le cas des systémes linéaires homogénes & 3 équations
et 3 inconnues (plus rarement, ceux des des systémes linéaires homogénes & 4 équations et 4
inconnues). Il est impensable de ne pas savoir résoudre de tels systémes. Encore une fois, il suffit
d’appliquer & la lettre ’algorithme de résolution afin d’obtenir la résolution attendue.
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II1.2. Savoir utiliser ’algorithme du pivot de Gauss pour déterminer une base d’un

« sous-espace propre »

Exercice 10
Soit A € #3(R). Pour tout A € R, on note : E\(A) ={X € #31(R) | AX =\-X}.

Commentaire

« On peut démontrer que, pour tout A € R, E)(A) est un espace vectoriel.
Pour ce faire, on démontre que E)(A) est un sous-espace vectoriel de .3 1 (R).
Rappelons ci-dessous la maniére de procéder.

(i) Ex(A) C #31(R) par définition.
(i1) Ex(A) est non vide.

0 0 0 0
En effet le vecteur nul (0) € M31(R) est tel que : A (0) = (0) =\ (0)
0 0 0 0

0
On en conclut : (O) € E\(A).
0

(ii1) Soit (u1,p2) € R x R et soit (X1, X2) € Ex(A) x Ex(A).

Démontrons : p1 - X1 + pe - Xo € E\(A).

Autrement dit, il s’agit de démontrer : A (,u1 - X1+ po - Xg) =\ (Ml - X1+ pe - Xg).

Remarquons tout d’abord :

x Comme X; € E)\(A) alors : AX; =)\ X;.

x Comme Xy € E)\(A) alors : AXy =\ Xy,

On a alors :

A (- X1 +p2-Xo) = A(p-X1)+A (p2- Xo)
= - (AX1) + p2 - (AXD)
= (A X1) +p2 - (A Xo)
= (1 X A)- X1+ (p2 x A) - Xo
= (Axm) X1+ Axp)- Xo
= A (1 X1) + A (p2- X2)
= A (- X1+ p2 - Xo)

(car X1 € E\(A)
et Xo € Ez(A4))

Ainsi, on a bien : p - X1 + ug - Xo € Ex(A).
(on a démontré que l'ensemble E)\(A) est stable par combinaisons linéaires)
o La démonstration précédente est donnée ici simplement pour illustrer la méthode consistant
4 démontrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel de espace vectoriel de référence.
Elle ne sera demandée dans les épreuves.

« Par contre, savoir déterminer une base de E)(A) constitue un exercice incontournable en
2¢me année. Cette question est présente dans TOUTES les épreuves de mathématiques. Cest
d’ailleurs une excellente nouvelle car cette question se résout trés facilement : il s’agit sim-
plement de savoir résoudre un systéme linéaire homogéne ! En effet :

XeE\(A) & AX=X-X

= AX—)\'XZOJ/[&I(R)
= (A - 13) X = 0(//{371(]1{)
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1 0 2
1. Dans la suite de 'exercice, on note A = (0 -2 1) .
0 0 3

a) Déterminer Eq(A).

Démonstration.

Rappelons : E1(A) ={X € #3:1(R) | AX = X}.

T
e Soit X = (y) € M5,1(R). On a alors :

z

X € E1(A) = AX =X
= (A-I)X=0
0 0 2 x 0
— 0 -3 1][y]| =10
0 0 2 z 0
2z = 0
= - 3y + z =0
2z = 0
oL -3y + z =0
= 2z = 0
2z = 0
L3 < L3 — Ly a 3y + z 0
— 2z = 0
0 =0
y =0
— { I
(par remontées successives)
o On en déduit :
x
Ei(A) = {(y e M1(R) |y=0 et z=0}
z
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Commentaire

1
On démontre dans cette question que F(A) = Vect (O)
0

Cela déemontre au passage que E7(A) est un espace vectoriel. C’est d’ailleurs la maniére
a privilégier aux concours pour montrer que Ej(A) est un espace vectoriel.

\ 7 [:]
b) Déterminer E_o(A).
Démonstration.
« Rappelons : E_9(A) ={X € #3:1(R) | AX = -2X}.
x
Soit X = (y) € #31(R). On a alors :
z
X € E_»(4) = AX = -2X
= (A+2I) X =0
3 0 2 T 0
— o0 1|ly] =10
0 0 5 z 0
3z + 2z =0
— z =0
Y 0
L Lno5 L, 3z + 2z = 0
— z =0
0 =20
<~ v =0
z = 0
(par remontées successives)
o On en déduit :
X
E 5(A) = {(y) e M1(R) | z=0 et z=0}
z
0
= {|v] € #4.(R) |y e R}
0
0
= {y- (1| € #1(R) |y R}
0
0
= Vect 1
0
0
E_9(A)=Vect | [1
0 O
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¢) Déterminer F3(A).

Démonstration.

« Rappelons : E3(A) ={X € #5:(R) | AX =3X}.

X
Soit X = (y) € M3,1(R). On a alors :
z

X € E3(A) — AX =3X
= (A-3]) X =

e On en déduit :
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1 0 1
2. On considére la matrice P= |0 1 1
0 0 1

a) Démontrer que P est inversible et déterminer P~

Démonstration.

« Remarquons tout d’abord que la matrice P est triangulaire (supérieure) et tous ses coeffi-

cients diagonaux sont non nuls. Elle est donc inversible.

o On applique I'algorithme du pivot de Gauss.

1 0 1 1 00

01 +]|{o 10

0 0 1 0 0 1

On effectue les opérations L“_Ll_f?’ . On obtient :

L2<—L2—3L3

1 00 1 0 -1

01 o0f[lo1 -4

0 0 1 00 1
1 0 -1
Ainsi P est inversible et P! = |0 1 -1
00 1

b) Démontrer que la matrice définie par D = P~1AP est diagonale.
Déduire de cette écriture une écriture de la matrice A en fonction des matrices P et D.

Démonstration.

o La matrice D est définie par :

1 0 -1 1 0 2 1 01
D =P'4P = (0o 1 -Lflo -2 1){o0 1}
0 0 1 0 0 3/\0 0 1
1 0 -1 1 01 1 0 0
= |0 -2 2||lo1 ] =1(0-20
0o 0 3 001 0 0 3
1 0 0
La matrice D = [0 —2 0] obtenue est bien diagonale.

0 0 3

o Comme D = P~'AP, alors PD = AP et finalement PDP~! = A.

c’est un peu to6t pour en parler. Ceci sera détaillé dans le chapitre « Réduction ».

A=pPDP!
‘
1 0 1
o La matrice P est obtenue comme concaténation des vecteurs [0 |, | 1] et | 1
0 0 1

o Ce n’est pas un hasard (on pourrait en dire autant des coefficients diagonaux de D) mais

O

J
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¢) Montrer que pour tout n € N, A” = PD"P~1,

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, & (n)
ot #(n): A" = PD"P~ 1.
» Initialisation :
o D’une part : A% =1.
« D’autre part : PDYP~! = pIp~' = pp~l =1.
D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons #(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. : A"t = ppntip-1)

Alors :
Al = A x A"
_ Ax pDrp-l (par hypothése
de récurrence)
_ —1 np-1 (d’apres la
= PDP < PDUP question 3.b))
= PD(P'P)D"P!
= PDID"P~!
= PDD"P~! = pprtipT!
D'oa Z(n+1).
Par principe de récurrence : Vn € N, A" = PD"P~L.
3. La formule de la question 2.¢) est-elle vérifiée pour n = —17
Démonstration.

D’aprés la question 8.b) : A= PDP~L.

La matrice A est le produit de 3 matrices inversibles (la matrice D est inversible car diagonale et

a ceefficients diagonaux tous non nuls). On peut donc écrire :
At = (pDpP71)!
= ((pD)PH)7
= (PYHtPD)t = PpD P!

La formule de la question 8.¢) est donc vérifiée pour n = —1.
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Commentaire

o La forme : A = PDP~! permet d’obtenir facilement la formule de 1’élévation & la puissance n de la

matrice A demandée ici, & savoir :
A" = pDp"pP~!

o Si on souhaite déterminer A" il faut que D™ soit facile & calculer. C’est le cas ici puisque D est
une matrice diagonale (encore une fois, ce n’est pas un hasard et ce sera détaillé dans le chapitre
« Réduction »). Plus précisément, on a ici :

m 0 0 1 0 0
D=0 (-2 o|=[0 (-2 o
o o 3" o o 3"
et ainsi :
10 1\/1 0 o0\/10 —
A = (o 1 iffo (=2 o |0 1 %
00 1/\0 0o 3/\oo0 1
10 1\/1 © ~1 1 0 3n-1
— -2 | — 3n—(=2)"
= (o1 Fflo (=2 -S| = |0 (2 T2
00 1/\0o o0 3n 0 0 3n

Cette premiere récurrence est l'occasion de faire un point sur la notion de variable muette.
Dans une proposition mathématique, on dit qu’une variable est muette (on parle aussi de variable
liée) si elle est portée par un quantificateur. Ainsi, dans les propositions :

Vn e N, Z(n) dn e N, Z(n)

la variable n est muette. Cela signifie qu’on peut renommer la variable n sans que cela ne change le
sens de la proposition mathématique. Ainsi, les propositions :

Vm € N, 2(m) 3k € N, 2(k)

ont méme sens que les propositions précédentes.

Par contre, si on considére seulement la proposition &?(n) (sans faire apparaitre de quantificateur
devant), on obtient un objet mathématique qui dépend de ce n particulier. Le manque de compré-
hension de la notion de variable muette a pour conséquence trois erreurs classiques :

1) Montrons par récurrence : >< P(n).

— par récurrence, on démontre qu'une propriété est vraie pour tout n € N, pas seulement & un
rang n donné.

2) ...ou Z(n): ¥wrel,...

— nous avons déja discuté de ce point au-dessus : une propriété commengant par Vn € N est
indépendante de n (c’est alors une variable muette).

3) Supposons : V=N, Z(n) et démontrons Z(n + 1).

— ceci n’a pas de sens ! On ne peut supposer la propriété vraie pour tout n : c’est précisément
ce que 'on souhaite démontrer.

Si 'une ou l'autre de ces erreurs est présente dans la rédaction, la récurrence ne sera pas lue et
aucun point ne sera attribué sur la question.

Pour plus de détails sur la notion de quantificateurs, on renvoie au cours de logique de premiére
année. On y trouve notamment les principaux schémas de rédaction. Pour plus de détails sur les
récurrences, on renvoie au cours sur les récurrences, calculs de sommes et produits.
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Exercice 11

0 4 -1
Pour tout A € R, on note E)\(A) ={X € #51(R) | AX = \X}.
1. a) Déterminer Ej(A).

3 -2 2
On considére la matrice A = (—1 4 —2) )

Démonstration.

"
. Soit X = (y) € #31(R). On a alors :

z

X € Ei(4) = AX = X
<— (A-1-I3) X = 0.1 (R)
2 -2 2\ [z 0
0 4 —2 z 0
20 — 2y + 22 = 0
— —Tr —+ 3y — 22 =0
4y — 22 = 0
Ly 2 Lo+ L 2c — 2y 4+ 2z = 0
Ly Ly — Ly 20 — 2y 4+ 2z = 0
<~ 4y — 2z = 0
0 = 0
— 22 — 2y = 22
dy = 2z
hezhivh dx -2z r = _%z
<~ 4 B 5 — ’
y z Yy = §Z
e On en déduit :
y 1
Ei(A) = {|v| e Ms1(R) |z =—52 et y=7z}
z
1y 1
1

_% -1
= Vect 3 = Vect 1
1 2

—1

E,(A) = Vect 1

2
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b) Déterminer Fy(A).

Démonstration.
X
o Soit X =y | € #31(R).
z
X € Ex(A) = AX =2X
< (A— 2 13) X = O///g,l(R)
1 -2 2 T 0
— -1 2 =2|(y]l =10
0 4 =3 z 0
z — 2y + 2z = 0
<— - + 2y — 2z =0
4y — 3z = 0
L Lol r — 2y + 2z = 0
<— 0 =0
4y 3z = 0
z — 2y = -2z
— { dy = 3z
Ly« 201+ Ly 2¢ = —Z
— { b o= 3. =
e On en déduit :
z 1
Exy(A) = {lvy Ge///371(R)|x——§z et y
z
1z
= { %z | z € R}
z
_1
2
= {z|2|lzeR)
1
_% -2
= Vect 3 = Vect 3
1 4

O
r = —%z
y = iz
i

O

30



PSI Mathématiques Préparation estivale 2025

¢) Déterminer F3(A).
Démonstration.

X
. Soit X = (y) € M31(R).

z

X € E3(A) — AX = 3X
— (A-3-13) X = 0.1 (R)
0 -2 2 €T 0
<~ -1 1 =2 y|l =10
0 4 -4/ \z 0
- 2y 4+ 2z = 0
A - + y — 2z =0
by — 4z = 0
Ly & Ly -z + y — 2z = 0
= - 2y + 22 =0
4y — 42 = 0
Ly Ly+2 Ly -z + Yy - 2z = 0
— - 2y 4+ 2z = 0
0 =0
= { - 2y = -2
L1+ 211+ Ly _21, _ 22
e B 2y _ .
Ly —% Ly
Lac 3 L { r = —z
<~
Yy = z

e On en déduit :

Il
N
—

Es(A) = {(9;;) e Mi(R) | x=—2z et y

31



PSI Mathématiques

Préparation estivale 2025

1 -2 1
2. On considére la matrice P=|-1 3 -1
-2 4 -1
1 2 -1
a) Démontrer que P est inversible d’inverse P~ = |1 1 0
2 0 1
Démonstration.
On remarque :
1 -2 1 1 2 -1 100
-1 3 -1 11 0 = [0 1 0
-2 4 -1 2 0 1 0 01
1 2 -1
On en déduit que P est inversible, d'inverse P~1 = [1 1 0
2 0 1 O
b) Démontrer que la matrice définie par D = P~1 AP est diagonale.
Déduire de cette écriture une écriture de la matrice A en fonction des matrices P et D.
Démonstration.
o La matrice D est définie par :
1 2 -1 3 -2 2 1 -2 1
D=P1AP = (11 o |[-1 4 —2||-1 3 -1
2 0 1 0 4 -1 -2 4 -1
1 2 -1 1 -2 1
= 2 2 0 -1 3 -1
6 0 3 -2 4 -1
1 00
= 0 2 0
0 0 3
1 00
La matrice D = [0 2 0| obtenue est bien diagonale.
0 0 3
o Comme D = P~'AP, alors PD = AP et finalement PDP~! = A.
A=prDpP!
\
1 -2 1
o La matrice P est obtenue comme concaténation des vecteurs | —1], | 3 | et | —1
-2 4 -1
« Ce n’est pas un hasard (on pourrait en dire autant des coefficients diagonaux de D) mais
c’est un peu to6t pour en parler. Ceci sera détaillé dans le chapitre « Réduction ».
L )
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¢) Montrer que pour tout n € N, A” = PD"P~1,

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, & (n)
ot P(n): A" = PD"P~L
» Initialisation :
o D’une part : A% =1.
« D’autre part : PDYP~! = pIp~' = pp~l =1.
D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons #(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. : A"t = ppntip-1)

Alors :

— Ax PD"pP! (par hypothése
de récurrence)

= -1 np-1 (d’apres la
- PR ppne question 2.b))
= PD(P_lP)D”P—1
= PDID"pP!
— pDDrp~l — ppntip-l

D'ou Z(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, A" = PD"P~L.

Commentaire

On retrouve la méme question que dans I’Exercice 10.
C’est une question classique qu’il faut savoir résoudre.
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IV. Séance 4 : puissances d’une matrice via le bindme de Newton

Exercice 12

1 00
On note I la matrice identité d’ordre 3 et on considére la matrice A= 12 1 2
0 0 1

_'_

1. Démontrer qu'il existe une unique matrice H € .#3(R) telle que : A =1+ 2H.

|

Démonstration.

A=1+2H & 2H:A—I:(

[l Ol an)
o O O
o NN O

o = O
o O O

La matrice recherchée est H = (

o~ o
N~
|

2. Calculer H?, puis H* pour tout k > 2

Démonstration.
0 00 0 0O 0 0O
« Notons tout d’abord que : H?>= |1 0 1 1 01] =10 00
0 0 0 0 0O 0 0O
H? =0, M5(R)

« On en déduit, par une récurrence immédiate, que pour tout k > 2 : H* = 0.
(on peut aussi remarquer que, pour tout k > 2 : H¥ = H?> x H*? = 0 z5(r) X HF2 = 0.z(r))

Pour tout k > 2, H* = 0.

O

3. Soit n € N. A ’aide de la formule du binome de Newton, exprimer A" en fonction de I et de H.

Démonstration.

o Les matrices I et 2H commutent car I commute avec toute matrice carrée de méme ordre.

o Soit n € N*. D’aprés la formule du binéme de Newton :

(I+2H)" = 3 <Z> (2H)F [

k=0
- ()2 (o
= 5 () s S e,
= x5 a2
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o Enfin : (I 4+ 2H)? = I et la formule précédente est donc aussi valable au rang n = 0.

On en déduit : Vn e N, (I +2H)"=1+2n H.

Commentaire \

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

n p

Yooup= Y, up+ i g,

k=m k=m k=p+1

(la deuziéme somme est nulle si p =n)
ou (uy) est une suite quelconque de réels ou de matrices de méme taille.

« Dans cette question, on est dans le cas o m =0 et p = 1.
L’argument n > 1 est donc nécessaire pour découper la somme.
Le cas n = 0 doit alors étre traité a part.

o Ici, la matrice N vérifie : Vk > 2, H* = 0z (r)- Elle est dite nilpotente d’indice 2 (ce terme
n’est pas au programme et il est préférable de ne pas 'utiliser dans une copie). Si elle avait
été nilpotente d’indice 3, il aurait fallu traiter a part les cas n = 0 mais aussi le cas n = 1. =

\. J

Exercice 13
On considére les matrices suivantes :

2 0 0 01 1 00 2
A=1(13 -1|, P=[1 0 1], J=100 0
11 1 110 000

Pour tout A € R, on note E)\(A) ={X € #5,1(R) | AX =X}
1. Démontrer que la matrice A — 21 est non inversible. Déterminer Fo(A).

00 O
A-21 = (1 1 -1
11 -1

La matrice A — 21 posséde deux colonnes égales : C; = Cs.

Démonstration.
o Tout d’abord :

La matrice A — 21 n’est donc pas inversible.

x
e Notons X = [y | € #5:1(R).
z
X € Ex(A) = AX =2X
<~ (A— 2. 13) X = 0///371(]1@)
0 0 O x 0
— 11 -1|ly] =10
1 1 -1 z 0
0 =0
< r —+ y — z = O
r + y — 2z =0
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e« On en déduit :

IS S

Ey(A) = {(
—y+=z
= {( y )I(.%Z)GRQ}
-1 1 -1 1
= {y- (1>+z-(0) | (y,2) € R?} = Vect (1),(0)
0 1 0 1
-1 1
Ey(A) = Vect (1), (0)
0 1

2. Démontrer que P est inversible et déterminer son inverse P~1.
On applique l'algorithme du pivot de Gauss.

Sy

On effectue 'opération { Ly < Ly . On obtient :

1 01 010
011 1
110 0 01

On effectue 'opération { L3+ L3 — L; . On obtient :

1 0 1 0 1 0
01 1 1 0 0
01 -1 0 -1 1

On effectue 'opération { L3+ L3 — Ly . On obtient :

1 0 1 0 1 0
01 1 1 0 0
0 0 -2 -1 -1 1

L1+ 2L+ Ls
Lo+ 2 Lo+ Lg

20 0 -1 1
02 0 1 -1
0 0 =2 -1 -1

) e M3 R) |z =—-y+2}

Démonstration.

—_ = O

—_ o =

O ==
—
o

[an}
[an}

On effectue les opérations { . On obtient :

—_ = =
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L1 — % L1
On effectue les opérations Lo % Ly, . On obtient :
L3 < —% L3
1oo\|/[-3 3 3
1 11
010 2 T2 3
0 0 1 1 1 1
2 2 2
1 -1 1 1
Ainsi P est inversibleet P~ == [ 1 -1 1
2 1 1 -1

Commentaire

La premiére opération a consisté a échanger les lignes L1 et Lo. Gréce a cette opération,
on place le réel 1 (utilisé ensuite comme pivot non nul) en haut & gauche de la matrice.

3. Démontrer que la matrice A = P71 AP est triangulaire supérieure et trouver a € R tel que :

A=al+J
Démonstration.
o La matrice A est définie par :
1 -1 1 1 2 0 0 011
A:P*lAP:§1—11 13 —1]|1 01
1 1 -1 11 1 1 10
1 0 4 0 01 1
= 5 2 =2 2 1 01
2 2 =2 1 10
1 4 0 4 2 0 2
= B 04 0] = (020
0 0 4 0 0 2
2 0 2
La matrice A= |0 2 0] obtenue est bien triangulaire supérieure.
0 0 2

o On remarque alors :

2 0 2 0 0 2 2 00
A—J = 1[0 0]—10 0 0] = (0 20| =21
0 2 0 00 0 0 2

La valeur o = 2 permet d’écrire la matrice A sous la forme : A = ol + J.

O N

4. Soit n € N.
a) Calculer J?2, puis J* pour tout entier k > 2.

Démonstration.
o Tout d’abord :

o O O
o o O
o O N
o o O
o O O
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« On en déduit, par une récurrence immeédiate, que pour tout k > 2 : J*¥ = 0.
(on peut remarquer que, pour tout k =2 : J¥ = J? x JF=2 = 0.(R) X Jk=2 = 0.(®))

Pour tout k£ > 2, JE=0.

b) A l'aide de la formule du bindme de Newton, exprimer A" en fonction de I et J.

Démonstration.

o Les matrices 27 et J commutent car I commute avec toute matrice carrée de méme ordre.

e Soit n € N*. D’aprés la formule du binéme de Newton :

(2r+J)" = kznjo (Z) (21)Fk gk
_ i (”) on—k pn—k gk
k=0 k
- E()r I
= 2 () Bl Lo,
- 5 ) P

o Enfin : (21 + J)° = I et la formule précédente est donc aussi valable au rang n = 0.

On en déduit : Vn € N, A" = (2 + J)" = 2" +n2" 1],

Commentaire

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

n D n
DoouE= > upt+ >l uk
k=m k=m k=p+1

(la deuziéeme somme est nulle si p =n)
ol (uy,) est une suite quelconque de réels ou de matrices de méme taille.

o Dans cette question, on est dans le casoum =0et p = 1.
L’argument n > 1 est donc nécessaire pour découper la somme.
Le cas n = 0 doit alors étre traité a part.

o Ici, la matrice N vérifie : Vk > 2, J* = 0.z (r)- Elle est dite nilpotente d’indice 2 (ce terme
n’est pas au programme et il est préférable de ne pas l'utiliser dans une copie). Si elle avait
été nilpotente d’indice 3, il aurait fallu traiter & part les cas n = 0 mais aussi le cas n = 1.
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¢) En déduire 'expression matricielle de A™.

Démonstration.

o Par récurrence immeédiate, on obtient que pour tout n € N :

A" = (PAPH" = pA"PT!

Commentaire

On retrouve ici le résultat dont on s’est notamment servi dans I’Exercice 10.
Ici, démontrer le résultat n’est pas 'objectif de la question mais un résultat intermé-
diaire qui n’est pas cité dans I’énoncé. On peut donc utiliser ce résultat directement,

en précisant simplement qu’il se montre par récurrence.

e Soit n € N. D’aprés la question précédente, on a :

A" = PA"P~! = P(2"[ +n2"tJ)P!

= onpIip~l 4 pon-tpjp-1
= onpp-lypon-lpjp-t

= o[ 4 p2n-lpjgp-1
o Enfin :

0 1 1\ /00 2\,
pjp~t = [1 0 1 0005
1 10/\0o0o0

| =

0

- 0
2 \o
00 0 0
2\2 2 22 1

O OO
NN O
\—/
—
_ =

—
— e

—

| =
[N

Commentaire

On peut aussi faire ce calcul en revenant a l’écriture

Ainsi, J = A — 2l et :

pjpP~!' = P(A-20)P7' = PAP'—2PIP™" = A-2]

A =21+ J.

« En conclusion :

At = T4 n2vt (A=21) = (2" —n2")[+n2" 1A

= 21 ((2—2n)I+nA)

2-2n 0 0 on 0
= on-l 0 2-2n 0 +n 3n
0 0 2—2n n n

0
-n
n

= (1—-n)2"I+n2" 14

2 0 0
= 21 n 24n -—n
n n 2—n
2

Pour tout n € N: A? =271 (n

n

0
24n
n
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Exercice 14

1. On comnsidére les matrices suivantes.

111 010 1 0 -1
A=(111], B=(oo 1], ¢=[0 0 o0
111 000 -1 0 1

a) Déterminer A2. Démontrer alors : Yk € N*, A% = 3+F=14,

11
A2=1[1 1
11

Démontrons alors par récurrence : Vn € N*, Z(n)
ot P(n): A" =3""1 A
» Initialisation :
o« D’une part : A = A.
« D’autre part : 31714 =34 = A.
Dou 2(1).
» Hérédité : soit n € N*,
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. : A"t = 3" A).

Par hypothése de récurrence : A" =371 A,
Ainsi :

Démonstration.
Tout d’abord :

ATl = Ax A" =3"1 Ax A=3"134=3"4A
D'oa Z(n+1).

Par principe de récurrence : ¥n € N*, A" =371 A,

b) Déterminer B2 et B3. En déduire B* pour tout k € N.

Démonstration.
Tout d’abord :

Puis :

B*=B>B

Il
~

1 010 0 00
010 0 1)]=10 0 0
0/ \0 0 O 0 00

On en déduit, par une récurrence immediate : Vk > 3, B¥ = 0.
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¢) Déterminer C2. Conjecturer une formule pour C* et la démontrer.

1 0 -1\ /1 0 -1 2 0 -2
C?’=(0 0 o 00 ol=[0 0 o]=2C
10 1/\=10 1 2.0 2

Par mesure de siireté, déterminons C3 avant d’émettre une conjecture.

2 0 =2\ /1 0 —1 4 0 —4
cc=c*c=[0 0 o 00 ol=]0 0 o0
20 2/\-1 0 1 4 0 4

Démontrons alors par récurrence : Vn € N*, Z(n)
ot P(n): C"=2""1C.
» Initialisation :
« D’une part : C' = C.
« D’autre part : 2171 0 =20 C = C.
D’ou 2(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Supposons Z(n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. : C"H =27 C).
Par hypothése de récurrence : O™ = 2"~ C.

Démonstration.
Tout d’abord :

Ainsi :
C'tl=CcxCcr=2""1CxC=3""120=2"C
D’ou Z(n+1).
Par principe de récurrence : Vn € N*, O™ = 2"~1 C.
O
2. Soit (a,b) € R%. On considére la matrice :
a b 0
M=1{(0 a b
0 0 a
) 100 010
a) Ecrire la matrice M en fonction des matrices =0 1 0)etJ=10 0 1].
0 01 000
Démonstration.
M =al +bJ .
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b) A l'aide de la formule du binéme de Newton, déterminer M™ pour tout n € N.

Démonstration.

o Les matrices I et J commutent car I commute avec toute matrice carrée de méme ordre.

e Soit n > 2. D’apreés la formule du binéme de Newton :

M" = (al +bJ)"

> (") (al)"kpI)k = 3 <"> n—k fn—k » ph,yk
k=0 \Kk k=0 \Kk
k=0 k
2 n n
S < > ok Jk+W
k=0 =
2
— Z <>an—kbkz Jk:
k=0
(™Y om0 70 Y n1g1 N\ n—2;2 72
—<O>abJ+<1>a bJ+<2>a b= J
= a"I4+nadbJ+ n(n2—1) a™2p% J2?
an—2
= = (2% I +2n ab J + n(n — 1) b*J?)

« On calcule alors :

2a I +2n ab J +n(n —1) b2J>

1 00 0
= 2¢2 (0 1 0]l +2nab |0
0 0 1 0

2a® 2nab n(n—1)v?
= 0 2a® 2n ab
0 0 2a?

o O =

o Enfin :
xsin=0T0=1.
xsin=1T'=T.

(car on a :
VieN, [/ =1)

(ce découpage est
valable car n > 2)

(car on a montré :

Vk>3, JF=0)

0 001
1| +nn-1)86% 0 0 0
0 000

an72

Ainsi : M =1, M' = M et pour tout n > 2, M" = 5

(

262 2nab n(n—1)v?

0
0

2a? 2n ab
0 2a2

).
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Commentaire \

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

n p n
Doup= Y upt >0 u
k=m k=m k=p+1

(la deuziéeme somme est nulle si p =n)
ot (uy) est une suite quelconque de réels ou de matrices de méme taille.

o Dans cette question, on est dans le casoum =0 et p = 2.
L’argument n > 2 est donc nécessaire pour découper la somme.
Les cas n = 0 et n =1 doivent alors étre traités & part.

o Cette question sur le binéme de Newton matriciel est extrémement classique aux concours
et il faut donc savoir parfaitement la traiter. Généralement a et b sont des valeurs données
(a=2et b=1aDlESSEC III - 2007).

L 1
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V. Séance 5 : calculs de « polynoémes caractéristiques » (déterminants

A paramétre)

Exercice 15
On considére les matrices :

5 1 -1 2 -2 1 _
A=[2 4 -2, B=[2 -3 2|, c:<1 3)
1 -1 3 -1 2 0

1) Déterminer les réels A pour lesquelles la matrice A — A I3 est non inversible.

2) Déterminer les réels A pour lesquelles la matrice B — A I3 est non inversible.

3) Déterminer les réels A pour lesquelles la matrice C' — A Is est non inversible.

Commentaire

« Rappelons tout d’abord que pour toute matrice carrée M € 4, (R) :

La matrice M € .#,(R) est non inversible

& X € M a(R)\{0.4, ,®)}s MX =04, ,(®)

La matrice A — X - I,, est non inversible
& X e Myi(R)\ {04, , @} (A=A 1) X =04,,®
& dX e %nJ(]R) \ {O.///n,l(R)}vA X=)X

M1 (R) telles que :

x AX =1-X (question 1.a)),
x AX = —2-X (question 1.b)),
x AX =3-X (question 1.c)).

inversible telles que :
A=PD P!

déterminant (en l'occurrence le déterminant d’une matrice & paramétre).

Ainsi, pour tout A € R et toute matrice A € .#,(R), la propriété suivante est vérifiée :

o Dans l'exercice 10 de la séance 3, on détermine ’ensemble des matrices colonnes X €

Il est légitime de se poser la question de savoir pourquoi on s’intéresse particuliérement aux
réels 1, —2 et 3. Pour ces valeurs, on constate qu’il existe des vecteurs X € .#51(R) non nuls
tels que AX = A X. Ces valeurs A € R sont donc exactement celles telles que la matrice
A — X3 est non inversible. On verra I’an prochain que ces valeurs jouent un réle important.
Leur détermination jouent un role dans le chapitre « Réduction de matrices » dans lequel on
s’intéresse a l'existence d’une matrice D € .#3(R) diagonale et d’une matrice P € .#3(R)

Ce chapitre « Réduction » sera détaillé ’an prochain. Pour ces devoirs de vacances, on vérifie
simplement la capacité & résoudre un systéme linéaire ainsi que la capacité & calculer un
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5—A 1 -1
4—-X =2
1 -1 3-A
0 6-X —1—(5-X\)(3-\)
0 6—2X —8 42\
1 -1 3—-A
(—1)3+1 6-X —1—(B-XN(3B-)) (en développant par rapport
6— A —8+2A @ la premiére colonne)
—16 +8X — A2

6— A\
0 8— 6N+ N2

(6—X) (8—6X+22)
(6-X) (2—X) (4=-2)

A — M3 non inversible < det (A — /\13) =0

& 6—A=0002-A=0004-X=0
& A=6 00 A=2 00 A=14

Ainsi : A — M3 non inversible < A=6 0U A=2 0U )\ =4.

Démonstration.
1. Soit A € R.
det(A - A 13) =
Ly Li—(5-X) L3
Ly Ly—2 L3
Ly L2 L,
2. Soit A € R.
det(B — A I3) =

B — A3 non inversible <

Li—Li+(2-)) Ly
Ly« Ly+2Ls

Ly Ly —2L,

2—-A -2 1
2 -3-X 2
-1 2 —-A

0 2-2X 1-X(2-X)

0 1-2X 2—2)
-1 2 A
(—1)3+1 x (—1) 22X 1—-2X+ )2 (en développant par
1—A 2 -2\ rapport a la 167 colonne)
0 —34+2X+\°
(_D‘l—A 22\
(-1) (w— (1-)) x (—3+2)\+)\2)>

(1=X) (1-X) (=3=2X)

det (B — AI3) =0

s 1-N)(1-N(-3-AN=0
< 1-A=0001—-X=00U03-X=0
< A=10U0 A=100 \=-3

Ainsi :

B — A3 non inversible < A=1 0U A=1 0U A= -3.
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3. Soit A € R.

det(C — AIp) = ’1 R ‘

N B (VGRS

= 3-4A+N+1
= 44X+ )2 = (2-)\)?
C — M3 non inversible < det(C—A3) =0 & (2-)1)%? =0 & A=2

Ainsi : C' — A\I3 non inversible & A = 2.
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VI. Séance 6 : algébre théorique

Exercice 16
Soit E un espace vectoriel et soit f un endomorphisme de FE (f € Z(E)).

1) Démontrer : Im(f) C Ker(f) = fo f=0gg)-

Démonstration.
Supposons Im(f) C Ker(f).

Il s’agit de démontrer : f? = 04 (g) ce qui signifie : Vz € E, f?(x) = 0p.
Soit x € E. Alors :

(fof)z) = [f(f(=))
= 0p (car f(z) € Im(f) C Ker(f))
Ainsi : fo f=0gp).

On a bien démontré : Im(f) C Ker(f) = fof=0gg)-

Commentaire

o Cet exercice est plus théorique que les précédents. L’endomorphisme f n’est pas connu. On
connait simplement des propriétés sur f et on cherche & en démontrer de nouvelles. Ce type
d’exercice d’algébre théorique peut donc paraitre un peu abrupte. Pourtant, on se rend compte,
a la lecture de cette démonstration, que de tels exercices peuvent donner lieu & des questions
trés simples. 17idée est ici de vérifier que les définitions de base (comme celles du noyau et de
I'image d’une application linéaire) sont bien connues. En déroulant ces définitions, on obtient
le résultat.

o Plus précisément, une telle question commence par la mise en place d’une structure de dé-
monstration. Il faut savoir démontrer :

x une propriété quantifiée universellement : Vo € E| p(z)

Soit x € E ...
x une propriété quantifiée existentiellement : 3x € F, p(x)

(il s’agit alors d’exhiber un élément x € E qui vérifie la propriété p)
x une inclusion d’ensemble : A C B

Soit x€ A ... alors x € B

x une égalité d’ensemble : A = B
(on procéde par double inclusion a laide de la structure de démonstration précédente)
x une implication : p = ¢
Supposons p et démontrons q.
x une équivalence : p < ¢
(on procéde par double implication & laide de la structure de démonstration précédente)

Ce n’est qu’une fois la structure de démonstration en place que I'on déroule les définitions.

e On peut en profiter pour remarquer que ’étape d’hérédité d’une récurrence n’est qu’une
illustration de ces structures de démonstration. Il s’agit de démontrer la proposition :

VneN, Z(n) = ZP(n+1)

En terme de rédaction, il n’y a donc guére le choix :

Soit n € N.
Supposons #(n) et démontrons Z(n+1)
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2) Démontrer : fo f=0gp = Im(f) C Ker(f).
Démonstration.
Supposons f o f = 0g(g) (c’est-a-dire : Vo € E, (f o f)(x) = 0g). Démontrons Im(f) C Ker(f).

Soit y € Im(f). 1l existe donc = € E tel que : y = f(x).
Il s’agit de démontrer y € Ker(f). Or :

fly) = f(f(=))
= (fof)x) = 0g  (corfof=0gsm)

Ainsi, y € Ker(f).
On en conclut : Im(f) C Ker(f).

On a bien démontré : fo f =04 = Im(f) C Ker(f).

Commentaire \

« Insistons sur la facilité de cette démonstration. Comme expliqué dans la remarque pré-
cédente, il s’agit essentiellement de mettre en place la structure de démonstration et de
dérouler les définitions.

o Précisons la maniére d’agir.

1 Soit y e Im(f).

2 Il existe donc z € E tel que : y= f(z). Alors :
. )= ..

4 =...

5 =0g

6 Ainsi, y € Ker(f).

x Les lignes 1 et 6 correspondent & la mise en place de la structure de démonstration : il
s’agit de démontrer une inclusion. On choisit donc un élément dans Im(f) et on démontre
qu'’il est dans Ker(f).

x La ligne 2 correspond au déroulé de la définition de I'image d’une application.

Dire : y € Im(f) c’est exactement dire que y s’écrit sous la forme f(z) pour un z € E.

x Laligne 3 correspond au déroulé de la définition du noyau d’une application linéaire. Dire :
y € Ker(f) c’est exactement dire : f(y) = Og. Cela permet d’écrire le début de la ligne 3
ainsi que le résultat en ligne 5.

C’est seulement a ce moment que l'on rentre dans la phase de démonstration & proprement
parler et que I’on s’intéresse aux hypothéses (ici, le fait que 'on ait : f2 = 02(k))

o Le message est clair : sur les 6 lignes de rédaction, 4 proviennent de la présentation et
seules 2 correspondent & la démonstration. Il n’est donc pas acceptable de ne pas savoir
commencer ce type de questions, car cela démontre un défaut de connaissance du cours
(définitions du chapitre et / ou structures de démonstration).

\.

3) Conclure.

Démonstration.

On a démontré, par double implication :
Im(f) C Ker(f) & fof=0ym 0
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