Feuille d’exercices 19 : Séries numériques PCSI

Nature d’une série

Exercice 1

Déterminer la nature des séries suivantes, sans chercher a calculer leur somme.
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Exercice 2
Déterminer la nature des séries suivantes, sans chercher & calculer leur somme.
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Exercice 3
Déterminer la nature des séries suivantes, sans chercher & calculer leur somme.
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Nature d’une série a ’aide d’un développement asymptotique

Exercice 4
Déterminer la nature des séries suivantes, sans chercher & calculer leur somme.
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Calcul de sommes a vue (sommes usuelles)

Exercice 5

Etudier la nature et calculer la somme (si elle existe) des séries suivantes (on pourra
discuter selon la valeur de z, dans les questions ol un x intervient).
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Exercice 6
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Justifier la convergence et calculer la somme des séries suivantes :

a.Zln(l—i—n b. >
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Pour la question e¢., on pourra déterminer la valeur de 1 + j™ + 2 pour n

congru & 0, 1 ou 2 modulo 3.

Suites adjacentes

Exercice 7
On considére les suites (up)nen €t (v )nen+ définies par :

n n

Vn e N*, uy, = ——In(n) et wv,=

1
= ——In(n+1
PN ( )

ok

1) a. Montrer que (up)nen+ €t (v )nen+ sont deux suites adjacentes.

b. En déduire qu’il existe 7 € R et une suite (ay,) de limite nulle tels que :

no]
>, - =In(n)+v+a,
=1 k

(le réel v est appelé constante d’Euler)
2) a.
b. Démontrer que : Vn € N, |y — up| < |vp — upl.

Démontrer que : Vn € N v, < v < up.

¢. Ecrire un programme Python qui affiche une valeur approchée de v a 1074

pres.

Séries de Bertrand

Exercice 8 1
—— ou (o, p) € R2.
ne (ln(n))ﬁ

1. Cas a # 1. Comparer asymptotiquement wu, &

Pour tout n € N*, on note : u, =

n(+a)/2"
En déduire la nature de la série ) uy,.
(indication : on distinguera les cas o> 1 et a < 1)

2. Traiter le cas a = 1 & l'aide d’'une comparaison série-intégrale.

Reste d’une série convergente

Exercice 9 (d’aprés INP)

n 1 +o0 1
Poura>letn€N*,onposeS:Zk—aetRn: > T
k=1 k=n+1
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1. Encadrer R,, et en déduire un équivalent de R,,.
2. Etudier la convergence de la série Y 1;—: selon a.

3. Soit x, = R,2/R,,. Discuter la nature des séries >, z, et > (—1)"xzy,.

Formule de Stirling

Exercice 10
Le but est de prouver I’équivalent suivant (a connaitre) :

n
nl  ~ 27mn (2)

n——+oo e

n\/n U
1. Pour tout n € N*, on pose u, = vn et v, =1In )
e n! Uy,

a. Déterminer la nature de la série Y vy, puis de la suite (ln(un))neN*.

n
b. Montrer qu’il existe A € RY tel que : n! ~ A (ﬁ) Vn.
n——+oo e
2. Intégrales de Wallis

NIE]

On pose, pour tout n € N, w,, = / (sin(t))n dt.
0

a. Montrer que la suite (wy,)nen est positive, décroissante, et :

n+1
Vn € N, wn+2:n+2wn
2n)! T s
b. Montrer : Vn € N, wo,, = 22(71(73')2 X 5 et (n+1) wypprw, = 5

c. Déduire des questions précédentes deux équivalents de ws,, et conclure.

Séries a termes positifs et critéres de convergence des séries

Exercice 11 (d’aprés INP)
Soit (an)n>1 une suite réelle positive. Pour tout n € N*, on note :

n an
bp=[1(1+ar) et Un = 7=
k=1 n
n 1
1. a) Montrer : Vn e N*, >* up =1— —.
k=1 bn

b) En déduire que la série > u, converge.
1
2. Pour tout n € N*, on note : a, = —, ou a € R.
n

Etudier la convergence de la suite (by,).

Exercice 12
1. a) Soit z € [0,1]. Montrer que : 0 < 22 < .
b) On considére (z,) une suite de réels positifs.
Montrer que : Y. x, converge = Y. x2 converge.

2. Exhiber un contre-exemple dans le cas ou la série étudiée n’est pas a termes
positifs.

Exercice 13

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles.

On suppose que les séries Y. u,? et Y v,2 convergent.
1. Démontrer : Va € R,Vb € R, 2ab < a® + V2.

2. A D’aide de l'inégalité précédente, démontrer que la série > u, v, est (absolu-
ment) convergente.
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Exercice 14 0
. . . ug >
On consideére la suite (u,) définie par : { V?Oz €N, U1 =t + 1y’
1) a. Montrer que la suite (u,) est croissante.
b. Montrer que la suite (u,) diverge vers 4+00.
In(uy,)
TR
a. Montrer que pour tout ¢t > 0 : In(1 +¢) < t.

2) On pose, pour tout entier naturel n, v, =

1

b. Montrer que, pour tout n € N: 0 < vpy1 —vp < ———.
on+1 Up,

o

d. En déduire que la suite (v, )nen converge. On note £ sa limite.

3) a. Montrer, a ’aide de la question 2b :

1
Vn e N,VpeN, 0 < vpgpy1 —vp <
2™ up,
1
b. Montrer que, pour n € N: 0<{— v, < on
Un,

2 . n
c. En déduire : u, ~ 2"’

n—-+oo

. Montrer que la série de terme général v, 1 — v, est convergente.

Transformation et théoréme d’Abel

Exercice 15
1. Soient (uy) et (vy,) deux suites complexes. Soit (M, N) € N? vérifiant : M < N.

Démontrer :
N N
Y Un (Vpg1 —Vp) = UNUN41 —UM UM —  p,  Up (Un — Up—1)
k=M k=M+1

. . 1 .
2. Soit §# € R\ 27Z. En considérant u, = — et v, a déterminer, démontrer que la
ind K
série de terme général

converge.

3. Plus généralement, démontrer que si (u,) est une suite réelle décroissante conver-
geant vers 0, et (v,) une suite complexe dont les sommes partielles sont bornées,
alors la série Y wu, v, converge.

Régle de d’Alembert

Exercice 16

u
Soit (un)nen une suite a termes strictement positifs. On suppose : lim ntl _

n—-+oo Up,
(€ (Ry U {+00}).

1. Supposons : £ > 1 ou £ = 4+o00. Démontrer que la série Y wu, diverge.

2. Supposons : £ < 1. Démontrer que la série ) u, converge.
3. Que peut-on dire dans le cas n = 17 Donner des exemples.
4. Application. Déterminer la nature des séries suivantes.

1 /2n nle”
R b -
2% 5 () ) @y
5. Critére de Cauchy. On suppose cette fois : /u, —+> £. En procédant de
n——+0oo

maniére analogue, montrer que :

a) sif > 1, alors Y u, diverge,

b) si ¢ <1, alors > wu, converge.
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Critére spécial des séries alternées

Exercice 17

Soit (up)nen une suite de réels strictement positifs, décroissante et telle que :
n

lim w, = 0. Pour tout n € N, on pose : S, = > (—1)F u.
n—+oo k—0

1. Montrer que les suites (Sa,,) et (So,+1) sont adjacentes.
2. En déduire que la série Y (—1)" u, converge.

3. Montrer que pour tout n € N, on a I'inégalité suivante sur le reste :

—+00

S(=DFu

k=n

< Up

4. Application.
Déterminer les valeurs des réels a et [ telles que la série )

converge.

Régle de Raabe-Duhamel

Exercice 18 (d’aprés TPE - écrit ESA 2009)
Soit (uy) une suite & termes strictement positifs.

1
Un+1:1_ﬁ+ 0 <>
Un n n—4oco n

1. Soient (z,,) et (yn) deux éléments de (RN telles que, & partir d’'un certain

On suppose qu'il existe 8 € R telle que :

rang :
Tnt+l _ Yn+l
n < n
In Yn
Montrer : z,, = O (yn).
n—-+oo
2. Soit a € R tel que o # 5.
; U w
Trouver un équivalent de ntl _ n+1, ou Wy, = 5.
Up, Wy,

3. Montrer que si > 1 (resp. 5 < 1), alors la série ) u,, converge (resp. diverge).

4. Montrer que pour 8 = 1, on ne peut pas conclure a priori sur la nature de la
série Y up.

1 1
(indication : on pourra considérer les cas des séries ), — et ), ——5—)
n nln(n)
Sommes télescopiques
Exercice 19
. . . 0
On consideére la suite (ay) est définie par : { 3212 N, any = e q,

a. Montrer que : Vn € N, a, > 0.

b. Quelle est la nature de la suite (a,)?

c. Montrer que la suite (a,) est convergente et déterminer sa limite.
d. On pose b, = In(a,). Calculer b,11 — b, en fonction de a,.

e. En déduire la nature de ) ay,.
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Exercice 20
On considére la fonction f définie sur R par :
fla)=

On appelle (uy,) la suite définie par :

u0::1
Vn eN, upt1 = il
’ f(un)

1) a. Etudier la fonction f et dresser son tableau de variations.
b. Montrer que (uy,) est strictement positive et strictement décroissante.

c. En déduire que (u,) est convergente et donner sa limite.
Un+1
Un,

On pose pour tout n € N: v, = —1.

2) a. Montrer que (vy,) est strictement négatif.
b. Montrer que (vy,) est convergente de limite nulle.

n—1
c. Pour tout n € N*, simplifier > In(1 + v).
k=0

d. En déduire la nature de la série ) vy,

Dans la suite, on admettra :

2
T 2 9

il 1-—= <
4 et fe 7T v

N

vz € [0,1],

3) a. En déduire la nature de la série > u,?.
b. En utilisant le résultat de l'exercice 12, déterminer la nature de > u,.

Exercice 21
U 6]0,”

On considére la suite (u,) définie par : { Vn € N,

Upp1 = Up — U2
1. Montrer : Vn € N, u, € ]0,1].
2. Montrer que la suite (u,) converge et donner sa limite.

3. Etudier la nature de la série > u2 et donner sa somme, si elle existe.

u
4. Prouver que la série ) In ( "H) est divergente.
Unp,
5. En déduire la nature de > uy,.

Comparaison séries intégrales

Exercice 22
On définit la fonction :

f @ 2,400 — R

1
x —
2 —1
i ) 1 1
1. Démontrer que pour tout réel x >2ona: — < f(z) < 1
x T —

n
2. Pour tout entier n > 2, on définit l'intégrale : I,, = / f(x) dx.
2

a. En utilisant I'inégalité de la question 1., démontrer :

lim I, = 4+
n—-+00

b. On définit la fonction F' suivante :
F : [2,4] — R
x —  In(z + Vz? - 1)

Calculer la dérivée de F.
En déduire une expression de I,, en fonction de n.
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c. Déterminer la limite de I,, — In(n) quand n tend vers +o0.

3. On définit, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :
n 1
=Y ——
k=2 Vk?—1
a. Pour tout k entier supérieur ou égal & trois, montrer qu’on a :

k+1 1 k
/ f@) dr< ——— < [ @) da
k k—1

b. En déduire : Vn > 3, I,41 < S, < I, +

c. Démontrer : S, ~ In(n).

n—-+oo

4. On considére a € R et on définit, pour tout entier n > 2 :
n 1
T, = —_—
LW
a. Dans cette question, a = 1. Trouver deux réels a et b tels que :

1 _a n b
-1 k—1 k+1

En déduire une expression de T}, et sa limite quand n tend vers -+oo.

b. Pour quelles valeurs de « la suite (7},) est-elle convergente ?

Exercice 23
On note f la fonction définie sur |1, +o0[ par :

Vz € ]1,4+o00[, f(z) =

xIn(z)

1) Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe représentative.
k

2) Montrer : Vk >3, on a: f(k) < f(t) dt < f(k—1).
k—1

Pour tout entier naturel n > 2, on note : S, = Z f(k).

k
1
3) a. Montrer que : Vn > 3, S, f(t)
~ nln(n)
b. En déduire que pour tout entler naturel n >
1

In(In(n)) — In(In(2)) < S, < In(ln(n)) — In(In(2)) +

c. Etablir que : S,, ~ In(In(n)).

n—-+oo

Pour tout entier naturel n > 2, on note :
Up =Sy, —In(In(n+1)) et v, =S, —In(In(n))

4) A T’aide de la question 2, montrer que les suites (un)n>2 et (vn)n>2 sont adja-

centes. On note ¢ leur limite commune.
1

nin(n)
(indication : on pourra commencer par démontrer que vy, — £ < vy — Up)

5) a. Montrer, pour tout entiern > 2: 0 < v, — ¢ <

b. En déduire une fonction en Python qui calcule une valeur approchée de £
a 1073 pres.



