Feuille d’exercices 22 : Déterminants PCSI
Calculs pratiques Exercice 4
St 51 St o 5
Exercice 1 Sp Sy Sy -+ Sy %
Calculer sous forme factorisée les déterminants suivants. Soit n € N*. Calculer | 51 S2 S3 ==+ S3 | o1, pour tout k € [1,n], Sp =S i
S i=1
a0 bbb Si S S-S
b e o d) e b e o Indication : on pourra commencer par effectuer l'opération Ly, < L, — L, _1.
a b c d
b ¢ Exercice 5
b) |¢c a b a c c b Calculer les déterminants de taille n suivants :
b ¢ a e) c a b c
c b a c 0 1 1
1 1 1 b ¢ ¢ a 1 1 1
c) | cos(a) cos(b) cos(c) D, = . (0) Ay, = |
sin(a) sin(b) sin(c) 1 (0 1 : 1
1 1

Exercice 2. Identité de Lagrange
c —d

Soit (a,b,c,d) € R*. Calculer de deux facons différentes : ‘ Z _ab ‘

Reconnaissez-vous cette égalité ?

Exercice 3

a b ¢
a) Calculer | a®> b 2
a® b A

a+b b+c c+a
b) En déduire | a®>+6* b+ *+a?
a3+b3 b3+C3 03+a3

Déterminant et matrice

Exercice 6
a) Soit A = (am-) € .//n((C) On note A = (Ei,j) S .//n((C)

Former une relation liant det(A) et det(A).

b) Soit A € .#,(C) telle que : AT = A. Démontrer : det(A) € R.

Exercice 7
Soit A une matrice antisymétrique réelle d’ordre 2n + 1.

Démontrer : det(A) = 0. Ce résultat est-il encore vrai lorsque A est d’ordre pair ?

Exercice 8
Montrer que le déterminant d’une matrice nilpotente est nul.
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Autour du déterminant de Vandermonde

Exercice 9

Soit (a, b, c) € K3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme

Exercice 12
Dans les trois cas, montrer que la famille L est une famille libre de E & ’aide d’un
déterminant de Vandermonde.

(d’inconnues z, y, z) suivant admette une unique solution. Donner la le cas échéant. | 1- L = (X + ar)")refo,n dans B = K, [X] ot ao, ..., an sont des scalaires deux

r + ay + a’?z = a*
r + by + bz = b
r + cy + Atz = ¢

Exercice 10
Calculer le déterminant de la matrice (ij )

1<i,j<n”

Exercice 11. Déterminant de Vandermonde lacunaire

Soit (x1,...,zy,) € K™

1. Calculer le déterminant :

I
1 xo
3
1 z,
2. Si k € [1,n], généraliser a :
1 X9 . e xzk_l

" 1"
xo" To"
.%'3” 903”

In Tn

:L'ln
l’gn
J}3n

T,

a deux distincts.
2. L=(z+ e/\””)AE]R dans E = C°(R,R).
3. L=(zw— sin(/\av)))\elRi dans E = C°(R,R).

Exercice 13

Soit (z1,...,x,) € R™. Calculer le déterminant :
1 cos(z1) cos(2xy) --- cos((n—1)x;)
1 cos(xg) cos(2xe) --- cos((n—1)z2)
1 cos(zy) cos(2x,) -+ cos((n—1)x,)
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Déterminant et endomorphisme

Exercice 14

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.

Soit f € Z(F) vérifiant : f2 = —idg.

Montrer que ’espace vectoriel E est de dimension paire.

Exercice 15
On note : V ={z — e” P(z) | P € R,[X]}.

a) Montrer que V' est un sous-espace vectoriel de F(R,R) dont on déterminera la
dimension.

b) Montrer que l'application D : f — f’ est un endomorphisme de V dont on
calculera le déterminant.

Exercice 16
Dans chacun des cas suivants, calculer det(f) ou f est ’endomorphisme de K,,[X]
défini par :

1. f: PP+ P
2. f: P P(X +1)— P(X)
3. f: P X P(X)+P(1)

Exercice 17
Soit ® D’application qui & toute fonction f de CO(R,R) associe la fonction ®(f)
définie, pour tout x € R :

z+1
<I>(f):x'—>/ F(t) dt

1. Montrer que pour tout n € N, 'application ® induit un endomorphisme ®,, de
R, [X].

2. Calculer le déterminant de ®,,.

Vers la deuxiéme année

Exercice 18
On note : E = R3. On note de plus & = (e1, €2, e3) la base canonique de E.
On note enfin f 'endomorphisme de E dont la matrice associée dans la base %

est :
3 -2 -3
A= 1[-2 6 6
2 -2 =2

a) On note x4 le polynoéme y4(X) = det(A — X I3). Expliciter ce polynome et

déterminer ses racines.
0
0].
4
Exercice 19. Mairice compagnon et polynéme caractéristique

Soit n € N. Soit P un polynéme unitaire de K[X] de degré n. Alors il existe

10
b) Déterminer une base C = (e1,¢2,¢3) de E telle que : Mate(f) = (O 2
00

(agy...,an—1) € K" tel que :
PX) = ap+a1 X+ F a1 X" 14 X"
On note :
0 0 O 0 —ag
1 0 O 0 —ai
0 1 0 0 —as
C =
o o0 --- 0 1 —ap_1

On dit que la matrice C' est la matrice compagnon de P.
On note x¢ le polynome yo(X) = det(X I, — C). Expliciter xe.
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Exercice 20. Déterminant circulant
Soit (ag,...,an—1) € C™ On note f I’endormphisme de K" dont la matrice associée
dans la base canonique de K" est :

ap a1 - Gpe1
p—-1 Qo - Gp-2
M =
a1 as - agp
2ikm
1. Pour tout k € [0,n — 1], notons wy, = e n et Cp = (1 wp wp? --- "1,

Montrer que (Cy,...,Cy_1) est une base de C".

2. Donner la matrice de ’endomorphisme de K™ canoniquement associé & M dans

n—1
cette nouvelle base. On pourra introduire le polynome P(X) = 3 ap X*.
k=0
3. En déduire le déterminant de M en fonction de P et des wy.
n—1
4. a) Montrer : 1 — X" = [] (1 — Xwg).
k=0

b) Montrer que pour tout a € C :

1 a a" 1
an—l 1 an—Z
) _ (1 o an)nfl
a a? 1




