PCSI

Programme de colle - Semaine 1

Notation

On adoptera les principes suivants pour noter les étudiants :
x si I'étudiant sait répondre & la question de cours, il aura une note > 8.

x 81 Iétudiant ne sait pas répondre & la question de cours ou §’il y a trop d’hésitations, il aura une
note < 8.

Questions de cours

o Distributivité de ET sur 0U.
Soient p et g deux propositions mathématiques.

La proposition (p ET (¢ QU 7“)) a méme valeur de vérité que la proposition ((p ET ¢q) OU (p ET r))

Démonstration.

(i) Supposons que p ET (g OU r) est vraie.
Ceci signifie que les propositions p et ¢ QU r sont vraies toutes les deux.
Ainsi, I'une (au moins) des propositions ¢ ou r est vraie.
On procede alors par disjonction de cas sur la valeur de vérité (par exemple) de g.

x sl g est vraie : alors p ET g est vraie.
Ainsi, la proposition (p ET q) OU (p ET r) est vraie.
x sl q est fausse : alors comme ¢ OU 7 est vraie, r est forcément vraie.

On en déduit que p ET r est vraie.
Ainsi, la proposition (p ET ¢) OU (p ET r) est vraie.

La proposition (p ET ¢) OU (p ET r) est donc vraie (puisque vraie indépendamment de la va-
leur de q).
(iz) Supposons que p ET (¢ OU r) est fausse.
Ceci signifie que 'une (au moins) des propositions p ou g OU r est fausse.
On proceéde alors par disjonction de cas sur la valeur de vérité (par exemple) de p.

x si p est vraie : alors ¢ OU r est fausse. Ainsi, ¢ et r sont fausses.
On en déduit que p ET ¢ et p ET r sont fausses.
Ainsi, la proposition (p ET q) OU (p ET r) est fausse.

x 8i p est fausse : alors p ET ¢ est fausse et p ET r est fausse.

Ainsi, la proposition (p ET ¢) OU (p ET r) est fausse.

La proposition (p ET ¢q) OU (p ET r) est donc fausse (puisque fausse indépendamment de la va-
leur de p).
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« Somme des n premiers entiers.

Soit n € N.

Démonstration.
TOUTE REDACTION DE LA RECURRENCE QUI DIFFERE NE SERAIT-CE QUE D’UN CARACTERE DE LA
REDACTION SUIVANTE SERA CONSIDEREE COMME FAUSSE

n 1
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou  ZL(n): Y. k = n(n;—)
k=1
» Initialisation :
0
x D'une part : > k= > k=0.
k=1 kew
0x (041
x D’autre part : X(2+) = 0.
D’oa Z(0).
» Hérédité : soit n € N*.
n+41 1 2
Supposons Z(n) et démontrons &P (n+ 1) (i.e. > k = (n+)2(n+))
k=1
n+1 n
Orona: > k = Zk)—i—(n—l—l)
k=1 k=1
_ nin+ 1) +(n+1) (g?ar hypothese de
2 récurrence)
n+1
= "l
2
D’ou Z(n+1).
n 1
Par principe de récurrence : Yn € N*, Y k= n(n;)
k=1
« Somme des n premiers carrés d’entiers.
Soit n € N.
z": 12 n(n+1)(2n+1)
k=1 6
Démonstration.

TOUTE REDACTION DE LA RECURRENCE QUI DIFFERE NE SERAIT-CE QUE D’UN CARACTERE DE LA
REDACTION SUIVANTE SERA CONSIDEREE COMME FAUSSE
n(n+1)(2n+1)

n
Démontrons par récurrence : Vn € N*, Z(n) ou  P(n): Y. k* = 5 :
k=1

» Initialisation :

0
« D'une part : > k2= Y k2 =0.
k=1 k€D
0x(0+1)(2x0+1)

6

x D’autre part : = 0.

D’oa Z(0).



» Hérédité : soit n € N*,

Supposons Z(n) et démontrons Z(n+ 1) (i.e. >, k? = (n+ )(n—g J@n+3)
k=1

)

n+1 n
On écrit: > k2 = (X k) +(n+1)?
k=1

(par hypotheése de
récurrence)

= n46—1 (n+2)(2n+3)

D’ou Z(n+1).

n 1)(2 1
Par principe de récurrence : Vn € N*, 3 k2 = nn + )6( nt )
k=1
Somme des n premiers cubes d’entiers.
Soit n € N.

Démonstration.
TOUTE REDACTION DE LA RECURRENCE QUI DIFFERE NE SERAIT-CE QUE D’UN CARACTERE DE LA
REDACTION SUIVANTE SERA CONSIDEREE COMME FAUSSE

n n?(n +1)?

Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou P(n): S k3 =
» Initialisation :

0
x D'une part : > k3= Y k3 =0.
k=1 kew

02x (0+1)*

x D’autre part : 1 =0.

D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N*,

n+1 1 2 2 2
Supposons Z(n) et démontrons Z(n+ 1) (i.e. > k3 = (n + )4(n +2) )
k=1

n+41 n
Onécrit: Sk = (L B)+(n+1)3
k=1 k=1

2 12
= 2T (”Z LT

= “ZW (n? + 4(n + 1))

12
= % (n? + 4n + 4)

_ (n+1)?
i (n+2)?

(par hypothese de
récurrence)

Dot Z(n+1).
n 2 1 2
Par principe de récurrence : Yn € N*, Y k3 = n(n4+)
k=1



Connaissances exigibles

o Définitions d’une proposition et d’un prédicat
o Connecteurs logiques ET et OU
x Distributivité de ET sur 0U
x Distributivité de 0U sur ET
« Connecteur logique NON()
x Lois de De Morgan
x NON(NON(p)) a méme valeur de vérité que p
« Connecteur logique =
x Structure de démonstration d’une implication
x Transitivité de =
x Contraposée et structure de démonstration associée
x Négation d’une implication
x Implication réciproque
« Connecteur logique &
x Structure de démonstration d’une équivalence
x Vocabulaire : condition nécessaire, condition suflisante
x Négation d'une équivalence
o Quantificateurs
x Quantificateur universel V et structure de démonstration associée
x Quantificateur existentiel 3 et structure de démonstration associée
x Négation d’énoncés comportant des quantificateurs
« Structure de démonstration par I'absurde
o Structure de démonstration par disjonction de cas
« Résolution d’équations et inéquations.

On rappelle qu’il est indispensable de déterminer ’ensemble de définition d’une équation / inéquation
avant de chercher  la résoudre.

« Récurrences simple, double, forte
o Sommes finies :

x Notation )

x Sommation d’une constante

x Sommation par paquets (ou relation de Chasles discréte)
x Sommation sur une union d’ensembles

x Linéarité de )

x Deécalage d’indice et sommation dans l'autre sens

x Sommes télescopiques

x Sommes finies usuelles : somme des n premiers entiers, des n premiers carrés d’entiers, des n
premiers cubes d’entiers et somme géomeétrique



On sanctionnera fortement les points suivants :

x toute confusion d’objets,

x toute confusion variable libre / liée (ou muette),

x tout oubli d'introduction de variable (cela rejoint le point précédent),

x toute erreur de logique (absence ou erreur de connecteur logique par exemple),
x toute transgression a la rédaction de la récurrence vue en classe,

x tout manque de réflexe dans 'utilisation des structures de démonstration citées ci-dessus.




