PCSI

I.

Colles

Semaine 21 : 3 mars - 7 mars

Questions de cours

Exercice 1
Reésoudre dans C 'équation i 22 + (1 +4) z = 2.

Exercice 2
Soit f: I —>Retzgel

Démontrer :
f est dérivable - f admet un développement limité
en xg d’ordre 1 en xg
. ) o . ap = f(xo)
Démontrer de plus que, lorsque ce développement limité existe, ses coefficients sont : F(z0)
a] = i)

Exercice 3
Enoncer et démontrer le théoréme de Rolle.

Exercice 4

Déterminer le développement limité & 'ordre 4 en 0 de la fonction x —

sin(z)

\/:134—1'

I1. Exercices

Utilisations locales de la dérivabilité

Exercice 5
Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

1.
2.
3.

10.
11.

La dérivée d'une fonction paire (resp. impaire) est paire (resp. impaire).

Si f et g sont dérivables sur R, la fonction max(f,g) est continue sur R et dérivable sur R.

Si f est définie sur [—1, 1], dérivable sur | — 1, 1[ et bornée sur [—1, 1], alors il existe zp € | — 1,1]
tel que f'(x¢) = 0.

. Toute fonction croissante sur R est dérivable & droite en tout point.

Toute fonction croissante et dérivable sur R a une fonction dérivée positive ou nulle en tout point.

Toute fonction strictement croissante sur R et dérivable en x¢ € R a une dérivée strictement positive
en xo.

Si f est dérivable sur [0, 1], alors 71i1r1% 7'(t) = f(0).
H
Si f est définie sur [0, 1], dérivable sur |0, 1] et si }/in(l) f'(t) existe dans R, alors f est dérivable en 0
—
et lim f/(¢t) = f/(0).
t—0
Soit f une fonction dérivable sur R et vérifiant : ET f(z) =0 e R. Alors EI_P f(x)=0

Soit f une fonction 1-périodique telle que f|( 1) est dérivable. Alors f est dérivable sur R.

Soit f une fonction 1-périodique telle que f|j 9 est dérivable. Alors f est dérivable sur R.
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Exercice 6
Etudier la dérivabilité en 0 de la fonction f suivante :

f o+ 0,400 — R
x — cos (v/x)

1. en revenant a la définition de la dérivabilité en un point,

2. en utilisant le théoréme de la limite de la dérivée.

Exercice 7
Montrer que la dérivée d’une fonction paire (resp. périodique) est une fonction impaire (resp. pério-
dique).

Exercice 8

On pose : f = arcsin®.

1. Déterminer une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont des fonctions polynomiales
et admettant f’ comme solution.

2. En déduire que, pour tout n € N*, f(*+2(0) = n2 f()(0).

3. Donner alors, pour tout n € N, une expression explicite de f((0).

Etude de (1)

Exercice 9

e? —e™ 7T

et et ’
a) Montrer que f est définie sur R.

On considére la fonction f:z —

b) Montrer que f est bijective de R vers un intervalle & préciser.
¢) Dresser le tableau de variations de f~1.
d) Quel est I'unique antécédent de 0 par f? En déduire (f~1)'(0).

e) Donner une expression générale de (f~1).

Exercice 10
On note f:z+— x €.

a) Quel est I'ensemble de définition de f? Etudier ses variations.

b) Montrer que f réalise une bijection de R* dans I, ot I est un intervalle & préciser.
c¢) On note h la bijection réciproque. Déterminer sa dérivée h'.

d) Faire une étude compléte de h (variations, allure de la courbe).

e) Justifier que I'équation e™*

I’aide de h.

= 2x admet une unique solution réelle, et exprimer cette solution &
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Développement limité a 'ordre 1 en x

Exercice 11
Soit f une fonction dérivable en a.

2 . 2
Le but de 'exercice est de déterminer : }llir% (f(a+3h)) . (fla —h)) .
_>

a) On consideére la fonction h: z — f(a + x).
Montrer que la fonction h est dérivable en 0.

b) Ecrire le dévelppement limité & I’ordre 1 de la fonction h en 0.
(on utilisera ’écriture avec la fonction (.))

¢) En déduire une écriture de (f(a + x))? pour z au voisinage de 0.

d) Démontrer que : (f(a +z))? = (f(a))? +2zf(a)f'(a) + o ().
Conclure. v

Caractére C"/C™

Exercice 12

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer ’ensemble de définition, les éventuels prolongements
par continuité, et déterminer la classe la plus fine possible de la fonction (éventuellement prolongée).
Donner ’équation des tangentes (si elles existent) aux points qui posent probléme.

a)f::vr—>e$+% d) fiaw Jre™
b)f:w»—>x2ln<1+ e) f:x— x\r+a2

c) frx—(1—2)V1—2a2 f)f:mr%ei\iil

8|

Exercice 13
14+x six>=0

e” six <O

a) Montrer que f est de classe C! sur R.

On considére la fonction f: x — {

b) Montrer que f n’est pas deux fois dérivable sur R.

Calcul de dérivée néme

Exercice 14
Calculer la dérivée n®™e de :

a) fram (a®+1)e” c)f:xr—>1
-z

b) f:xr 2?2 (14 2)" d) f:z— (sin(a:)+m(cos(x))2)a:

Exercice 15
Soit n € N. Calculer les dérivées n®™¢ des fonctions suivantes :

a) x — 22 sin(x) ¢) x> e’ sin(z)
b) x> 22 (1+2)"
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Théoréme de Rolle

Exercice 16
Soit f : [a,b] — R deux fois dérivable et telle que f(a) = f'(a) et f(b) = f'(b).

Montrer qu’il existe un élément ¢ € Ja, b tel que f(c) = f"(c).
(on pourra introduire la fonction g : x — €* (f(z) — f'(x)))
Théoréme des accroissements finis

Exercice 17
Soit f : R — R une fonction dérivable sur R. Démontrer :

Vo> 0,3e>0, f(z) - f(—a) = o(f(c) + /()

(on pourra introduire la fonction ¢ : x — f(x) — f(—x))

Exercice 18 1
Soit f une fonction réelle dérivable sur [0,1] et telle que : f(1) — f(0) = 3

Montrer que f’ n’admet aucun point fixe.

Exercice 19
Soit f une fonction réelle dérivable sur R et telle que : 2 f(1) = f(2).

Montrer que le graphe I' de f admet une tangente passant par lorigine du repére dans lequel on trace
r.

Exercice 20
Majorer, lorsque (a, b) est un couple de réels et n est un entier naturel supérieur ou égal a 2, le nombre
de solutions réelles de ’équation =™ + ax + b = 0.

Applications de I'TAF

Exercice 21

On considére la fonction f suivante.

f 110,400 — R

et —1

a) Calculer, pour tout z € ]0, +oo|, f'(z).

le

o 1P
¢) Etudier les variations de la fonction g : [0, +0o[ — R définie, pour tout x de [0, +-oc, par : g(z) =
xe® —2e" + x4 2.
En déduire : Vz € |0;4o00[, f"(z) > 0.

b) Montrer que Va € |0, 4+o0[, f"(z) = ze® — 2e" + x + 2).

1
d) En déduire le sens de variation de f (on admettra que f/(z) — —5)
z—0

On précisera la limite de f en 4o00. Dresser le tableau de variation de f.

U()Zl

e) On considére la suite (u,) par : { Vi €N, uni1 = f(un)

et 0 < f(z) < 1.

NN

Montrer Va € ]0, +o00], |f/(w')‘ <
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f) Résoudre 'équation f(z) = x, d’inconnue z € ]0, +oo|.
1
g) Montrer Vn € N, |up41 —In2| < B |uy, — In2|.
h) Etablir que la suite (u,),en+ converge et déterminer sa limite.
Exercice 22

UOZO

it 1 ite 1 i :
Soit la suite la suite (uy,) par { Wn €N, upy1 = Vi F 1

On pose f(z) =z + 1.
1
a. Montrer que [0, 2] est stable par f et que : Vo € [0,2],|f"(z)| < 5

b. Déterminer les points fixes de f. Notons r 'unique point fixe dans [0, 2].

c¢. Montrer que Vn € N,0 < u,, < 2.

lup — 7| . 1
puis que |u, — r| < o1

d. Montrer que Vn € N, |up41 — r| <

e. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
f. Déterminer un entier N tel que Juy — | < 1077,

g. Ecrire un programme Python donnant une valeur approchée de r & 1072 prés.

Exercice 23

N

T

On considére la fonction f:x—e” 2.

L - . . ug € [Oa 1]
On deéfinit la suite (u,,) par : { Vi €N, w1 = flun)

1. Montrer que I’équation f(x) = = admet une unique solution dans [0, 1], que ’on notera a.

2. Montrer que l'intervalle [0, 1] est stable par f.
En déduire que : Vn € N, wu, € [0,1].

—_

3. a) Montrer que : Vx € [0,1], |f'(z)] < —=

NG

b) En déduire que : Vn € N, |up41 — af <

D

1

Ve

lun, — .

1 n
¢) Puis que : Vn € N, |u, — | < <\/é> .

d) En déduire enfin que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 24
On consideére la suite (u,) par : up =4
n) par : Vn € N, un+1:4_|_ln%

1
a) Soitf::c»—>4+%.

Etudier la fonction f et montrer que [1, 62] est stable par f.

b) Etudier le signe de f(z) — = sur [1,e2]. En déduire que f posséde un unique point fixe dans cet
intervalle.

¢) Montrer que pour tout n, u, existe et appartient a l'intervalle [1,e2].
d) Etudier la monotonie de (u,) et montrer qu’elle converge vers une limite L & préciser.

e) A Taide de I'inégalité des accroissements finis, donner une majoration de |u, — L| en fonction de n.
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Exercice 25
Soit n € N, on considére la fonction suivante :

fn s R =5 R
n gk
T = e Z::k—

1
1. Démontrer que f, est dérivable sur R et que, pour tout = € [0, 1] ’ fh(x ’ S5

no1
2. En déduire que la suite réelle <Z k') converge et calculer sa limite.
k=0 ™/ neN

Exercice 26 "
Soit a € R’.. Pour tout n € N, on pose : S, = Z pe.

1. Démontrer, pour tout p € N: (a4 1) p* < (p + 1)t —petl < (a+ 1) (p+ 1)
2. Démontrer que, pour tout n € N : n® < (a+1) 5, < (n+ 1)+

3. Déterminer un équivalent « simple » de la suite (Sp)nen puis la limite, si elle existe de la suite
(n? Sp)nen= pour chaque valeur du réel 3.

Exercice 27
On considére la fonction f définie par :

f iR = R

x+1 Xln(aj)

six#1
1 six=1

Démontrer que la fonction f est continue sur son ensemble de définition.
Démontrer : Vo > 0, In(z) < z — 1.

Construire le tableau de variations de f et démontrer : Vo > 1, f(z) < x

™ o~

Soit a > 1. On définit la suite (z,,)nen par :

o = a
Vn €N, rpi1 = f(l'n)

a) Démontrer que la suite (x,,) est bien définie et & valeurs dans |1, 4o0].
b) Etablir que la suite (x,) converge et déterminer sa limite /.
¢) Démontrer qu’il existe un entier ng tel que :

1
Vn =ng, |xpy1 —4] < 3 |z, — /|

d) En déduire :

1
e) En déduire : z, =4+ o <n)

n—-+oo

Exercice 28

. . . . U € ]%7 +OO[
Etudier la suite (u,) définie par :

Vn € N, upt1 = v3u, — 2
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Exercice 29

up € R

Etudier la suite (u,,) définie par : 3

Vn €N, -2
" Unt 2uZ +1

Fonctions lipschitziennes

Exercice 30
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b. Soient f et g deux fonctions définies et lipschitziennes sur [a, b].

1.

Démontrer que f 4 g et f x g sont lipschitziennes.

1
2. Démontrer que, si f ne s’annule pas sur [a, b], la fonction 7 est lipschitzienne.

3. Les résultats précédents restent-ils nécessairement vrais si f et g ne sont pas définies sur un segment ?

Exercice 31
Soit f une fonction réelle définie sur R.

1.

Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.
a) Démontrer que si la restriction a [a, b] de f est lipschitzienne, alors elle est borneée.

b) Ce résultat est-il encore nécessairement vrai pour la restriction de f & un intervalle non borné
sur lequel cette derniére est supposée lipschitzienne 7

On suppose f lipschitzienne sur R. Démontrer que, pour tout p € | — oo, —1[, la fonction g : z —
2P f(x) admet 0 comme limite en +oo.

Soit (a,b,c) € R? vérifiant : @ < b < c. On suppose que les restrictions de f sur [a, b] et [b,c] sont
lipschitziennes. Montrer que la restriction de f sur [a, c] est lipschitzienne.

Exercice 32

Soit I un intervalle fermé de R. Soit g une fonction réelle définie sur I vérifiant : g(I) C I. On suppose
qu’il existe k € ]0,1[ tel que g soit k-lipschitzienne sur I. On définit par récurrence une suite réelle
(un)nGN par:

ug € 1
Vn €N, uy1 = g(un)

1. Justifier que la suite (u,) est bien définie.

2. Montrer que, pour tout r € N* @ |upy1 — up| <k |up — up—1].

8. En déduire que, pour tout (p,q) € N? vérifiant ¢ > p >0 :

(1= k) lug = up| < K |ur = uol

. Montrer que la suite (u,) est bornée.

On admet Dexistence d’une application ¢ : N — N strictement croissante telle que la suite (uw(n))
converge vers un réel noté L.

neN

a) Démontrer : Vn € N, p(n) > n.

b) En appliquant la question 2., montrer que la suite (u, — ugp(n))neN converge vers 0, puis que
(up) converge vers L.

¢) Vérifier : g(L) = L. Puis démontrer :

k™ |’LL1 — UO‘

N, |lu, — L| <
Vn e N, |u | T %
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Convexité
Exercice 33
Démontrer les inégalités suivantes.

a) Ve eR, e* 2z +1 c) Vx € [l,e], Inx >
b) Vz €]0,400[, Inz <x—1

r—1
e—1

Exercice 34

) oty e b
Soient (a,b) € R%. Montrer que : s < :

Exercice 35
Etudier les fonctions suivantes, notamment la convexité et la présence de points d’inflexion. On finira
en tracant les courbes.

a) f:x— In(l+2?) d)f:x»—>21nx+3
b) f:x— xV1— a2 v

¢) frxrseTs + 22— 3

e) fix— —22+3r—Inx

Exercice 36

a) Montrer que la fonction f : z — —In(Inz) est convexe sur |1, +o0].

b) En déduire que : V(z,y) € |1, +oc[?, In (T) > /Inxz Iny.

Exercice 37

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(0) =0 et, pour > 0, f(z) = e
nx

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur [0, 1] (0 compris).

b) Déterminer la convexité de f sur [0, 1.

¢) Montrer que f posseéde un unique point d’inflexion sur cet intervalle et déterminer la tangente de
f en ce point.

d) Tracer une allure de la courbe représentative de f.

Exercice 38
Soit f : [a,b] — R de classe C? telle que f(a) = f(b) = 0.
On note M = sup |f”| et on considére :

. (¢ — a)(b— )

' (x —a)(b—x)
g:x— flx)— M 5 BT

et h:xz— f(z)+ M

a) Justifier lexistence de M.

b) Montrer que g est convexe et h est concave.

(ac—a,)(b—x).

¢) En déduire que, pour tout x € [a,b], on a: |f(z)| < M 5

Exercice 39

—1
Démontrer : Vo € [1,¢], 1 < In(z) < min (1: -1, f)
e — e
Exercice 40
sh (%)
Démontrer : Vr € R, x — 2 > 0.
ch (%)
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Exercice 41
1. Démontrer que la fonction In est concave.
2. En déduire, pour tout n € N* et tout (a,...,a,) € (Ri)n :

n n
< (Ila)" <
Z a; =1

1=1

3=

n
> G

=1

1
n

Exercice 42
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b. Soient f et g deux fonctions convexes sur ]a, b[. Soit A € R,

1. Démontrer que f + g, A- f et sup(f, g) sont convexes sur |a, b[.
2. On suppose que la fonction f est bijective et décroissante sur ]a, b].

a) Démontrer que f~' est convexe sur | f(b), f(a)[.
b) Que dire si f est bijective et croissante 7

Exercice 43
Démontrer qu’une fonction définie sur R, a valeurs dans R, convexe et majorée, est constante.
Calculs de développements limités

Exercice 44
Déterminer les développements limités & 'ordre 4 en 0 des fonctions suivantes.

PR sin(z) 3. x +— arccos(z)
vr+1
2. x s eVite? 4.z In(l1+z+V1+a?)

Exercice 45
Déterminer les développements limités & I'ordre 3 des fonctions suivantes.

1. o arcsin (1 + x) en 0 3. x + arctan (V3 cos(z) + /3 sin(z))
2+ en 0
1 , T
2. z+ (1+sin(z))* en 0 4. x> arctan (2 sin(z)) en 3

Exercice 46
Déterminer le développement limité de la fonction arcsin en 0 & tout ordre.

Exercice 47
On considére la fonction f définie par :

; e six#0
A
1 siz=0

1. Démontrer que la fonction f est de classe C' sur R.

2. Montrer que f réalise une bijection de R sur R% dont la bijection réciproque est de classe C! sur
R*.

8. On admet que f est trois fois dérivable sur R. Donner un développement limité de la fonction f~!
a lordre 3 en 1.
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Description locale du graphe d’une fonction

Exercice 48
On considére la fonction f définie par :

f 103 - R
z +— In(tan(z))

T
Calculer I’équation de la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse 1 et préciser la

position relative locale de cette courbe et de cette tangente.

Exercice 49
On considére la fonction f suivante :

[ =1 10\0} - R
e\/l—l—sin(ac) —e
m _
tan(x)

1. Démontrer que f se prolonge par continuité en 0 en une fonction que ’on nommera g.

2. Démontrer que g est dérivable en 0 puis préciser la position relative du graphe de g et de sa tangente
au voisinage de 0.

Exercice 50
On considére la fonction f définie par :

f+ R - R
1
T — exp () arctan(z) Va2 +z + 1
x

Préciser, si elles existent, les asymptotes du graphe de f au voisinage de +00 et de —oo, ainsi que les
positions relatives de ces asymptotes et du graphe de f au voisinage de ces mémes points.

Exercice 51
On considére la fonction f définie par :

f: R —- R

o exp (~)
o i N
2 +1

1. Démontrer qu’au voisinage de +oo (resp. —oo), le graphe de f est asymptote & une parabole dont
on donnera 1’équation.

2. Préciser la position respective de cette parabole et du graphe de f au voisinage de +oo (resp. —o00).

Exercice 52
On considére la fonction f définie par :

f :+]-1,4\{0} — R
In(1
) n(1+ )
x
Démontrer que la fonction f se prolonge en une fonction g trois fois dérivable sur | — 1, +o0[. On

précisera les valeurs de g(0), ¢'(0), ¢”(0) et g (0).

10
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Exercice 53 )

On considére la fonction définie sur | — 1, 400[\{0} par f : z +— — sin(z) In(1 + z).
x

1. Calculer le développement limité de f a l’ordre 2 en 0.

2. Démontrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 en une fonction g & préciser dont on
prouvera qu’elle est dérivable en 0.

3. Démontrer que g est de classe C! sur R,.

1
4. Onposeh:xz—xf <> Que peut-on en déduire & propos de h a partit du développement limité
x
d’ordre 2 en 0 de f7?

5. En déduire I’équation d’une asymptote au graphe de h et préciser la position relative du graphe par
rapport a ’asymptote.

Développement asymptotique des solutions d’une équation

Exercice 54
Pour tout n € N, on considére la fonction f, suivante :

fo o Inm—G,onm + B — R

x — e” tan(x)

1. Démontrer que, pour tout n € N, la fonction f, est bijective.

2. Démontrer que, pour tout n € N, ’équation tan(z) = e~* admet une unique solution a,, € Jnw —
™ i
5T+ 5 [.

3. Démontrer que la réciproque de fp admet un développement limité & tout ordre en 0. Calculer ce
développement limité a 'ordre 3.

4. Démontrer que, pour tout n € N: oy, = nmw + fo_l (e_”“).

. 7
5. En déduire : a,, = nm 4+ e " — 72T 4 5 e 3T 4 o (6*3”“).
n—-+oo

Exercice 55
On considére la fonction f suivante :

f: R = R
r — e'+x

) , x _ _ _
1. Démontrer : PR Y s 1—e™® +Ho+w(e ).

En dédui > -y < ! )
. En déduire : ———=1— — o |—).

In (f(x)) flx)  aoreo \ f(2)
3. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique réel x,, tel que : f(z,) = n.
1 1
. Démontrer : x,, = In(n) — In(n) + o <n(n)>
n—-+oo

n n

[\S)

~
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