PCSI

Colles

Semaine 7 : 14 octobre - 18 octobre

I. Questions de cours

Exercice 1
Soit E un ensemble.
Soient A et B des parties de E.

Démontrer :

AUB=A & BCA

Exercice 2
Soit E un ensemble.
Soient A et B des parties de F.

Démontrer :
Vo € E, 1anp(z) = min (La(z),15(z)) = La(z) x Lp(z)

Exercice 3
Soient E, F', G des ensembles.
Soit f : E — F une application.
Soit g : ' — G une application.
f est injective

1. Démontrer : C
g est Injective

} = go f:FE — G est injective

2. Démontrer : go f est injective = f injective

Exercice 4
Soient F, F, GG des ensembles.
Soit f : E— F une application.
Soit g : F' — G une application.

f est surjective

1. Démontrer : ..
g est surjective

} = go f:FE — G est surjective

2. Démontrer : go f est surjective = ¢ surjective

Exercice 5
Soient E et F' deux ensembles.
Soit f : E— F et g: F' — E des applications.

Démontrer :
go f=idg } N f et g sont bijectives.

fog=idp Deplus:g=flet f=g"
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I1. Exercices

Opérateurs ensemblistes

Exercice 6

Soient A et B deux parties d’un ensemble F.
1. Démontrer :

(ANB=AUB) = (A=DB)

2. Démontrer :
A\ (A\B) = AnB

Exercice 7
Soit E un ensemble.
Soient A, B et C des parties de E.
Démontrer que les trois assertions suivantes sont deux & deux équivalentes :
(i) (A\B)CC
(i1) (A\C)C B
(ii1) AC (BUC)

Exercice 8
Soit E' un ensemble.
Soient A et B des parties de F.
a) Que valent A\ @ et A\ A7
b) Montrer : A\ B=A< B\ A=B.
¢) Montrer : (A\ B)\ B= A\ B.

Exercice 9

Soit E un ensemble.

Soient A et B des parties de F.
a) Montrer : AN (BUC)=(ANB)U((ANC).
b) Montrer : AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
¢) Montrer : (ANB=AUB) & A=B.

Exercice 10
Soit E un ensemble non vide.
Soient A et B des parties de E.

Résoudre, en discutant éventuellement sur la nature des parties A et B, 'équation (ANX)U(BNX) =
d’inconnue X € Z(E).

Exercice 11
Soit E un ensemble.
Soient A, B et C des parties de E.

AUuB C AucC
Montrer : ANB c AﬂC}jBCC'
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Ensemble des parties d’un ensemble F

Exercice 12
Soit E un ensemble.
Soient A et B des parties de E.
1. Démontrer que Z(ANB) = Z(A)N P (B).
2. a) Démontrer que Z(AUB) D Z(A)U Z(B).
b) Y a-t-il égalité?

Exercice 13
On note E = {1} et F' = {1, x}.
a) Détailler Z(Z(F)) et Z(F).

b) Est-ce que 'un est inclus dans 'autre ?

Image directe d’une application

Exercice 14

Soit f : I — R une application définie et continue sur un intervalle I.

1. Si f est strictement croissante, que vaut f(I) dans le cas ou :

a) I =a,b] b) I =]a,b] c) I =]a,b|

2. Répondre a la méme question lorsque f est strictement décroissante.

3. Que peut-on dire dans le cas ou f est simplement (dé)croissante 7
Et si 'on ne connait pas la monotonie de f 7

Image réciproque d’un ensemble

Exercice 15
Soient E et F' des ensembles.
Soient A € Z(E) et B € P(F).
Soit f : E — F une application.

Démontrer : f(A N f‘ﬂ(B)) = f(A) N B.

Exercice 16
Soient E et F' des ensembles.
Soit f : E— F une application.
1. Démontrer : YA € Z(E), AC f~1(f(A)).
2. Etablir : f est injective & VA € Z(E), f~1(f(A)) = A.

Exercice 17

Soient F et F' deux ensembles.

Soient A une partie de E (A C E) et B une partie de F' (B C F).
Montrer : Ax B € ExF.

d) I=1a,b
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Caractére injectif / surjectif / bijectif
Exercice 18
Soit f: E — E une application vérifiant : fo fo f =idg.

Montrer que f est bijective et déterminer son inverse.

Exercice 19

Dans chacun des cas suivants, ’application f est-elle injective, surjective, bijective 7

R L R N 4 N LN 4oz
a) ) e) 5 i)
r — T r — T n — n+1l
f f [
b) Rt 4 R f) Qr = Q i) RT* 4% R
x = 1z x = oz z o 1
C)R1>R+ g)NiN k)@*iw@*
x = a2 n — n+1 x %
d)R+i>]R+ h)ZLZ I)Riﬂv
r o~ 2 n — n+l x = |z

Exercice 20

RA{-1} — R\{1}

On considére 'application g : T+ 2
o z+1
a) Démontrer que g est une bijection et déterminer sa réciproque.
R — |J—-1,1]
b) Répondre aux mémes questions pour f : N z "
14|z

Exercice 21

a) Soit f: R — R une application.
Montrer que si f est strictement croissante alors f est injective.

b) Le résultat précédent est-il vérifié si f est strictement décroissante 7

¢) Trouver les solutions de ’équation en x : x 4+ €* = 1.

Exercice 22
Soient E, F' et G trois ensembles, f: F — F, g : E — G deux applications.
On considére la fonction h suivante.
h :|E — Fx@G
= (f(x),g(x))

a) Montrer que si f ou g est injective, alors h est injective.

b) On suppose f et g surjectives. La fonction h est-elle surjective ?
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Exercice 23
a) L’application = — 2z est-elle injective, surjective, bijective, de R dans R? Et de N dans N7 Et de

Q dans Q7

b) L’application = — 2?2 est-elle injective, surjective, bijective, de RT dans RT ? Et de N dans N? Et
de Qt dans QT ?

Exercice 24
Soit f : R — R lapplication définie par :

2z

a) Soit y € R. Déterminer en fonction de y le nombre d’antécédents de y.
b) L’application f est-elle injective 7 Surjective ? Bijective ?

¢) Montrer : Vx € [-1,1], f(z) € [-1,1].
La restriction g : [—1,1] — [—1,1] de f est-elle bijective?

Exercice 25
Soient E, F,G, H des ensembles.
Soient f € A(E,F), g € A(F,G) et h € A(G,H).
On suppose que g o f et h o g sont bijectives.

Démontrer que f, g, h sont bijectives.

Exercice 26
Soit f une application de A dans B.

1. Montrer que f est surjective si et seulement si : VY € 2(B), f(f~1(Y)) =Y.
1

2. Montrer que f est injective si et seulement si : VX € Z(A), f~ (f(X)) =X.

Des propriétés contre-intuitives
Exercice 27

On note 2N I'ensemble des entiers naturels pairs.

N — 2N

Démontrer que application f : n s on

est bijective.

(conclusion : il y a autant d’entiers naturels pairs que d’entiers naturels!)

Exercice 28
Démontrer que les ensembles N et Z sont en bijection.

Exercice 29
Démontrer que 'application f suivante est bijective.

f : NxN —» N*
(a,b) +— 2°(2b+1)
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Applications sur Z(E)

Exercice 30
Soit F un ensemble et soit A € Z(E).

On note :
va  PE) — P(E)
X — ANX

ot (L

a) Sous quelle condition ¢4 est-elle surjective ? Injective ?

b) Méme question pour ¥ 4.

Exercice 31
Soient A et B deux parties non vides d’un ensemble FE.

PE) - PA) x P(B)
X = (XNA , XnB)
a) Démontrer : (f est injective ) = (AU B = E).

On considére 'appication f :

b) Démontrer : (f est injective ) < (AU B = E).

P(E) — P(FE)
X —~ AUX

(on pourra procéder par l'absurde et penser & former X1 N (AU B) ainsi que XoN (AU B))

¢) Démontrer : f est surjective <« AN B = &.

d) Démontrer : f est surjective = AN B = @.

(on pourra procéder par l'absurde et raisonner sur l'existence d’un antécédent ¢ (A\ ANB,ANDB))

e) Dans le cas o1 f est bijective, déterminer f~1.
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