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CH XX : Applications linéaires et représentations
matricielles

I. Représentations matricielles de vecteurs et d’ap-
plications linéaires

I.1. Matrice colonne associée a un vecteur
I.1.a) Définition

Définition Matrice colonne associée & un vecteur
Soit F un espace vectoriel.
On suppose que E est de dimension finie p € N*.
Notons A = (e1, ..

e Soit x € F. Il existe un unique p-uplet (z1,..

., €p) une base de E.
., xp) € KP tel que :
T = a1+ +Tp-ep

La base &g étant fixée, le vecteur x est entiérement déterminé par la
donnée du p-uplet (z1,...,zp), que 'on nomme coordonnées de z dans
la base Zp.

o Le vecteur x admet alors naturellement une représentation matricielle.
1l s’agit du vecteur colonne :
T
X = € Mp1(K)
Tp
On parle alors de vecteur (ou matrice) colonne associé a x dans la
base #. Dans la suite, on notera :

Matg(x) =

Lp

Exercice
On note %, = (Py, P1, P») la base canonique de Kq[X]. Plus précisément :

P(X)=1 et P(X)=X et PyX)=X?

On note %y = (Ro, R1, Re) la famille de vecteurs définie par :

Ro(X)=1 et Ri(X)=X-1 et Ry(X)=(X—-1)?

On considére : T(X) =2(X —1)2 - 3(X —1) — 4.
1. a) Quel est le vecteur colonne associé & Py dans la base % 7
Méme question pour P et Ps.
b) Quel est le vecteur colonne associé & T' dans la base % de Ky[X] 7
2. a) Démontrer que %3 est une base de Ky[X].

b) Quel est le vecteur colonne associé a Ry dans la base %y 7
Meéme question pour R; et Rs.

¢) Quel est le vecteur colonne associé & P dans la base %y de Ky[X] 7
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I.1.b) Isomorphisme de représentation

Théoréme 1.
Soit E un espace vectoriel.
On suppose que E est de dimension finie p € N*.
Notons B = (e1,. ..
Alors Uapplication :

,ep) une base de E.

¢ B = #p1(K)
zr +— Matg,(x)

est un isomorphisme de E dans A, 1(K).

Remarque
o Une fois les base A fixée, ce résultat signifie que :

x tout vecteur x posséde une unique représentation matricielle dans la
base XEg.
(cela signifie simplement que ¢ est une application)

x réciproquement, toute matrice colonne de .4, 1(K) est la représentation
matricielle d’un unique vecteur de E.
(c’est le caractére bijectif)

« Evidemment, si %) et %, sont deux bases différentes de E, on obtient
généralement des représentations matricielles Matg, (z) et Matg, (z) dif-
férentes pour x.

I.1.c) Matrice de passage

Définition
Soit E un espace vectoriel.
On suppose que E est de dimension finie p € N*,
Notons Z = (e, ...,¢ep) et ' = (ei/,...,¢,) deux bases de E.

« On appelle matrice de passage de la base % a la base %’ et on note
Py g, la matrice :

Py g = (Mat,@(el/) ... Mat,@(en/))

Autrement dit, la matrice obtenue par concaténation des vecteurs colonnes
associés a e;’ dans la base Z.

Exercice
On considére de nouveau By = (Py, P1, P») et B2 = (Ro, R1, Ro).
On note T(X) =2(X —1)2 - 3(X — 1) — 4.

1. Déterminer la matrice de passage P de %) a Hs.
2. Déterminer la matrice de passage Q) de %y & .

3. a) Déterminer la matrice colonne associée & T dans la base %s.
b) Déterminer la matrice colonne associée & T' dans la base %4, a l'aide
de la formule de changement de base.
¢) Ecrire alors la formule de chagement de base permettant de déterminer

la matrice colonne associée & T' dans la base %5 connaissant la matrice
colonne associée a 1" dans la base 4.
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Démonstration.

1. Exprimons les vecteurs de la base %’ dans la base 4.

x Ro=1-Ph+0-PA+0-Ph x Ri=—-1-FPp+1-P+0-P

1 -1
Donc Mat»(Ry) = (O) Donc Mat»(R;) = ( 1 )
0 0

« Ry=1-Py—2-P,+1-Py

1
Donc Mat»(R2) = (—2) :
1

1 -1 1
Ainsi : P,%”‘,%’ =({0 1 -=-2].

0 0 1

2. Exprimons les vecteurs de la base % dans la base %'

x Pp=1-Ry+0-Ri+0-Ry x PP=—-1-Ry+1-R1+0-Ry

0

1 1
Donc Mat g (Py) = (O) . Donc Matz(Py) = (1) .
0

x Pob=1-Ry+2-Ri+1-Ro

1
Donc Mat g (P,) = (2) .
1

1 11
Ainsi : Py vz=10 1 2].
0 01

3. a) CommeT =—-4-Ry+—-3-R1+2-Ry:

—4
Mat g, (T) = (—3)
2

b) On écrit :
Mat,@l (T) = P,@hp,'gg X Matgg2 (T)

¢) On écrit :

MatQQ(T) = Py, #, X Mat%ﬁl(T)

A Attention, il s’agit bien de X = PX’ et non pas X’—PX !

Remarque

o On peut dégager de cette formule une regle d’écriture : les bases en regard
de deux objets successifs doivent étre les mémes.

o Plus précisément :
Matg(z) = Py x Matz () et Matgy(z) = Pg u x Maty(x)
o Dans ’exemple, on démontre que :
Py, 2, = (Pa,2,) "

Cette propriété est toujours vérifiée (¢f théoréme suivant).

Dans les énoncés, il est souvent demandé d’exhiber la matrice de passage
Py gz d'une base Z a une base %' puis de calculer (P@w/)_l. On peut
obtenir cette matrice en déterminant Pg 5. Généralement, on applique
plutot la méthode du pivot de Gauss pour obtenir (Pg g) L.
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Théoréme 2. e Ainsi :
Soit E un espace vectoriel. T T+ Ty T
On suppose que E est de dimension finie p € N*. X = Matg(z) = :
Notons B, B' et B trois bases de E. Tp1 T A T,
Soit x € E. On note X = Matg(x) et X' = Maty (z). e T\ [T
_ . . . _ _ /
1. | X =Pggp X' |ouencore| Matg(z) = Py g Matg () - : : . | = PMatg (z) = P X
Tpl e Tpp) \Tp

2| Pas =Lan x Pa g 2. Soit x € E.

On note : X = Matg(x), X’ = Matg () et X” = Matg (z).
D’apres le théoreme précédent :
x X = P__@7@/ X'

3. La matrice Py g est inversible et : (P,@“@/)’l = Py 2

Démonstration.
i A XX,:P%I_Q//X”
1. « Soit z € E. On note (x1,...,z,) les coordonnées de z dans la base & :
! ! ¢ ; On en déduit que : X = Pgg X' = Py g X Py g X"
et (r,...,x,) les coordonnées de x dans la base %. Autrement dit : qQue - A = g% =r%% %' % :
Toujours d’aprés le théoréme précédent : X = Pg gv X”. On en déduit :
r = T1-e1+...+xp € ” y
ng’@n X" = Pg“@/ X P@/g’// X
et v = Tj-el’ ... Fx,-e)
Et donc : (P@’gg// — Py g % nglvﬂu) X",
« Comme # est une base de E, chaque vecteur e;’ se décompose de Ceci étant vrai pour tout X”, on en conclut que :
maniére unique sur cette base. On note comme suit les décompositions
obtenues : Ppar — Pg.a X Pg an =0
e = rircer+ ...+ Tp1cep
3. Notons # = (ey,...,en).
D’apres la theorem précédente : Py = Pg g X Py 5.
, Or Py 5 = I, car cette matrice est obtenue en concaténant les vecteurs
€ T Tipreit .t Tpp € colonnes associées a e; dans la base Z et que :
Alors :
Tr = $,1‘(T11'€1+...+7‘p1~6p) 1 0 0
+ ... 0 1 0
p =|: ' =10 Matz(e,) = | :
+ oay,(rprerd . T ep) Mat (e1) aE Mat(e2) : #(en) ;
= (rn @i +...+rp ) e 0 0 1
+ O

+ 1x’1 b, al) e On en déduit que Py g est inversible d’inverse Py 4.
P wes T Tpp Tp) - €p
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I.2. Matrice associée & une application linéaire On peut généraliser cette propriété au cas ou des applications linéaires de
FE dans F ou :

I.2.a) Définition
x F est un K-espace vectoriel de dimension finie p € N*,
Définition x F' est un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Soit £ et I des K-espaces vectoriels. L’espace vectoriel E (respectivement F') s’injecte naturellement dans .#), 1 (K)

On suppose que E est de dimension finie p € N*. (respectivement .4, 1 (K)) par I'isomorphisme de représentation Matz, (.)
On note g = (e1,...,ep) une base de E. (respectivement Matg,.(.)).
On suppose que F' est de dimension finie n € N*, On obtient alors le schéma suivant :

On note Br = (fi1,..., fn) une base de F.
Soit f € Z(E,F).

E N F

« On appelle matrice de f relativement aux bases #g et #r la ma- Mat, () l l Matz, ()
trice : Mp1(K) — M1 (K)
Mat s,z (f) = (Matis, (f(e1)) . Mata, (f(ey)) ) X > MxX

ot M = Matg, %, (f).

o Ainsi, « les applications linéaires de F, de dimension finie p € N* dans F,
de dimension finie n € N*, sont, & isomorphismes de représentation preés,
les matrices de ., ,(K) ».

o En particulier, étudier les endomorphismes d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie n € N*, c’est étudier les matrices carrées d’ordre n.

Autrement dit, la matrice de .4, ,(K) obtenue par concaténation des vec-
teurs colonnes associés a f(e;) dans la base Zp.

o Lorsque F = F, on considére généralement la méme base %g de départ et
d’arrivée. On note alors Matg, (f) en lieu et place de Matg,, 2, (f).
On obtient alors une matrice carrée d’ordre p.

Remarque .
o . . Exercice
« Une application f € Z(F, F) est entiérement déterminée par sa valeur sur

) On considére les endomorphismes ¢ et ¢ suivantes.
une base de F c’est-a-dire par les valeurs :
¢ Kg[X] — Ks[X] Vo Ke[X] = Ks[X]
Jle), Jlea),.., Jlep) P P(X) P = PX+1)—P(X-1)
11 apparait donc logique que la matrice représentative de f soit déterminée

. . O te B = (Py,P1,P,P3)lab i de K3[X].
par les matrices représentatives de chacun des vecteurs. fnote (Po, Pr, Py, P3) la base canonique de Ky [ X]

. 1. Détermi 1 tri ésentative de ¢ dans la base Z.
o Dans 'exemple fondamental du début de chapitre, on a démontré que les CLETTILINET fa Mmatrice tepresertative de p dans 1a base

seules applications linéaires de .2, 1 (K) dans .4, 1(K) s’écrivent naturel- 2- Déterminer la matrice représentative de ¢ dans la base 2.

lement & ’aide d’une matrice.
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Exercice
1

Soit A = (_2 1

Q : %Q(K) — %Q(K)
M — AM - MA

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de My (K).

2) Ecrire la matrice C de ¢ dans la base canonique

(6506 o) G 3) 6 )

de 4> (K).
Démonstration.
o(E11) o(Er2) ¢(B21) @(E22)
0 -2 -2 0
Matg(f) = 2 0 0 —2
-2 0 0 2
0 2 2 0

2). On considére 'application ¢ définie par :

Eqq

Es 1
Es 9

Exercice
Soit J une matrice non nulle de .#5(R). On définit alors 'application f sur
AMo(R) par :
VM € #(R), f(M)=M+tr(M)J
//Q(R) — R

1. a) Montrer que ’application tr : est linéaire.
M — tr(M)

b) Déterminer une base du noyau de ’application tr.
Veérifier : dim ( Ker(tr)) = 3.

2. Montrer que f est un endomorphisme de .#5(R).
3. Dans cette question uniquement, on considére le cas ot J = ((1) (2)>
a) Déterminer la matrice, notée A, de f dans la base 4.

b) Veérifier : (A — I4)%2 = 0 ot I désigne la matrice identité de .#4(R).

¢) Justifier que A est inversible et déterminer A1,

A RETENIR

Pour déterminer la matrice associée & une application linéaire f dans les

bases B et B, on calcule simplement I'image par f de chaque vecteur de
la base ZE.
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I.2.b) Matrice associée & un endomorphisme dans une autre base Démonstration.

Théoréme 3. Soit w € E. On considére v = f(u) et on note :

Soit E un ev de dimension finie. U=Matg(u) V =Matg(v) P=Pgum
Soit B et B’ deux bases de E. U’ = Matg (u) V' = Matg (v)

Soit f € L(E).

On note M = Matg(f), N = Matg (f) et P = Pg g .
1. Alors :

Avec ces notations :
v = f(u)

M=PN P! _ (écriture de I’égalité sous forme
& V=MU matricielle dans la base )

ce qui signifie :

& PV =MPU'
Matgz(f) = Py g Mat g (f) (P@7g/)_1 s V=P 'MPU
& NU =P 'MPU

2. De maniére générale :
En effet : V! = N U’ (cela correspond a l'écriture matricielle de v = f(u)

M et N sont les matrices dans la base #Z’). On a donc démontré :
Les matrices M € #,(K) et représentatives d’un méme 1 ,
P"MP—-N =
N e #,(K) sont semblables endomorphisme f € Z(E) ( ) U 0
dans des bases différentes Ceci étant vrai pour tout U’, on en déduit que P~'MP — N = 0. O

Remarque
On peut retenir cette formule sous la forme :

Maty(f) = Pg.a Matg (f) Py

que 'on peut rapprocher une nouvelle fois de la relation de Chasles.
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I.2.c) Isomorphisme de représentation

Théoréme 4. Isomorphisme de représentation matricielle

Sotent E et F des K-espaces vectoriels de dimensions respectives p € N* et L.3.a) Noyau d’une application liné¢aire via la matrice associée

n € N*.

1.3. Lien entre opérations sur les applications linéaires et opé-

rations sur les matrices associées

On note g une base de E/ et Br une base de F.

1) Les applications :

@.{3(]5’1?) = o p(K) ot ¢'{$(E) = Mp(K)
' f —  Matg, 2.(f) ' [ = Matg,(f)

sont des isomorphismes.

2) En particulier, on a :

dim(Z(E,F))=np | et | dim(Z(E)) = p?

Remarque
o Une fois les base Bp et B fixées, ce résultat signifie que :

x toute application linéaire f posséde une unique représentation matri-
cielle relativement aux bases g et Br.

(cela signifie simplement que ¢ est une application)

x réciproquement, toute matrice de ., ,(K) est la représentation matri-
cielle relativement aux bases g et Zr d’'une unique application linéaire
®.

(c’est le caractére bijectif)

o En plus d’étre une application bijective, ¢ est linéaire. Ainsi, la matrice

d’une combinaison linéaire d’applications est la combinaison linéaire des

matrices des applications.

Plus précisément, si f € Z(E,F), g € Z(E,F) et (A, 2) € K? on a :

Matg, 2. (A f 4+ X2g) = AMMatg, 2. (f) + A2Matg, 2.(9)

Théoréme 5.

Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimenstons finies.
On note Bg une base de E et Br une base de F'.

Soit f € Z(E,F).

Soientz € F ety € F.

y=f(z) & Maty,(y) = Mats, (f(z))
& Matg, (y) = Matg, 2. (f) Matg, ()

2. En particulier ;| x € Ker(f) < Matg, 4, (f) Matg,(z) =0

Démonstration.

1.

2. o Soit z € E. On note (z1,...,2p) les coordonnées de x dans la base .
Alors T = z1-€ + ..+ zpe

et flx) = x1-fler) + ... + xp- flep)

Les coordonnées de x étant connues, le vecteur f(x) est entiérement
déterminé par I'image de la base (eq,...,ep,) par la fonction f.

« Comme A est une base de I, pour tout j € [1,p], le vecteur f(e;) se
décompose de maniére unique sur cette base.
On note comme suit les décompositions obtenues :

fler) = ann-fi+...+an-fa

f(ep) = alp'f1+~--+anp'fn
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Alors : Exercice (EDHEC 2016)
flz) = z1- (a1 fi+ ... +an1 fp) On note & = (e1, e2, e3) la base canonique de K3.
+ .. Dans la suite, on note id 'endomorphisme identité de K3.
+ wp-(ap- fit.. +anp- fp) On considére f endomorphisme de K3 dont la matrice dans cette base est :
= (a11x1+...+a1pxp)-f1 3 .1 1
+ ... A=12 o0
+ (an1$1+-~+anpxp>'fp 1 -1 3

o Alors :
an T4 ...+ ay, On note : u; = (1,1,0), ug = (0,1,1).
\ as 1+ ...+ agp T On pose enfin : ug = e1 + ey + e3.
abar (F(2)) = : 1. Déterminer une base de Ker(f — 2id).
an1 L1+ ...+ Anp Tp 2. Montrer que la famille (ug,ug,u3) est une base de K3.
ain ... ap\ [T1 3. Vérfier que la matrice 7' de f dans la base (uj,ug,us) est triangulaire et
e ooazp |22 que ses éléments diagonaux sont égaux a 2.
apl ... Gpp Tp
= Matg, 2,(f) Matg, () O
Remarque

Il est fréquent qu’une application linéraire f soit donnée seulement par sa
matrice dans certaines bases. Lorsque 'on doit calculer f(x), on doit alors
jongler avec les notations.
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1.3.b) Composée d’applications linéaires et produit matriciel I.4. Lien entre le rang d’une application linéaire et le rang de

L. la matrice associée
Théoréme 6.

Sotent E, F', et G des vectoriels de dimensions finies. Théoréme 8.
On note B, Br et B des bases respectives de E, F, et G. Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions finies.
1) Pour tout f € Z(E,F) et g€ L(F,G) : On note $Br une base de E et Br base de F.

Soit f € Z(E, F).

Matz, 2.(g° f) = Matg, 2.(9) x Matz, z.(f)

rg(f) = rg(Mat gy, 2, (f))

(la composition des applications linéaires correspond a la multiplication
des matrices associées)

2) Pour tout f € £L(E) et pour tout k € N :

Démonstration.
Soit Bk = (e1,...,ep) une base de E.

rg(f) = dim(Im(f)) = rg(f(e1), ..., f(en))

Il reste alors & démontrer :

rg (f(el), cel f(en)> =1g (Mat(f(el)), el Mat(f(en))>

Mat s, () = (Mat, ()"

(ot Uon a noté f¥ = fo...of)

Théoréme 7.

Soit B un espace vectoriel de dimension finie. [
On note % une base de E. Théoréme 9.

Soit f € L (F) un endomorphisme de E. Soit A € My (K).
1) | f est bijective < Matg(f) est inversible A est inversible < A est la matrice associée & un isomorphisme

2) Si f est bijective alors : (Mat@(f))_l = Mat,@(f_l)

Remarque

o Lorsqu’on dispose d’un endomorphisme et de sa matrice dans une base,
pour savoir si ’endomorphisme est bijectif, il suffit de déterminer si sa
matrice représentative est inversible.

o On pourra notamment penser & appliquer ’algorithme du pivot de Gauss
pour déterminer si A est inversible.

10
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II. Matrices carrées par blocs et sous-espaces stables

I1.1. Matrices carrées par blocs
I1.1.a) Définition
Définition

o On appelle matrice carrée par blocs toute matrice A de la forme :

VAL N PN

Ag | Aip A1y I”l
A Az A.2,2 Ao lnz

Ap1 ‘ Ap2 ‘ ’ App [

X (nl, c. 7np) € (N*)p
O (i, j) € [1,p] % [L.p], Aij € Mo, (K)

FEn particulier, les matrices diagonales qui apparaissent dans cette écriture
sont carrées (Vi € [1,p], Aii € M, n,(K)).

« Une telle matrice est notée : A = (A; ;)1<i,j<p-
C’est une matrice carrée : A € #,(K) ot n=mn1 + -+ ny,.

o Une matrice carrée par blocs est dite :

x triangulaire supérieure par blocs si :

Vi) € [Lp) < [Lpl, (i>5 = Aig=0.,0,00)
x triangulaire inférieure par blocs si :

v(i, ) € [1,p] x [1,p], (l <j = A= Oﬂni,nj(K)>
x diagonale par blocs si :

Vi) € Lol x (Ll (i#7 = Ay =04, @)

Remarque

« Toute matrice carrée peut s’écrire comme matrice carrée par blocs. 11 suffit
pour cela de fixer les blocs diagonaux. Les autres blocs s’en déduisent.

o Il n’y a pas unicité de la décomposition par blocs.

1 0]0 110 0
0 0|1 0j0 1

3 0 2
o La matrice (1 1 0) est triangulaire supérieure par blocs.
0 0 2

II.1.b) Manipulation des matrices par blocs

Théoréme 10.

Sotent A = (A j)i<ij<p et B = (Bij)1<i,j<p deuz matrices carrées par blocs
de mémes tailles.

Combinaisons linéaires et produits de matrices par blocs.

1) V(A p) e KxK, )\-A—I—,u-B:</\-A¢,j+M-Bz',j>

1<i,5<p

p
2) AB = (Ci,j>1<i,j<p ot \V/(’L,]) € [[Lpﬂ X [[Lpﬂz CZ,] = Z Ai,k X Bk,]
k=1

3) En particulier, si A et B sont triangulaires (resp. diagonales) par blocs
alors :

x pour tout (A, u) € KxK, \- A+ pu- B est triangulaire (resp. diagonales)
par blocs.

x A x B est triangulaire (resp. diagonale) par blocs.

Dans le cas du produit de deux matrices triangulaires A et B (resp. dia-

gonales) par blocs, les blocs diagonaur de A x B sont les produits des blocs
diagonauzr de A et B.

11
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Cas des matrices triangulaires supérieures :

() () () - (% ’m (%) ()
(0) - : (0) _ (0) Az X By N :

(+) ) : @

<(:)) <0) © .. © (0)

Cas des matrices triangulaires inférieures :

(0> e (0) (0) e (0) AxBi| (0) ()
@l | felm] @ [axm]
P (0) S (o) : 0)

<;) <) #) o () (*)

Cas des matrices diagonales :

<o> e (0) <o> e (0) AxB| © (0
(0) R y (0) R _ (0) |AyxBy| . :

(0) Do T (0) : (0)

<(:>) <0) © .. © (0)

Remarque

On peut généraliser la notion de matrice par blocs et les calculs par blocs au
cas des matrices non carrées en prenant des « découpages » différents selon
les lignes et selon les colonnes. Le calcul par blocs d’un produit AB est alors
licite dés que le découpage des colonnes de A est le méme que le découpage
des lignes de B.

11.2. Sous-espace stable par un endomorphisme
I1.2.a) Définition
Définition

Soit E' un K-espace vectoriel.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

Soit f € Z(F).
« On dit que F est stable (ou stabilisé) par f si f(F) C F.
F est stable par f < Vo€ F, f(x) e F

Autrement dit :

e Si f stabilise F, la restriction de f & F est & valeurs dans F'.
On appelle alors endomorphisme induit par f sur F' la restriction de f
a F au départ et a l'arrivée. Plus précisément, il s’agit de l'application :

flF F - F

Exemple

1. La dérivation P — P’ dans R[X] stabilise tous les sous-espaces R, [X], on
n € N. Ce n’est pas le cas de la multiplication P — QP par un polynome
Q de degré > 1.

2. La transposition M + M dans .#,(K) stabilise les sous-espaces S, (K)
et A, (K), mais pas les sous-espaces T,.;F(K).

Exercice

Soit F un K-espace vectoriel.

Soit p un projecteur de E.

On note C(p) ={f € L(E) | fop=po f} le commutant de p.
1. Montrer : f € C(p) < f stabilise Ker(p) et Im(p).

2. En déduire la dimension de C(p) lorsque E est de dimension finie.

12
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I1.2.b) Quelques sous-espaces stables en général

Théoréme 11.
Soit E un K-espace vectoriel.
Soient f € Z(FE) et g€ Z(E).
Sous-espaces stables d’un endomorphisme

1) Les sous-espaces {Og}, E, Ker(f) et Im(f) sont stables par f.
2) Pour tout polynome P € K[X] :

Ker (P(f)) et Im (P(f)) sont stables par f

En particulier, pour tout A € K, | Ker (f — )\idE) est stable par f

Stabilité de I’ensemble des endomorphismes qui stabilisent un 4

sous-espace de E

Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

o Y(\, 1) € K2, F est stable par - f + - g
o I est stable par fog et go f

F est stable
par f et g

Sous-espaces stables de deux endomorphismes qui commutent

Les endomorphismes o Ker(f) et Im(f) sont stables par g

f et g commutent « Ker(g) et Im(g) sont stables par f

11.3. Caractérisations de la stabilité d’un sous-espace en di-
mension finie

I1.3.a) Matrice par blocs d’un endomorphisme qui stabilise un es-
pace
Théoréme 12.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,

Soit F' un sous-espace vectoriel de E dont la dimension est notée p € N*,
Notons Br = (e1,...,ep) une base (ou une famille génératrice) de F.

Notons enfin B = (eq, ..
plétion de la base Br.

Soit f € Z(E).

1 €py UL, .. ., Up—p) une base de E obtenue par com-

F est stable par f < VrxeF, f(zr)e F
& Vke [[17p]]: f(ek) er

2. | F est stable par f < Matg(f) = < A | B > ou A € M,(K)

O C

De plus, dans ce cas, A est la matrice de l’endomorphisme induit f| p
dans la base PBr.

Démonstration.
Le sens direct de 1 est évident, et la réciproque se prouve par linéarité. Le
point 2 s’en déduit. O

13
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I1.3.b) Geénéralisation : matrice dans une base adaptée a des sup-
plémentaires stables

Théoréme 13.
Soit B un K-espace vectoriel de dimension finze.
Soient F1, ..

Pour tout i € [1,p] on note B; une base de F;.
On note alors % la base obtenue par concaténation des bases %1, ..., By.
(la base A est une base adaptée a la décomposition E = F| & ... & F))

Soit f € L (E).

., F, des sous-espaces supplémentaires de E.

A1 | (0) (0)
Pour tout k € 1, p], ) | o] A
l'espace Fy, est stable par f & Maty(f) = )
(0) 0) | 4

i+ Yk € [1,p], Ay =Mata, (f]15,) € Aaim(r) (K)

Démonstration.
1. Conséquence directe de ?? (ler ou 2nd point).

2. Conséquence du 2nd point de 7?7
(ou de 'équivalence f(Ker(p)) C Ker(p) ssi Ker(p) C Ker(¢ o f) et du
résultat sur la colinéarité des formes linéaires).

O

I1.3.c) Illustration classique : le cas des projections et symétries

(i) Projecteurs et symétrie : définition

Définition
Soit E un K-espace vectoriel.
Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de F (E = F & G).
Ainsi, tout élément x € E se décompose de maniére unique comme
somme d’un élément de E et d’un élément de F'.
On note alors (zp,zg) € F x G l'unique couple de vecteurs tel que
r=xp +xqg.

1) On appelle alors projection 2) On appelle symétrie par rap-

sur F' parallélement & G, 'en- port & F parallelement & G,
domorphisme p : I’endomorphisme s :

p : F - F S
r — TF

EFE —- F
T = Tp—Iqg
(ii) Caractérisation des projecteurs et symétries
Théoréme 14.
Soit B un K-espace vectoriel.
Soit f € L(F).

Propriété caractéristique

) p est un projecteur de E < pop=p
1
< E =1Im(p) & Ker(p)

Dans ce cas, p est le projecteur sur Im(p) parallélement a Ker(p).

s est une symétrie de E & sos=idg

2)

& E =Ker(s —idg) ® Ker(s +idg)

Dans ce cas, s est la symétrie par rapport 4 Ker(s —idg) paralléle-
ment a Ker(s +idg).

14
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Caractérisation par matrice représentative

Il existe une base B de F

1) p est un N I (0)
projecteur de E telle que Matz(p) = < m )
»=0T0
En particulier, si p est un projecteur :| tr(p) =rg(p)
La base A est obtenue par concaténation :
x d’une base de Im(p) (de dimension notée ni),
x et d’une base de Ker(p).
1l existe une base B de E
2) s est une PN I (0)
symétrie de E telle que Matg(s) = ( e >
(0) _In2
La base A est obtenue par concaténation :
x d’une base de Ker(s —idg) (de dimension notée nq ).
x et d'une base de Ker(s +idg) (de dimension notée ns).
Exemple
Soit f € (F).

1. Soit v € F non nul.
La droite Vect (v) est stable par f si et seulement s'il existe A € K tel que
f(v) = .

2. Soit ¢ € Z(E,K) non nulle.
L’hyperplan Ker(p) est stable par f si et seulement s’il existe A € K tel
que p o f = Ap.




