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CH V : Complexes - Partie I

I. Définition, écriture algébrique, conjuqué
I.1. Introduction

Historiquement, le premier ensemble & avoir été étudié est ’ensemble N des
entiers naturels. A partir de cet ensemble, on a souhaité résoudre différents
type d’équations.

o L’équation « — 5 = 0 par exemple admet bien une solution dans N : 5.

« L’équation (simple) z + 1 = 0 n’admet pas de solution dans N. On a donc
construit 'ensemble Z, contenant N, des entiers relatifs. Dans cet ensemble
Z, I'équation précédente admet bien une solution : —1.

o L’équation (simple) 2z + 1 = 0 n’admet pas de solution dans Z. On a
donc construit I'ensemble D, contenant Z, des nombres décimaux. Dans
cet ensemble D, I’équation précédente admet bien une solution : —0, 5.

o L’équation (simple) 3z + 1 = 0 n’admet pas de solution dans D. On a
donc construit ’ensemble QQ, contenant D, des nombres rationnels. Dans
cet ensemble Q, I’équation précédente admet bien une solution : —i
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« L’¢quation (simple) 22 = 2 n’admet pas de solution dans Q. On a donc
construit 'ensemble R, contenant @, des nombres réels. Dans cet ensemble
R, I’équation précédente admet bien une solution : v/2.

« L’¢quation (simple) 22 = —1 n’admet pas de solution dans R. On construit
alors I’ensemble C, contenant R, des nombres complexes. Dans cet ensemble
C, I'équation précédente admet bien une solution : i.

On g’intéresse dans ce chapitre & cet ensemble C, & sa construction, aux
propriétés qui lui sont spécifiques.

1.2. Premiéres définitions et propriétés

On introduit un ensemble de nombres noté C muni d’une somme et d’un
produit avec les mémes propriétés que sur R. Plus précisément, on admet
qu’il existe un ensemble C contenant R, muni de deux lois internes + et X
et un élément i tel que i2 = —1 € R :

x dont les lois 4+ et x prolongent celles de R,

x tel que tout élément de C puisse s’écrire :
z=x4 (ixy) avec (z,y) € R?

Exemple

Les nombres 1 + 2i, 2 — 53, 7, —im, In(7) + ie sont des nombres complexes.

Définition (Ecriture algébrique)
Soit z € C. Alors il existe un unique couple (x,y) € R? tel que : 2 = 2 +1iy.

x On appelle cette expression écriture algébrique de z (ou écriture car-
tésienne de z).

x Le réel x est appelé partie réelle de z et est noté Re (z).

x Le réel y est appelé partie imaginaire de z et est noté Im (z).

Démonstration.

Démontrons 'unicité de I'écriture algébrique.

On procéde par I'absurde.

Supposons qu’il existe (1, 22, y1,y2) € R* tel que :

z = x1+1y1
) et
Z = T+ 1y

(w1,91) # (22,92)
o Alors tout d’abord :
1 — w2 =1 (y2 — y2)
(71— 22)* = —(y2 — y1)?
X =x1—22 € RetY = y2 —y; € R. On obtient alors :

donc

On note :
X2=_-Y2
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o Démontrons : Y = 0. Pour cela, raisonnons par 1’absurde.

Supposons : Y #£ 0. Alors :

x d’une part : % e R,

x d’autre part : (%)2 = if—; =-1
Absurde! Car le carré d’un réel est toujours positif.
On en déduit : Y = 0.

e Or: X2=—-Y2 Donc: X =0. Ainsi :

ry=x2 et Yy =1>
Absurde! (car : (z1,y1) # (z2,92)).
L’écriture algébrique du nombre complexe z est donc unique. O

Remarque

o Comme ’écriture algébrique de z est unique, on peut parler de Pécriture
algébrique d’un complexe, de la partie réelle, de la partie imaginaire.

o Comme ’écriture algébrique est unique, on a en particulier, pour tout
zeC:

z=0 < Re(z)=0ETIm(z)=0

Exemple

e Siz=4+43i,alors: Re(z) =4 et Im (2) = 3.

e Siz=—5i+17, alors : Re(z) =17 et Im (z) = —5.
e Si z=1/2, alors : Re(2) = V2 et Im(2) = 0.

2 2
e Siz=—i 5 alors : Re(z) =0 et Im (2) = —E
Proposition 1.

Soit ()\1, )\2) S R2.
Soit (Zl,ZQ) S C2.

1) | Re(A12z1+ A222) = A1 Re(21) + A2 Re(z2) | (linéarité de Re(-))

2) | Im(Aiz1+A2z2) = A1 Im(21) + A2 Im (22) | (linéarité de Im (-))

Proposition 2.

o L’application @ R? = C est une bijection.

(x,y) — x+1iy

o On appelle imaginaire pur tout nombre complexe de la forme iy avec y € R.
On note iR = {iy | y € R} l'ensemble des imaginaires purs.

o Soit z € C. On a les équivalences suivantes :

(1) | Re(2)=0 & z€iR

2)| Im(2)=0 & z€R

Proposition 3.
Soit P un plan affine (avec des points) euclidien (muni de mesure de distances

—

et d’angles) orienté muni d’un repére orthonormé direct (0, u, V)
On peut identifier P et C.

Démonstration.
On note :
p + C — P Yo P — C
z = O+Re(z)i+Im(z)] m = (a,b) — a-+ib
Les applications ¢ et 1 sont bijectives et : ¢ = ¢, ]

Proposition 4. (Propriétés de + et x)
Soit (21, 22, 23) € C3.
1) Associativité de + :

(z1+22)+23 = 21+ (22+23) = 21 +220+23

2) Commutativité de + :

21+ 22 = 22+ 21
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3) E{ej@eﬂtﬂeﬂt@ pour + : 0 est l’élément neutre pour la loi +. Remarque
Pour la culture :

0+z =240 =2 o un ensemble muni de deux lois internes + et x vérifiant les propriétés 1),

2),8),4),5), 7), 9) est appelé anneau (unitaire).

4) Opposé pour + : tout z € C admet un opposé pour la loi +, noté —z.
« si cet ensemble vérifie en plus 6), alors 'anneau est dit commutatif.

z4(=2) = (=2)+2 =0 « si, en plus de tout cela, Pensemble vérifie la propriété 8) (i.e. I’ensemble
vérifie les propriétés 1) a 9)), alors cet ensemble est appelé un corps.

5) Associativité de X : L. o X .
—————————————— « enfin, un ensemble vérifiant toutes les propriétés de 1) & 10) est appelé un

corps integre.
(Zl><ZQ)XZ3 = 21X(22X23) = 21 X292 X 23
Exemple
6) Commutativité de x : Mettre les nombres suivants sous forme algébrique.
Xz = 29 X2 1) @ 2) 1 3) 3+2i—(3i—2) 4) (3—2i) (2+3i)
{
7) Elemeﬂtﬂ@fé pour X : 1 est l’élément neutre pour la loi x. Démonstration.
B B 1) Tout d’abord :
Ilxz = 2x1 =z i3:i2xiz<_1)xi:_i
8) Inverse pour x : tout z € C* admet un inverse pour la loi x, noté % On remarque : Re (13) =0et Im (13) =—-1
1 4 i
2) On calcule : — = 5 = — = —i.
lezlxzzl ) On calcule i =1 !
o o 3) Ensuite :
9) Distributivité de x_sur + : 3F2-(3i-2) = 3+2-3i+2 = 51
On remarque : Re(3+2i — (31 —2)) =5et Im(34+2i — (3i —2)) = —1.
2’1X(2’2+23) = 21 Xz9+4+ 21 X 23 4) Enfin :
et (a1t 20) X2 = 21Xzt X (3—2i)(243i) = 6+9i —4i —6i> = 6+5i+6 = 12+ 5i

10) Intégrité : On remarque : Re ((3 —2i) (2+3¢)) = 12 et Im ((3 — 2i¢) (2 + 3¢)) = 5.

(Z1><22:0><:>(Z1:00U22:O) O
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METHODO | Résolution d’équations de degré 1 dans C

» Méthode 1 :

a) on résout ’équation « comme dans R » en isolant 'inconnue z,

b) on écrit le résultat obtenu sous forme algébrique.
» Méthode 2 :

a) on comme par écrire z sous forme alébrique : z = x + iy. On obtient
ainsi un systéme de 2 équations a 2 inconnues (x et y) en identifiant
parties réelles et imaginaires,

b) on résout ce systéme.

Exercice 1 Résolution d’équations de degré 1 dans C

1) Résoudre dans C I’équation (E7) : 3 z+5i = 4i z+2. On mettra la solution
(s’il y en a) sous forme algébrique.

2) Résoudre dans C I'équation (Es) : (2 +2) (3+14) = —iz + 6. On mettra
la solution (s’il y en a) sous forme algébrique.

Démonstration.
1) « Méthode 1 :

Soit z € C.
a) Tout d’abord :
3z+5i=4i24+2 & 3z—4iz=2-5
& (3—4i)z=2-15i
2—-51

3— 41

z =

On en déduit que I'équation (FE7) admet une unique solution :

2—51
3—4

b) De plus :

20

Finalement : S(El) = {%

o Méthode 2

2-51

3—4
(2 — 51) (3 + 4i)

(3 — 44) (3 + 4i)
6 + 8 — 15i — 2072

26
25

— o= i}

9 — (4i)2

6 — 71420

9+ 16

7
25

e

Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = = + iy.
a) Tout d’abord :

3z+bi=4iz+2

& 3(v+iy) + 50 = 4i(x +iy) + 2

& 3+ 3y + 51 =4diz — 4y + 2

& (Br+4y) +i(—4x+3y) =2 —5i

“

3z + 4y
—4x + 3y

= 2
= -5

(par unicité de l'écriture sous
forme algébrique)
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b) On poursuit la résolution du systéme.

L 3z + 4y = 2
3z+bi=4iz+2 & { 4z + 3y = -5
Ly« 3Ly+41 3r + 4y = 2
= { Wy = -7
Lle;L1>74L2 75 % = 78
2y = =7
L+ & Iy 78 3 x 26
T = o= =58
Ly 2 L 75 3 x25 25
- 7
Y= "o

Finalement, on retrouve bien (heureusement!) : S(g,) = {% -
2) « Méthode 1 :

Soit z € C.
a) Tout d’abord :

(z+2)3+i)=—iz+6 < 3z+iz+6+2i=—iz+8

& (3+2)z=-2i
2
3+ 2

On en déduit que I’équation (E2) admet une unique solution :

= 2=

21
20 = —
0 342i
b) De plus :
21 20 (3 — 2i) 6t + 4 4
Z = — = — = — = —-—— 1
0 3+ 2 (3+2¢) (3 —2i0) 9 — (24)? 13 13

Finalement : Sz, = {—75 — 15 i}

o i}.

6 .

26

» Méthode 2 :
Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = = + iy.

a) Tout d’abord :
(z4+2)3+1i)=—-iz+6
& (r+iy+2)3+i)=—i(z+1iy)+6
& drtiww+diy—y+6+2i=—ix+y+86
& Bz —2y)+i(2x +3y) = —2i
o {3x - 2y = 0
2z + 3y = -2

b) On pousuit la résolution du systéme.

(par unicité de l'écriture
sous forme algébrique)

(z+2)(34i)=—iz+6

- 3z — 2y = 0
2z + 3y = -2
Ly 3Ly—2L 3z — 2y = 0
A { 13y = -6
Ly < 13L;y +2Lo 39 = —-12
— 13y = —6
Lie g Lt 12 3 x4 4
€T ey —_—— = — [ —
Ly 45 L2 39 3 x 13 13
_ _6
Y7 T

Sy ={=15 — 35 i}

Finalement, on retrouve bien :
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3) Enfin
{ A 5 P01.1r la resolutl(?n de systerpes, on pr1v1leglera tou!]‘our.s I'utili- 27 = (o tiy) (o —iy) = o2 (zy)2 _ 222
sation de l'algorithme du pivot de Gauss a la substitution pour
diminuer drastiquement le risque d’erreurs de calculs. D'ou: 2z = (Re(2))* 4 (Im (2))*.
O
I.3. Conjugué d’un nombre complexe Proposition 6. (Propriétés de la conjugaison)
Définition (Conjugué) 1) Caractére involutif :| ¥z €C, (z) =z

Soit z € C, alors il existe (z,y) € R? tel que : z = x + iy.

: Linéarité :| ¥(M\, A 2 I v v
On appelle conjugué de z et on note z le nombre complexe : 2) Lincarité:| V(A1 do) €R, V(21,2) €C% Mzt oz =Mz + 05

Z = z—iy 8) Compatibilité avec le produit :| ¥(z1,22) € C*, 21 X ;=71 X 7
Proposition 5. En particulier, pour tout n € N :| Vz € C, (") = (?)n
Soit z € C.
N . « (1 1
24z —z 4) Compatibilité avec Uinverse :| V2 € C, |~ ) = —
1) | Re(z) = 2)| Im(z) =— z z
2 2
Qoo Lo « (A1) _ 2
3) | 27=(Re (z))2 + (Im (z))2 5) Compatibilité avec le quotient :| V(z1,22) € C x C*, <22> =%
Démonstration. Démonstration.
Soit z € C, alors il existe (z,y) € R? tel que : z = x + 4. 1) Soit z € C, alors il existe (z,y) € R? tel que : z = x + iy. Alors :
1) On remasae: B = Grw =5 = 5T = i) = atiy = 2
2+z = (z+4)+(@—4) = 2z = 2Re(z) 2) Soit (A1, X2) € R2. Soit (21, 22) € C2. Alors il existe (21,91, z2,92) € R?*
Dot - Re(z) _ z—|—2. tel (}ue 121 =21 +1yy et 29 = T2 + 1Y2.
2 o D’une part :
2) De méme : ) . )
) M z1+A2 20 = A (z1+iy1)+ A2 (metiya) = (M 21+ 22)+i (M y1+A2 42)
2=z = (x+uw) - (x—iy) = 2y = 2iIm(z) Ainsi :
Dot : Im (2) = z _,2. AMzi+ Xz = (AMxr+Axe) —i (A yr + A2 y2)
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3)

« D’autre part : 4) Soit z € C*. Alors il existe (z,y) € R?\ {(0,0)} tel que : z = = + iy.

oL .
MZTHA2 7z = A1 (m1—iy1)+Ae (za—iys) = (M 21+Aoa2)—i (A1 y1+daya) ° On commence par écrire _ sous forme algébrique :

Finalement, on a bien : 1 1 T — 1y T — 1y I iy
z x +iy (x +1iy) (z — iy) 2?2 — (iy)2 x? 4+ y?

AMzi+Xez=MZ1+ 7%
On en déduit :

Soit (21, 22) € C2. Alors il existe (21, y1, T2, y2) € R* tel que : 21 = 21 +iy; (

- . Iy T . Y - T . Y
€t zp = T2 + . ) x2+y2_zx2—|—y2 _:c2+y2+zm2+y2

o D’une part :

. . o Par ailleurs :
21Xz = (x1+4iy1) (2 + iy2) ) ) L +i 4
T+ iy oz +iy oz +ay

= mixa+iTiy +izayr + Y1y z r—iy  (z—iy) (z+iy) 22 — (iy)? x2 +y?
= (T2 —y1y2) +i(z1Y2 +2201) Finalement, on a bien :

Ainsi :

8
<
| =

- . 1 4
21 X 29 = (x122 —y1Y2) — i (x1Y2 + 22Y1) -] = +1 =

o D’autre part :
5) Soit (z1,22) € C x C*.

Zixz = (x1—iy) (2 —iy2)
Al 1
= T1To—iT1Yo —iT2Y1 + Y1 Y2 (22> = <21X>

= (v122 —y1y2) —i(T1Y2 + T291)

N
[\

(par compatibilité de la
conjugaison avec le produit)

I
N
X
/N
ae
N~—

Finalement, on a bien :

(par compatibilité de la
conjugaison avec l’inverse)

X
[ =

21 X 29 = 21 X 22 = 7

N
)

(on démontre le cas particulier par récurrence sur n) Z1
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Remarque 2) Ensuite :
« Rappelons la définition de bijectivité. 1 1-9 1—9 1-9; 1 2
Une fonction f : E — F est dite bijective 8l existe une fonction g : FF — F v (1+20) (1= 2) = 1= 22 =171 "5 5 i
telle que :
fog=idr et gof=idg 1 1 1 2
On remarque : Re -] = —-etIm - = ——.
« Le caractére involutif de 'application f : C — C permet donc d’en 142 D 1+2 5]
3) Enfin :
z = Z
déduire sa bijectivité. Démontrons le. 1434 (141) (=3 — 20) ~3-92—3i4+2 —1—5i 1 5
Soit z € C. 2i—3  (—3+2)(—3-2)  (-32-(2) 13 13 13'
(foN) = (/) = F(2) = () = = ) iy 1 (1
Comme cette égalité est vérifiée pour tout z € C, on en déduit : premarque: Re {973 ) T T3 MM\ %23 ) T T 13

fof = ide -

On en conclut que f est bijective, de réciproque elle-méme (f~! = f).

Remarque
+ On appelle aussi les fonctions involutives (c’est-a-dire les fonctions f véri- A 1aide de la proposition précédente, on peut démontrer par récurrence les
fiant f o f =idp) des symétries. résultats suivants :

Nous reviendrons plus en détails sur ce point ultérieurement mais rappelons

o ; Soit . cn.
nous que 'ensemble C est en bijection avec le plan R? (on parle d’ailleurs a) Soit (21, 2n) €

de plan complexe). Dans ce contexte, nous verrons que la conjugaison est
effectivement une symeétrie : la symétrie par rapport a ’axe des abscisses. (Z”: Zk) _ i e
; k=1 k=1
Exercice 2
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique : )
b) Soit (21,...,2,) € C™.
1 1 141
a) — b
)3 ) Ty a ) %3 TN w
Z = Zk
Démonstration. <k1:11 k) k,l;Il b
1) Tout d’abord :
1 1 1
_ = = — = —1
i i X1 -1

On remarque : Re (1> =0etIm <) = —1.
7 7
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Proposition 7.
Soit z € C. On a les équivalences suivantes.

1) 2=z & zeR

2)| z=—2 & z€iR

Démonstration.

1) Soit z € C tel que z = = + iy.

2=z e ztiy=z—iy < 2iy=0 < y=0 < Im(2) =0 & z€R

2) Soit z € C tel que z = x + 1y.

z2=—2Z & z+iy=—(x—1iy)
S s+uwW=—a+w
& 22=0
< =0
< Re(z) =
< zeiR

Exercice 3
Soit (a, b,c) € C3 tel que :

bc—a—0>
Démontrer : c—i—ac—ba € 1R.
a —_

Démonstration.
bc—a—0>
Onnote:z:u.
a—>b
o Tout d’abord :
z€IR & z=-%
.Or:
_ c+abé—a—>b
zZ = —
a—2b
_ctabc—a—b
a—>b

—b
- 11
_ Ctma—s
1_1
a b
_ abc+c—b—a
- b—a
c+abc—a—>b
= _—_ = —Z
a—>b

On en déduit : z € iR.

Exercice 4 Résolution d’équations
Résoudre dans C les équations suivantes :
a) (E1):2z+iz=5—2i

b) (E):2z24+5—-2i=4+i+3z2

¢) (F3):32+7=4—3z2
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Démonstration.
a) Soit z € C. Alors il existe (x,y) € R? tel que : z = = + iy.

28 +1z=5—-21 —= 2(x +iy) +i(z —iy) =5 —2i
= 20 +2iy+ix+y=5—2i
= 2x+y)+i(r+2y) =5—2i

2z + y = )
r + 2y = =2
Ly+2Ly— Iy Qx + y — 5
3y = -9
L1 +3L1—-L 6"E — 24
— + 3y = -9
sl { Ay
Lz(—ng 6
— 9
= —7:—3
3

On en déduit : Sy = {4 — 3i}.
b) Soit z € C.
2245-21=4+4+14+3z2 & 1-3=2 & 1+3i==z
On en déduit : S(g,) = {1 + 3i}.
¢) Soit z € C.
3247=4-32 & 3(z2+2)=-3

& z2+z=-1
< 2Re(z)=-1 & Re(z)=—=

On en déduit : Sgyy = {—3 +iy | y € R}.

O

I.4. Formule du binéme de Newton
I.4.a) Factorielle et combinaisons

Définition (Factorielle)
Soit n € N*.
On appelle factorielle de n et on note n! U'entier :

[[TE=nxn—-1)x(n—-1)x---x3x2x1

On a de plus la convention : 0! = 1.

Définition (p-combinaison)
Soit E un ensemble fini.

« On appelle p-combinaison d’éléments de F toute partie & p éléments de
E.

n

o On note < > le nombre de p-combinaisons d’éléments d’un ensemble E
p

possédant n éléments ¢.e. le nombre de parties a p éléments d’un ensemble

a n éléments.

<n> nl n(n—1)...(n—(p-1)) _Ah

p

pl(n —p)! P! p!

(le symbole <n> est lu «p parmin »)
p

Démonstration.

Considérons une partie a p éléments de E.

Ordonner ces éléments correspond a se donner un p-arrangement de ceux-ci.
Or, il y a p! p-arrangements d’un ensemble & p éléments (on a p possibilités
pour le 1°" arrangement choisi, (p — 1) pour le 26™¢ ... 2 possibilités pour
le (p — 1)®™m€ et 1 possibilité pour le p*™e).

10
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Ainsi, chaque p-combinaison d’éléments de E donne lieu & p! p-arrangements
différents. Autrement dit, il y p! fois plus de p-arrangements que de p-
combinaisons. On en conclut que :

n n!
! x — A=
P <p> (n —p)!

En effet pour choisir p éléments dans un ensemble & n éléments, on a n
possibilités pour le 1°F élément choisi, (n — 1) pour le 26™¢ ... n — (p — 2)
possibilités pour le (p — 1)*™€ et n — (p — 1) possibilité pour le p®me. O

Exemple classique : tirage SIMULTANE (SANS remise) de p boules dans une
urne contenant n boules numérotées de 1 & n.
(sans ordre et sans répétition)

Exemple

On considére 'urne & 9 boules précédente et on procéde au tirage simul-
tané de 3 boules de 'urne. Les éléments suivants sont des 3-combinaisons
d’éléements de [1,9].

{1,3,8} {2,7,5} {4,1,2} {1,2,3} {4,5,6} {1,7,9} {2,7.8}...

A\

Il n’y a pas d’ordre associé a ce tirage : les boules sont tirées en
méme temps. Notez que les ensembles {2,7,5} et {2,5,7} sont
égaux.

(deuz ensembles sont égaux s’ils ont les mémes éléments)

Combien y a-t-il de tirages en tout ?
Une 3-combinaison peut-étre vue comme un 3-arrangement dans lequel 'ordre
ne serait pas pris en compte. Comparons le nombre de 3-arrangements au
nombre de 3-combinaisons. Si 'on dispose d’une 3-combinaison {1, 3,8}, on
peut produire & 'aide de ses éléments, les 3-arrangements suivants :

(1,3,8) (1,8,3) (3,1,8) (3,8,1)

(8,1,3) (8,3,1)

On a ainsi produit six 3-arrangements différents. Chacun de ces 3-arrangements
correspond & une maniére d’ordonner les éléments 1, 3, 8. Autrement dit, on
considére toutes les permutations de 'ensemble {1,3,8}. Il y en a 3! = 6.

Au final, & chaque 3-combinaison correspond 3! (i.e. six) 3-arrangements. 11
y a donc 3! fois moins de 3-combinaisons que de 3-arrangements :

A 9x8x7T

9 —_
3/ 31 3x2

De maniére générale, si I'urne contient n boules et qu’on effectue le tirage

=3x4xT7T=84

. , n AL n! . s
SIMULTANE de p boules, il y a = — = 5 tirages différents.
p) p' pln—p)
Propriété
Soit n € N.

Soit k € [0,n].

()= 5w

b) Si k <0 ousik>n,on convient que (Z) =

a)

¢) Quelques cas simples :
) _y la seule partie & 0 élément d’un ensemble a n
0/ éléments est ’ensemble vide.

la seule partie a n éléments d’un ensemble £ & n
éléments est ’ensemble F.

L]
YRy
S 3
N———

I

[

il y a n parties & un élément d’'un ensemble F a n
¢léments (ce sont les singletons {x;}).

il y a n parties & n — 1 éléments d’un ensemble E a n
éléments (ce sont les ensembles E \ {z;}).

vk € [0, 7], (Z) - (nﬁk)

d)

11
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e) Formule du triangle de Pascal :

wenn (-G (1)

Cette formule s’écrit souvent sous la forme d’un triangle :

Mlo 1 2 3 45
n

0 |1

1Al

2 |1 P 1

3 /1 3 3 1
4 11 4@ A 1
5 |1 5 10 @ 5 1

f) | ke [Ln], ’“(Z) :”<Z:D

g) Formule de Vandermonde :

k=0 p—k p

V(a,b) € N*,¥p € [0,a + b, i <Z>< b >:<a+b

)

Démonstration.
d) 1l y a deux méthodes pour démontrer cette égalité.

x Méthode calculatoire.

x Méthode théorique.

Soit E est un ensemble & n éléments.

Notons P ’ensemble des parties & k éléments de F.

@ Pk — Ptk
A - A

1l y a donc autant de parties a k éléments de E que de parties an — k

élements de F (les complémentaires des précédents).

L’application est une bijection.

e) Ici aussi, il y a deux méthodes pour démontrer cette égalité.

x Méthode calculatoire.

n—1\ (n—1)! B (n—1)! _k(n—-1)!
< )‘ k—1)((n—X)—(k—=X)  (k—=D'(n—Fk)! kl(n—k)

n—1\ (n—1)! o (n=1! (n—Fk)(n—1)
( k >_k!((n—l)—k)!_k!(n—k—l)!_ k! (n—k)!

En sommant ces deux éléments, on obtient :

n—1 n—1\ (k+n—-k)n-1)!" nh-1! /n

(k—1>+( k >_ M (n—k) _k!(n—k)!_<k>
Méthode théorique.
Soit E est un ensemble a n éléments. Soit a € E. Notons alors Py
I'ensemble des parties de E a k éléments contenant a et P Pensemble
des parties de E & k éléments contenant a ne contenant pas a.
Tout A € Py vérifie : (A€ P?) 0U (A € P?).
Autrement dit : P, = P U P (union disjointe).
On en déduit que : Card(P;) = Card(P¢) + Card(Pg).

n
k
n—1 on choisit k£ — 1 éléments

k— 1> < dans E'\ {a} et on ajoute a >
n—1

k

On conclut en remarquant tout d’abord que : Card(Py) =
puis que : Card(Pf) = <

et enfin : Card(P¢) = (on choisit k éléments dans E \ {a})

12
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f) Encore deux méthodes pour démontrer cette égalité. Plus précisément, ’ensemble Py est en bijection avec :
x Methode calculatoire. P
Pour tout k € [1,n] on a: U (T x Rp—r)
k=0
n—1 (n—1)! . ; .
n = n ‘ ' ol T}, est I'ensemble des parties & k éléments de F'
k-1 (k = 1)t (n — k)! et Ry est 'ensemble des parties & p — k éléments de G.
n!

 (E=D!'(n—k)!

_ n! I.4.b) Formule du binéme de Newton et variante

- | — k)

kt(n — k) Proposition 8.
<n> Soit (u,v) € C% et n € N.
= k
k
- n_ s~ (™ ko n—k
1) Binome de Newton :| (u+v)" = > ( )u v
« Méthode théorique. T ST i=0 \F
On s’intéresse au nombre de couples formés d’un ensemble A € P et
-1

d’un élément a pris dans A. Il y en a : Card P, x Card A = Z) Xk 2)| um—u" = (u—v) i uF Lok = (4 — ) nz ukpn—1-k
On aurait pu raisonner différement : choisir d’abord un élément a € F k=

puis former 'ensemble A en choisissant k — 1 éléments autres que a et émonstration

-1
en ajoutant a. Au final, on obtient : Card £ x Card P! = n <Z 1) 1) Soit (u,v) € C2.

Démontrons par récurrence : ¥n € N, & (n)

g) Encore et toujours deux méthodes pour démontrer cette égalité.
x Methode calculatoire. o P(n): (v =3 <”> uk =k,
Soit = € R. Il s’agit de remarquer que : (14 2)?* = (1 +2)*(1 + 2)° k=0 \K
et d’appliquer la formule du binéme (cf Proposition 8). » Initialisation :
x Methode théorique. x D'une part : (u + )’ =
Si E est un ensemble & a + b éléments, on peut ’écrire comme union 0 0
disjointe de F' (& a éléments) et de G (& b éléments). Pour choisir une « D'autre part : — ( > < ) uivt =1

partie & p éléments de E on peut choisir une partie a k éléments de F Dot 2(0)
et la compléter par une partie & p — k éléments de G.
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» Hérédité : soit n € N.
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1)

n+1
(ie. (u+v)"H =3 <n + 1) uk o=k

k=0

k

(par hypotheése de
récurrence)

(par distributivité
de x sur +)

(par distributivité
de x sur +)

(par décalage
d’indice)

( n ) uk prti=k 4 <n> un Un+1—(n+1))
k—1 n

n n
> Wt 4 3 uF Un+1k>
k=1 \K

On en déduit :

n+1 n n n
Z < ) uk ,Un+1fk + Z < > uk ,UTL+17k
k=1 \k —1 k=0 \F

_ (™), 0, mt1 V- n n k,n+l—k o n+l 0
(erredy () Qoo

1 (par triangle
k,n+1—k n+1,,0 p g
) v tuty de Pascal)

+
k
_ (g) w0yt 4 i <”‘]L‘ 1) uk ik 4 (” + 1) w0

k=1 n+1
nil <”) ko ntl—k
= ul T
k=0 \Kk
D'oa Z(n+1).

noin
Par principe de récurrence : Vn € N, (u +v)" = > ( > uk "k,

2) Soit (u,v) € C2.
« Méthode 1 : manipulation du symbole ) .

(par distributivité
P P} de X sur +)

14
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Par décalage d’indice :

n n
Z uk ok — Z uF—1 vn—(k—l)
k=1

k=1

n

S ko nil uk ok (par décalage
k=0

= d’indice)
n—1 n—1
— <Z ,Unfk 4y ,Unn) _ <u0 ,Unf() + Z vnk)
= " — "
o Méthode 2 : récurrence.

On laisse le soin au lecteur de rédiger cette 2°™¢ présentation.

Remarque

On rencontrera la formule du binéme de Nexton sous différentes formes (dif-

férentes valeurs pour u et v). On a notamment :

o (V)" =(W+u)" = Iéo <Z> =k

—~~
IS
|
<
SN—
S
I

(I4u)"

Eond ol
* L0 10

A+ =3

() =
k=0 k

Si E est un ensemble & n éléments, on a :

P(E)= U P (union disjointe) et donc Card E = > Card(Fy)

k=0 k=0

On obtient ainsi une nouvelle démonstration de : Card(P(E)) = 2™.

£ ()=

n

a-1r=y

Exercice 5
Soit z € C. Calculer les sommes suivantes :

o 5 (3

Remarque

On pourra retenir quatre cas particuliers de 2).
Soit (u,v) € C2.

x u2—v? = (u—v)(u+v)

x u?+v2 = (u—iv)(u+iv)

x ud =03 = (u—v) (u®+w +v?)

x ud+ 03 = (u+v) (v —w +v?)

(1)

kE+1

b) >
k=0

Proposition 9.
Soit z € C\ {1}.

n 1 — gntl
1.| VneN, 3 & = — 5
k=0 ==

2. Soit (p,q) € N? vérifiant : ¢ > p.

Sk

Démonstration.
A faire.

15
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II. Le plan complexe

IT.1. Image d’un complexe - Affixe d’un point

Proposition 10.

Soit P un plan affine (avec des points) euclidien (muni de mesure de distances
et d’angles) orienté muni d’un repére orthonormé direct (0, U, V).

On peut identifier P et C.

Démonstration.
On note :
p : C —

z = O+Re(z) i+ Im(z)

P

—

v

et

P

M =

Les applications ¢ et 1 sont bijectives et : ¢ =11

Remarque

(z,9)

La bijection ¢ est aussi souvent définie de la facon suivante :

@ C — R?
z — M= (Re(z),Im(z))
axe imaginaire
M = ( )
Ul e,
U
0 U ’ 4 axe réel

— C

= T4+1iy

Définition (Image d’un complexe - Affixe d’un point)
« Soit z € C.

Le point M de coordonnées (Re (z),Im (z) ) est appelé image de z.
o Soit M = (z,y) € R2.

Le nombre complexe z = x + iy est appelé affixe de M.

o L’axe des abscisses est appelé axe des réels, et 'axe des ordonnées axe
des imaginaires purs.

Exemple
D .
(—/»Al o Le point D a pour affixe —2 + 1.
5 ol - > o Le point image du nombre complexe
. 3—1iest .
H

I1.2. Affixe d’un vecteur

Définition (Vecteur image - Affixe d’un vecteur)
« Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R® tel que : 2 =z + i y.

Le vecteur o = <z> est appelé vecteur image du nombre complexe z.

« Soit un vecteur W = (Z) € Mr1(R).

Le nombre complexe z = x + iy est appelé affixe du vecteur .

16
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Exemple
\ L i ;
\ o Le vecteur W a pour affixe 3 + i.
7 W= o Le vecteur image du nombre com-
\ - plexe 1 — 474 est le vecteur t .
Lj L_‘

Proposition 11.

teur)

(Liens entre affixe d’un point et affixe d’un vec-

e Soit z € C.

. e
le point M a pour affize z < le vecteur OM a pour affize z

o Soient A un point d’affize z4 et B un point d’affize zp.

Alors le vecteur E a pour affive zp — z4.

Exemple

B On note A le point d’affixe z4 =1+

et B le point d’affixe zp = —2 + 3 1.

2
Alors le vecteur ﬁ a pour affixe : )

—3+21

zp—24 = (=2430)—(14i) =

<l

w

11.3. Propriétés

Proposition 12.

Soit Wi et wh deuz vecteurs du plan compleze d’affixes respectives z1 et zs.
1) Le vecteur 17{ + 175 a pour affize z1 + 29

2) Soit A € R. Le vecteur X - Wi a pour affixe X\ z1.

Démonstration.

1) Soient wi et wh deux vecteurs du plan complexe d’affixes respectives z;

et 2o.
Alors il existe (21, y1, T2, y2) € R tel que : 21 = x1 +iyy et 2o = 22+ yo.
De plus, par définition de I'affixe d’un vecteur :

() o« =m=(3)
Y1 Y2

On obtient :

x d’une part :

(x1+iy) + (w2 +iy2) = (w1 +x2) +i(y1 +32)

= ()G = G)
= + =
n Y2 Y1 + Y2

Ainsi, le nombre complexe z; + zo est bien 'affixe du vecteur 1?1 + 175 )

21 t+22 =
x d’autre part :

—

w1 wh

+ w3y

Soient A € R et w{ un vecteur du plan complexe d’affixe z;.
Alors il existe (x1,71) € R? tel que : 21 = 21 +1iy;. De plus, par définition
de l'affixe d’un vecteur :
=)
Y1

17
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On obtient :

x d’une part :

Azp = )\(x1+iy1) = ()\xl)+i()\y1)

=)= G)

Ainsi, le nombre complexe A z1 est bien I'aflixe du vecteur A - w.

x d’autre part :

\-wi

Remarque

La somme de nombres complexes peut donc s’interpréter géométriquement.
En effet, soit (21,22) € C2, on note M; le point d’affixe z; et My le point
d’affixe zs.

Alors z1 4 z5 est I'affixe du point N tel que : OW = O—]Wl> + (M

~

Exemple

Soient w1 et wh deux vecteurs du plan complexe d’affixes respectives z; = 2—1i
et zo =14 31.

Calculer laffixe du vecteur 2 - U{ — 17% )

Démonstration.
On note z laffixe du vecteur 2 - wj — w5. Alors :

2 =2z —2 = 22—i)—(14+3i) = 3—5i

Proposition 13.

1) Soient A et B deux points du plan complexe d’affizes respectives z4 et
ZB-

les points A et B sont confondus <& 2z4=2zp

2) Soient W et wh deus vecteurs du plan complexe d’affizes respectives z1 et
z9.

Qﬁ:@ & 21 =292

Démonstration.
La démonstration de cette proposition est immédiate. Elle provient du ca-
ractére bijectif de 'application ¢ définie au début de ce chapitre. O

Proposition 14. (Interprétation géométrique du conjugué)
Soit z € C. On note M le point du plan complexe d’offize z.

Le point M' d’affize Z est le symétrique de M par rapport a
laze des abscisses.

18
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Démonstration.

Soit z € C. On note M le point du plan complexe d’affixe z.
Alors il existe (z,y) € R? tel que :

I’affixe d’un point :

M= (x7y)

On note M’ le symétrique de M par rapport a 'axe des abscisse.

On obtient :

x d’une part, par définition de M’ :
M/ = (IL', _y)

x d’autre part, par définition du conjugué :

z

Ainsi, le nombre complexe Z est bien ’affixe du point M’.

z = x +1y. De plus, par définition de

S

h o

Proposition 15. (Affixe du milieu d’un segment)
Soient A et B deuz points du plan complexe d’affizes respectives z4 et zp.

Le miliew I du segment [A, B] a pour affize

ZA+ ZB
—

Exemple

On note A le point d’affixe z4 = 1 + 14 et B le point d’affixe zp = —2 4 3.
Déterminer l'affixe du point I, milieu du segment [A, BJ.

Démonstration.

On note zy Daffixe du point 7. Alors :

B
ZA+ 2B
ZI = T \//\
. . [
_ (A4 +(=2+30) DA
2 AN
- A
1 U
= _— 2‘ )
2—|— 7 5 -

19
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ITI. Module et argument d’un nombre complexe Proposition 17. (Interprétation géométrique du module d’un nombre
complexe)

ITI.1. Module d’un nombre complexe Soit z € C. On note M le point du plan complexe d’affize z. Alors le module
IT1.1.a) Définition et premiéres propriétés de z est la distance OM -
Définition |z| = OM

Soit z € C.
On appelle module de z et on note |z| le réel définie par : | |z] = V22 A7
A On n’utilisera jamais la notation « /- » dans C.

N z| =|OM
U

Proposition 16. R

Soit z € C. Il existe donc (z,y) € R? tel que z = = + iy. O} 1 1
Alors :| |z] = Va2 + y?

' IT1.1.b) Propriétés
Démonstration.
Soit 2z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = x + iy. Proposition 18. (Propriétés du module)
2 = Vzz = Ve tiy) @z —iy) = V22— ()2 = Va2 + 42 1) Positivité | Vz € C, || >0
0 2) Définition : Soit z € C.

Remarque 2| =0 & z2=0
o On utilisera plutét :

o la définition du module lorsqu’on manipule des produits de complexes, 3) Compatibilité avec le produit :| ¥(z1,22) € c?, |21 20| = |21] |22]

o la proposition 16 lorsqu’on manipule des sommes de complexes. "7 T T T T TTTOT
e Si z € R, alors le module de z est sa valeur absolue. On dit que le module a) En particulier :| Vz € C, | — z| = |2|

coincide avec la valeur absolue sur R.

1 z b) Conséquence :| Vz € C, Vn e N, [2"]| = |z|"
e Pourtout ze C*:| z7tl=-=_"2_
z |z)?

20
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4) Compatibilité avec linverse :| Vz € C*
)

1‘ 1 3) Soit (21, 2z2) € C2.

lz| | o Méthode 1 : en utilisant la définition du module.

x Tout d’abord :

N o « |2 _ |-l
5) Compatibilité avec le quotient :| ¥(z1,20) € Cx €7, |~ ol Il = 5 xFTE = M TH = aTixnd = |altlal = (a]la)?
6)| VzeC, |z =] x Or un module est positif, donc : |21 29| € Ry et |21] |22] € Ry.
De plus la fonction x — 22 est bijective sur R. Ainsi :
Démonstration.
. L ) . \ 21 22| = |21] 22|

1) Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R* tel que : z = = + iy. D’aprés la

proposition 16 : — « Méthode 2 : en utilisant la forme algébrique.

2] = Var+y? > 0 Soit (21, 29) € C2. Alors il existe (21, y1,72,y2) € R* tel que :

2) Soit z € C. Raisonnons par double implication. =z iy et 2 =@+ iys

(<) Supposons : z = 0. Alors :

2] = Vzxz = V0xz = V0 =0

x D’une part :

2120 = (w1 +1dy1) (z2 + iy2)
(=) Supposons : |z| = 0.

_ . . .2
On sait qu’il existe (x,y) € R? tel que : z = z + iy. Alors : = T1T2TiTiys Ty HT Y1 Yo

= (z122 —y1y2) +i(T1y2 + 2291)

comme |z| =0
On en déduit :
alors 2 +9y2=0
|21 22
donc 2 +y2=0

= |(@122—y1y2) +i(z1y2 +x201))|

2>
dou 22=0ETy?>=0 (car a® >0 et

y>>0) = (mz2—y1y2)?+ (T1y2 +2291)?
aimsi  z=0ETy =0 = (z122)? — 223wy To + (Y1 92)% + (21 92)% + 221 90w5 77 + (2241)>

Onendéduit: z=a+iy=0+ix0=0.
Y = 2ad+yi v +at i + a3yl
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x D’autre part :
|21 |22? = o1+ iy |22 + iyl
= (2f +yi) (@3 +93)
= afad+afyl +yiad + i3

« Finalement : |21 22|? = |21|? |22]2.

Or un module est positif, donc : |21 22| € Ry et |21] |22] € Ry.

De plus la fonction x — 22 est bijective sur R. Ainsi :

|21 22| = |21 |22
4) Soit z € C*.
P 11y 1111
zl oz \z)  zz  zz |22
.. 1
Or un module est positif, donc : >0et W >0
z z

De plus la fonction x — 22 est bijective sur Ry. Ainsi :

1 1 1
TVRE T R TR R

5) Soit (z1,22) € C x C*.

1

z

Z1 1
) 29
— |z 1 (par compatibilité du module
- avec le produit)
— o x — (par compatibilité du module
N ! |22 avec linverse)
lzal
|22]

6) Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = x + iy. Alors :

z=x—iy=x+i(—y). D'ou:

Zl = Va2 +(—y)? = Va+y? = [

Proposition 19. (Inégalité triangulaire)
Soit (21, z2) € C2.
1) Ona:

|21 + 22| < |z21] + |22]

avec égalité si et seulement si :
I, X2) €ERE A z1 + Az =0
2) De plus :

||21] — |22]| < |21 — 22

Lemme 1.

a) Vu € C, Re(u) < |ul

b) YVue C, Re(u) =|u] & ueRy

Démonstration. (Lemme 1)

a) Soit u € C. Alors il existe (a,b) € R? tel que : u=a+ib.
o Tout d’abord : Re (u) = a < |qf
« Ensuite : |a] = Va2. Or :

a? < a® + b? (car b*> > 0)

3 < T L2 (par croissance de la
donc Va2 <VaZ+ b2 fonction /- sur Ry )

d’ou la] < |u]
o Ainsi, par transitivité :

Re(u) < laf < [ul
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b) Soit u € C. Alors il existe (a,b) € R? tel que : u = a+ ib. Raisonnons par

double implication :

(<) Supposons u € R;. Alors : b=0et a € Ry. D'ou :

lul = Va2 +b? = Va? = a (car a > 0)

Ainsi : |u| = Re (u).
(=) Supposons : Re (u) = |ul. Alors :
x a=|ul > 0. Ainsi : a € Ry.

a=+va?+b?
donc a? = a? + b?

d’oil 0 =052

x De plus :

ainsi 0=0b

Finalement, on obtient : . = a4+ 0 = a. Or a € R;. On en déduit :

UER+.

Démonstration. (Proposition 19)
1) Soit (21, 2z2) € C2. Deux cas se présentent :

o si 21 = 0, alors I'inégalité est évidente.
. <2

e siz1 # 0, 0on pose : u = —.
,,,,,,, P

O

x Alors :
|21 + 22| < |21] + |22]

|21 + 29| <1+ @
|21 |21

21+ 29
Z1

<1

= <1+

z2

& [L+ul<1+]u

& [T+u < (14 |uf)?

(par compatibilité du module
avec le quotient)

(par stricte croissance de la
fonction carrée sur Ry )

pan (1—|—u)(1—|—u)<1+2|u|—|—|u!2

s (I4+u)(A+a) <14+2|u| + |uf?

(par linéarité de la
conjugaison)

& Ytuta+wa <X +2u+ua

U+ u
2

< Jul

< Re(u) < |u]

x Or, cette derniére inégalité est vraie d’apres le point a) du Lemme 1.
Par équivalence, on en déduit que la premiére inégalité est vraie. On
ainsi démontré la premiére inégalité triangulaire :

V(z1,22) € C?,

|21 + 22| < |21] + |22

o Démontrons maintenant le cas d’égalité.
Soit (21, 29) € C2. Deux cas se présentent :

x 81 z1 = 0, alors I’égalité est vérifiée.
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x si z1 # 0, alors, avec le méme raisonnement que précédemment, on Remarque

e On a utilisé dans cette preuve la propriété classique suivante.
|21 + 22| = |21] + |22] & Re(u)=|u| & uweRy Soit z € R. Soit a € Ry

oll la derniére équivalence est obtenue avec le point ) du Lemme 1. z|<a & —a<z<a

. Lz
Ainsi, si 21 # 0, I’égalité a lieu si et seulement si 2Z_ye Ry,
A1 o On peut déduire de I'inégalité triangulaire la proposition suivante.

1.€. 29 = U Z.
Soit n € N*. Soit (z1,...,2,) € C". Alors :

2) Soit (21,22) € C2. On rappelle qu'on a démontré la premiére inégalité
triangulaire :

n

> %k

k=1

n
V(u,v) € C% Jutol < Jul+ o]l (%) S 1;1 2]

Tout d’abord :

HZ1| — ‘ZQH < |21 — 20| & —|z1 — 20| < |z1| — |22] < |21 — 22 (on démontre ce résultat par récurrence sur n)

o L’inégalité triangulaire s’interpréte conformément a son nom. Les cas d’éga-
lité sont apparents.

‘(21 —22) + 2’2‘ < a1 — 2] + |2 On note M (z1), M2 (22) et N (21 + 22). L’inégalité triangulaire s’énonce

géométriquement de la facon suivante :

On applique Pinégalité (x) & u = 21 — 23 et v = z9. On obtient :

|Zl‘ |Zl - 22| + |Z2’ ON < OM1 + OM2
Ainsi : |21| — ‘22| < |Zl — Z2|.
« On applique V'inégalité () & u = 21 — 22 et v = —z1. On obtient : N
(21— 22) + (—21)| < |21 — 22+ | — 2 _—
I I M~
22| = | — 22| |21 — 22| + [ — 21| = |21 — 22| + |2 /
Ainsi : —|z1 — 29| < |21] — |22l N 17
o Finalement : v —
—|z1 = 22| < 21| — |22| < |21 — 22| O| @
D’ou :
[l21] = |z2|| < o1 = 2o
O
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IT1.1.c) Interprétations géométriques 111.2. Ensemble U des nombres complexes de module 1
Proposition 20. Définition (Ensemble U)
Soient A et B deu points d’affizes respectives z4 el zp. L’ensemble des nombres complexes de module 1 est noté U.
AB = |zp — 24| U= {zeC||z=1}

Proposition 21.
Soit a € C. Soit r € RY..

Proposition 22.
1)| UccC*

On peut identitifier :

1) Uensemble {z € C | |z — a| = r} avec le cercle de centre a et de rayonr. 2) | U# D

2) Uensemble {z € C | |z —a| < r} avec le disque ouvert de centre a et de , 5 ,
3) U est stable par x :| V(z,2') e U* 22'€U

rayon r.
3) {z€C | |z—a| <r} avec le disque fermé de centre a et de rayon r. 4) U est stable par passage & linverse : pour tout z € U, z~! existe el
1
Remarque 21 eU. Plus précisément : Vz € U, T l=2=3
. z
On cherchera souvent & travailler avec le carré des modules.

Notons par exemple C le cercle de centre A d’affixe a € C et de rayon r > 0.

) Remarque
Alors, pour tout z € C, en notant M le point d’affixe z :

On dit que (U, x) est un sous-groupe de (C*, x).

MeC & |z—a|l=r Démonstration.

1) Soit z € U. Alors : |z| = 1. Donc z # 0. Ainsi : z € C*.
On en déduit : U C C*.

2) On remarque : 1 € U. D’ou : U # @.

& |z—al?=1r?

& (z—a)(z—a)=1?

& zZ—az—aZ+(aa—1")=0 32) Soit (z,2') € U2
Réciproquement, pour tout (a,b) € C x R, 'ensemble {z € C | zZ —az — oo , (par compatibilité du module
az+ b= 0} peut s’identifier : 22| = |2l avec le produit)

x soit & un cercle de centre a, — 1x1 (car (z,2') € 1)
x soit au point d’affixe a,

=1

x soit & 'ensemble vide.

On en déduit : z 2’ € U.
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4) Soit z € U. Comme z # 0, alors z~! existe. De plus : I11.3. Argument d’un nombre complexe
1 1 IT1.3.a) Définition et premiéres propriétés
27N = |-
o Définition (Angle orienté)
1 (par compatibilité du module Soit M un point du plan complexe distinct de O.
2] avec inverse) Les vecteurs @ et OM définissent un angle orienté noté (7, OM).
1 .
= 1 (car z € U) Proposition 24.
Soit M un point du plan complexe distinct de O.
=1 L’angle orienté (U ,0M) a une infinité de mesures.
Dot : »~1 € U. Enfi Notons 0 lune d’entre elles. Alors, pour tout k € Z, le réel 042k est aussi
ourz €U bl une mesure de Uangle orienté (W ,OM). On notera :
1 z
~1 _
2 = - = — =2 (carzelU
. T e ( )

(7,0M) = 0 [2n]

——
(cela se lit - « Uangle (W, OM) est congru a 6 modulo 27)
Proposition 23. (Interprétation géométrique de ’ensemble U)

Dans le plan compleze, I"image de l’ensemble U est le cercle de centre l’origine
O et de rayon 1.

S

/ AN

S

v+

~Ne
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Définition (Argument d’un nombre complexe)
Soit z € C*. On note M son image dans le plan complexe. A
On appelle argument de z, et on note arg(z) toute mesure en radians de

. —_—
I’angle orienté (o, OM).

Le nombre complexe 0 n’admet pas d’argument !

Exemple

Donner un argument des nombres complexes i et —i.

M Démonstration.
T « Notons z =i et M le point d’affixe z. Alors : M = (0,1). On en déduit :
v (7,0M) =T [2x]. Ainsi :
0 = arg(z) 2
o @

arg(i) = — [27]

T
2

« Notons 2/ = i et M’ le point d’affixe z/. Alors : M’ = (0,—1). On en
m

—
deduit : (7,0M") = ) [27]. Ainsi :

Proposition 25.

‘ T
Soit z € C*. arg(—i) = 5 [27]
o Le nombre complexe z admet une infinité d’argument.
Plus précisément, si le réel 0 est un argument de z, alors, pour tout k € Z,
0+ 2k est un argument de z. On notera :
arg(z) = 6 [27] M -
o2
o La mesure d’angle appartenant a l'intervalle | — 7, 7] est appelée argument | R
principal de z. ol la ~
12
A L’argument d’un nombre complexe n’étant pas unique, on parle d’UN Vi
argument d’un nombre complexe. Prenons par exemple le nombre : =

0 . T
complexe : z = cos (—) + ¢ sin (—)
3 T 3 i T
Alors un argument de z est 3 mais aussi 3 + 2w, —

— 4, etc.
3
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Proposition 26.

Soit z € C*. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = x4+ iy. On note 0 un

argument de z. Alors :

cos(f) = % et sin(f) = Y

Démonstration.

Soit z € C*. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = x 4+ iy. On note M le

point d’affixe z et # un argument de z.

o Par définition du produit scalaire :

<7,0M >
s

= @I < |OM] x cos ((,0M))

(par définition du module et
d’un argument de z)

(car (O, W, V) est

un repére (ortho)normé)

o) e o= ()

Ainsi, par propriété du produit scalaire :

= ||| x |z| x cos(h)

= 1 x |z| cos(d)

Par ailleurs :

—
<U,OM>=1x24+40xy = z

On en déduit : = |z| cos(f). Or, comme z # 0, alors : |z| # 0. D’ou :

cos(f) = x

E

« Par définition du produit scalaire :

<7,0—J\>4>
= I[FI < OM] x cos (7, 0M))

(mémes arguments que le

(@) o
X || x cos ’O point précédent)

7r
= |z| cos (5 - «9)
= |z| sin(0)
\7777 anir
sin(6) 7 1
M’
IN I’ - 9 M |
2 o — .
0] L —

+>
~

Par ailleurs :
——
v = <0> et OM = <a:>
1 Y
Alinsi, par propriété du produit scalaire :
—
<U,OM>= 0xz+1lxy =y
On en déduit : y = |z| sin(@). Or, comme z # 0, alors : |z| # 0. D’ou :

. Yy
sin(f) = m
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Exercice 6

1. Déterminer le module et un argument du nombre complexe z = 1 + 4.
2. Déterminer le module et un argument du nombre complexe 2/ = —14i /3.
Démonstration.

1. Commengons par déterminer le module de z.

2] = V12412 = V2

On note # un argument de z. On obtient alors :

1 V2 , 1

sin(f) = V2

cos(f) =

V22
Or : cos (E) = @ et sin (W> V2

V2 2

1 5 )= On en déduit : arg(z) = % [27].
T .. (T
Remarquons : z = /2 (cos <Z) + 4 sin (Z>>
2. Commencons par déterminer le module de 2’
2] = 12+ (VB2 = Vi = 2
On note ¢ un argument de 2’. On obtient alors :
—1 3
cos@) = = -1 ot sy = Y3
2 2
21 1 . (27 V3 P _
Or : cos <3> =3 et sin <3> =5 On en déduit : arg(z) =
2
gmy
2 2
Remarquons : z = 2 <cos < 37r> +1 sin< ;))
O

Proposition 27.
Soit z € C*.

arg(z) [27] st A>0

1) Soit N e R*.| arg(Az) = {

arg(z) +m [2n] s A <0

En particulier :| arg(—z) = arg(z)+ m [27]
2) [ arg(z) = —arg(2) 2
3)| zeR" & (arg(z) =0 [27] OU arg(z) =7 [27r]) < arg(z) =0 [n]
Plus précisément :
zeRy & arg(z) =0 [27]
4)| z€iR & (arg(z) = g [27] OU arg(z) = —g [27T]> & arg(z) = g [7]
Démonstration.

Soit z € C*. On note M l'image de z.
1) Soit A € R*. On note N l'image de A z. Deux cas se présentent :
oN —
x 81 A > 0, alors : (7, ON) = (7,0M). On en déduit :

arg(Az) = arg(z) [27]
N
M
L
O| u
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x si A <0, on note N’ I'image de |\| 2. Alors N’ est le symétrique de N 8) Comme z € C, alors il existe (z,y) € R? tel que : 2 = z +iy. On note

par rapport & O. D’ou : un argument de z.
— "
(7,0N) = (Z,0N)+x [2n] ZERT & y=0
. . Yy
—_—> ’ > 6 = — =
= (7,00 + = 27] (d apres le point < sin(0) ] 0
précédent)

& 0=0[2n] OU 6= [27]

On en déduit : < =0 [n]

arg(\z) = arg(z) + 7 [27]

On en déduit :

0+ M zeR* & (arg(z) =0 [2x] 0U arg(z)=mw [27T]>

<L

< arg(z) =0 [n]

4) On raisonne comme dans le point précédent :

ze€1R & =0

V
< cos(f) = )

2) On note M’ I'image de z. Alors M’ est le symétrique de M par rapport a

T
— — - _
l’axe des abscisses. On en déduit : (,0M") = —(7,5?\7) [27]. Ainsi : e 0= 2 [27] 0U 0= 2]
™
arg(z) = —arg(z) [27] & 0= 5 [7]
On en déduit :
A M z€iR & (arg(z) =_— [2nr] 0U arg(z)= T [277])
2 2
g O & arg(z) = g []
o 20
O
N
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IT1.3.b) Propriétés des arguments

Proposition 28. (Propriétés des arguments)
Soit (z,21,22) € ((C*)g.

1) | arg(zize) = arg(z1) + arg(ze) [27]

2) | arg (i) = _arg(2) [27]

z

3) | arg (g) = arg(z1) — arg(z2) [27]

Démonstration.

1) Soit (z1,22) € (C*)2. Alors il existe (r1,72) € ]0,+0c[? et (01,602) € R?
tels que :
z1 =1 (cos(6) + i sin(6y)) et 29 =13 (cos(fa) + i sin(6y))
Alors :

21 %2

(rl (cos(6h) + i sin(@l))) (7“2 (cos(fa) + i sin(92))>

= r172(cos(6) cos(f2) + i cos(6y) sin(fz) + i sin(6y) cos(f2) — sin(6y) sin(6-))

2) Soit z € C*.

o D’une part :

s (2) -

o D’autre part, d’aprés le point précédent :
) = e ()

arg <7> = arg |z x —

z z

1
Alinsi, par transitivité des congruences : arg(z)+arg < > =0 [27]. D’ou :

z
) =
arg { ~) =
3) Soit (z1,22) € (C*)Z.

Al 1
arg ;2 = arg | z1 X ;2

= arg(z) + arg <1> or]  (dapres 1))

)

arg(l) = 0 [27] (car 1 € RY)

arg(z) + arg (1) [2r]

—arg(2) [27]

arg(z1) — arg(z2)  [27] (d’apres 2))

= rire ((cos(él) cos(62) — sin(61) sin(f2)) + i (sin(61) cos(f2) + sin(6s) cos(@ﬂ)) m

= 7179 (cos(f1 + 62) + i sin(fy + 62))

L’écriture ci-dessus est donc une forme trigonométrique du complexe

21 7. On en déduit :
01 + 0o [27]

[27]

arg(zy z0) =
= arg(z1) + arg(z2)

(notons que l'on retrouve bien : |z1 zo| = 1119 = |21] |22])

Remarque

« Notons que l'on retrouve pour la fonction arg exactement la méme pro-
priété que pour la fonction In. En effet, pour tout (a,b) € ]0, +-o00[? :
1) In(ab) = In(a) + In(b)

2) In (i) — “In(a)

a

3) In (b) = In(a) — In(b)
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o Cette propriété est appelée propriété de morphisme. On peut en donner Démonstration.
une définition légérement plus générale.
On appelle morphisme de (I, x) dans (J,+) une application f : [ — J
telle que :

1) Soit z € C*. Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou  P(n) :
arg(z") = n arg(z) [27].
Initialisati :
V(a,b) € 1%, flaxb) = fla)+ f(D) m Eearon

x d'une part : arg(z°) = arg(1) = 0 [27] (car 1 € RY)
Ainsi, 'application arg est un morphisme de (R, x) dans (R, +), et 'ap-

x d’autre part : 0 x arg(z) =0

plication In est un morphisme de (R, x) dans (R, +).

On peut en fait donner une définition de morphisme bien plus générale.
On en énonce ici une version non rigoureuse (car sans précision exacte du
cadre qui est pour l'instant un peu trop hors de notre programme).

On appelle morphisme de (G, *) (I’ensemble G est muni d’une loi interne
notée *) dans (Ga,*) (I'ensemble G2 est muni d’une loi interne notée x)

Ainsi : arg(z°) = 0 x arg(z) [27].

D’ou £(0).

Hérédité : soit n € N.

Supposons Z(n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. arg(z"™!) = (n +
1) arg(z) [27])

une application [ : G; — G5 telle que : arg(z"tl) = arg(z x z")
Vi) € G2, flaxb)= f(a) (D) = argle) barg(en) [2n] (o proposon
Ainsi, Papplication exp est un morphisme de (R, +) dans (R*, +). En effet = arg(z) +narg(2) [2] (par hypothése de récurrence)
la fonction exp : R — R vérifie : = (n+1)arg(z) [27]
V(a,b) € R?, et = oo x b D’ou Z(n+1).

Par hypothése de récurrence : Vn € N, arg(z") = n arg(z) [27].

Proposition 29. 2) Démontrons par récurrence : Vn € N*| &2 (n)

ot P(n):V(z1,..., ) € (C)" arg ( 1%)

1) V2 e C*, Vn e N, | arg(z") =n arg(z) [27]

i arg(z) [27].

s

1= i=1
n n Initialisati : soit *.
2) Vn € N*, V(z1,...,2,) € (C*)",| arg ( 1T zk) = Y arg(z) [27) > thitladisation = sot le €C
k=1 k=1 ’ .
« D’une part : arg (H zz> = arg(z1).
i=1
1
o D’autre part : ) arg(z) = arg(z1).
i=1
1
Ainsi : arg <H zi) = > arg(z).
i=1 i=1

D’ou 2(1).
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» Hérédité : soit n € N*. Ainsi :
Supposons Z(n) et démontrons Z(n+1) (i.e. Y(z1,...,2n+1) € (C*)n+1,

) X V31
arg ( ﬁl Zi) = il arg(zi) [271']) 21 = 2 (—2 -+ 5

i=1 i=1
Soit (21, 2n, Znt1) € ((C*)nH. 5r
-~ D’ou : arg(z) = 5
arg <H1 Zz’) « Déterminons |zg].
1=
n
= arg(H ><zn+1> |zo| = | —4i| = |—4|]i]| = 4x1 =4
n . . Ainsi -
— g H +arg(zne) [27] (d ’a]?res la proposition insi
] précédente) - -
n 2 = 40+ (-1)i) = 4<cos <——> + i sin (——))
= Z rg(z;) + arg(zn41)  [27] (par hypothése de récurrence) 2 2
R Do : arg(z3) = —~
n ol : arg(ze) = ——.
= > arg(z) [27] 2
i=1 1. Tout d’abord :
Dot 2 (n + 1). |z122] = |a1]]z2] = 2x4 =8
n .
S / . * * 0\ = Ensuite :
Par principe de récurrence : Vn € N* V(z1,...,2,) € ((C ) , arg (ZHI zz> = arg(z12) = arg(z1)+arg(z) [27]
n
> arg(zi) [27). O = om_m [27]
i=1 6 2
Exercice 7 - 5t 3w
On considére les nombres complexes z; = —V3+iet zg=—4i. = 6 6 [27]
Déterminer une écriture trigonométrique des nombres complexes : o 2]
= T
6
1. 21292 2. 2%020 T .
Finalement : z1 29 = 8 (cos (—) + % sin (—))
Démonstration. 3 3

Commencons par déterminer une écriture trigonomeétrique de z; et zo.

« Déterminons d’abord |z1].

sl = (VB2 12 = VA =
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2. Tout d’abord : M,
|Z%020| — ‘Zl |2020 _ 22020
Ensuite :
arg (29920) = 2020 arg(z1) [27]
)
= 2020 = [2n] O\ @8 (22)
_ 5050 \ | are(2)
— . [27] o / arg(z1)
(841 x 3 x2+4+4)w S

= 3 [27] M,

4
T84l x2r  [2n]
3 Proposition 30.

— 41 [27] Soit (z1,29) € ((C*)Q. On note My 'tmage de z1 et Mo limage de z5.
- 3
2 ——
Finalement : 22020 — 92020 (cos (471') +i sin <477>) . Le réel arg (Z) est une mesure de l’angle (OMy, OMa)
. 1 _— .
3 3
o Soient A, B et C trois points deux & deux distincts du plan complexe
IT1.3.c) Interprétations géométriques d’affixes respectives z4, zg et zc.

x Dans ce cas, le vecteur Ag a pour affixe zp — z4 et le vecteur A(} a

. * 2 9 23
o Soit (21, 29) € ((C ) . On note M; I'image de z; et Ms 'image de z». pour affixe zo — z4.

Le réel arg(z1) est, par définition d’un argument, une mesure de I'angle —

" - _>g( 1) P & 8 Une mesure de l'angle (E,ﬁ) est donc : arg femEA,
( ) OMI) ZB — ZA
De méme : arg(zq) = (7, OMs;) [27]. x On est par exemple dans la situation suivante :

x Ainsi : :v

22
arg (21) = arg(zz) — arg(z1) [27]
— (W,0M) — (@,0M,) [2n] £
% % 5 . Rc—IZA

- (OM,,01) [27] ()

~
N X
Le réel arg <z2> est donc une mesure de angle (OM7, OM3). B
21
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Proposition 31.

Soient A, B et C trois points deuz & deux distincts d’affizes respectives za,

zp et zg. Alors :

A, B et C sont alignés <  arg (

2C — ZA
ZB T %A

Remarque

Rappelons qu’on a toutes les équivalences suivantes :

A, B et C alignés < E et fﬁ colinéaires

& JNER, AC=\-ADB

< INER, z.—z4=A(zp — 2z4)

A

20— 2
& JAeR, A
ZB — ZA
20— 2
= MGR
ZB — ZA
20— 2
& a,rg<c A):O[?T]
2B — 24

Proposition 32.

Soient A, B et C trois points deuz & deux distincts d’affixes respectives z4,

zp et zo. Alors :

L’angle CAB est droit < arg <

RC — %A

B — RA

)

T
2

[]

IV. Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

IV.1. Définitions
On définit la fonction f suivante :
f+ R —- C
6 +— cos(f)+ i sin(0)
o Soit (01,02) € R2. D’aprés les formules d’addition de cos et sin, on obtient :
f(61) f(02) = [f(61+062)
(ce point sera détaillé en Partie 1-2))

o On reconnait la propriété de morphisme de la fonction exponentielle réelle.
Par analogie, on adopte la notation :

f:0— et?
Définition

Soit @ € R. On note : | €% = cos(0) + i sin(0)

Proposition 33.
Soit 6 € R.

. |6i9|:1

o | arg(e'?) =0 [2n]

Démonstration.
Par définition d’une écriture trigonométrique :

x tout d’abord :
let?] = |cos(f) + i sin(0)| = |1 x (cos() + i sin(@))| =1

x ensuite : .
arg(e'?) = arg (cos(f) +isin(d)) = 0 [2n]
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Définition (Forme exponentielle d’un nombre complexe) x Rappelons la définition d’injectivité de f :
Soit z € C* de module r et d’argument 6. )
Une écriture (ou forme) exponentielle de z est : V(t1,ta) € R, (f(t1) = f(t2) = t1 =1y)
i0 On doit donc démontrer :
z = re

NON(V(t1,t2) € R?, (f(t1) = f(t2) = t1=t2))

A Un nombre complexe admet une infinité d’écritures exponentielles, st dire :
puisqu’il admet une infinité d’arguments. On parle donc d’UNE écri- ¢ estra-ire -
M 7
ture exponentielle d’'un nombre complexe. At t0) € R2, (f(tl) — f(ts) ET t; # t2)
Remarque On note t1 = 0 et t9 = 27, alors :
L’écriture précédente est al‘lSSi appelée ‘forme trigonométr?que d’un nombre F(ts) = oi2m cos(2m) 4+ sin(2r) = 1
complexe. En effet, seul un jeu de notation sépare cette écriture de ’écriture
trigonométrique définie dans le Chapitre 5. De méme : f(t;) = 1. Ainsi :
IV.2. Propriétés f(t1) = f(t2) ET t1 #to
Proposition 34. La fonction f n’est donc pas injective.
L’application f: R — U est: 0
t H elt . . . . . . . .
. Malgré 'absence d’injectivité, on peut obtenir la proposition suivante :
x surjective,
x non injective. Proposition 35.
Soit (x,y) € R2.
Démonstration. (z,9)
e e et =Y o x=y |27
x Rappelons la définition de surjectivité de f : =
VzeU, HeR, z= f(t) Démonstration.
Soit (z,y) € R2. On note : z = e'® et w = e'Y. Par propriété des écritures

Soit z € U. Alors : |z] = 1.
Par définition de ’écriture trigonométrique, il existe t € R tel que :

o ~ ||
z = |z (cos(t) +isin(t)) = 1xe't = f(t) 2=w
( ) = 1x = { arg(z) = arg(w) [27]

trigonométriques :

Ainsi, f est surjective.
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Or:z=e"=1x (cos(z)+isin(z)) et w=e"¥ =1x (cos(y) + i sin(y)).

Ainsi :

et =eW & z=w

Proposition 36.
Soit (t,t') € R2.

) L . ,
1) At it — ez(t+t)

3)
1 it) 1 —it
2) pri (e’ ) =¢e "
Démonstration.

Soit (t,t') € R%.
1) On calcule :

. L
ezt X ezt

(par définition d’une
écriture trigonométrique)

O

il

ett’

_ it

= (cos(t) + i sin(t)) (cos(t') + i sin(t))

= cos(t) cos(t') — sin(t) sin(t') + ¢ (sin(t) cos(t') + sin(t') cos(t))

= cos(t+t')+isin(t+1t)

— i)

(par formules

d’addition)

2) D’une part :

CONE

D’autre part :

1 1
ett cos(t) + i sin(t)

cos(t) — i sin(t)
(cos(t) + i sin(t)) (cos(t) — i sin(t))

cos(t) — i sin(t)
| cos(t) + i sin(t)‘2

cos(t) — i sin(t

e”' = cos(—t)+i sin(—t)

= cos(t) — 1 sin(t)

(par parité de cos et
imparité de sin)

On en déduit : (e“)f1 = e it

3) Enfin :
Qit
it/

e (it
e’ (ez )

x et (d’aprés 2))

et (t=1) (d’apres 1))

Proposition 37 (Formule de Moivre).

Soit t € R.

e Vn €N, (e“)n = ¢t

o Autrement dit : Vn € N,

(cos(t) +i sin(t))" = cos(nt) + i sin(nt)
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Démonstration. Démonstration.
Soit t € R. Démontrons par récurrence : Vn € N, 2(n) ot Z2(n): (e')" = Soit t € R.
eint.

1) Tout d’abord :
» Initialisation :

x d’une part : (e”)0 =1
ixX0xt — o0 — 1

ezt + e—zt

2
x d’autre part : e

D’ou £(0). = (cos(t) + i sin(t) + cos(—t) + i sin(—t))
» Hérédité : soit n € N.

N | =

y : j L i 1 ité de cos et
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. (e”)nJr = ¢l (1)) _ 1 . o (par parité
2 (cos(t) + i siT] + cos(t) W@) imparité de sin)
YL it (i)™ 1
(") (") = 3 2 cos(t) = cos(t)
_ it x gint (par hypothése de
récurrence) 2) De méme :
— eilttni) ot (1)t oit _ it
Dot Z(n + 1). 24
Par principe de récurrence : Vn € N, (e!f)" = eint. s = 5 (COS(t) + i sin(t) — (cos(—t) + i sm(—t)))
Exemple ) ( 1 d
Déterminer une forme exponentielle du nombre complexe z = —3¢e’ 7. - ( i si _ —isi ) par parii€ ae cos et
57 costt] + i sin(t) — (costt] — i sin(t)) imparité de sin)

Démonstration. 1
On remarque : = 37 24 sin(t) = sin(t)

z = —3e'1 = (—1)><3e’% — T x 36T = 36 — 3617 O L

Exercice 8
Proposition 38 (Formules d’Euler). Soit 8 € R. Déterminer une forme exponentielle des nombres complexes
Soit t € R. suivants :
it —it it —it 1) z=1+¢" 2) w=1-¢"
1) | cos(t) = % 2) | sin(t) = %
i
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Démonstration.

1) On met en facteur 'exponentielle de 'angle moitié.

Z:1+ei0:eo+ei9:ei

Deux cas se présentent :

0
x 81 cos <2> > 0, alors une forme exponentielle de z est :

2 cos <§> ¢!

0
Donc: z = -2 cos B

exponentielle de z.

2) On met en facteur 'exponentielle de ’angle moitié.
-0 0 .
— 25 = —2 3 1 — g
e ) i sin <2> e

;T .
= 2xe '2 xsin <2

w = 1_619 _ eO_ez9 = ¢t

On en déduit :

w = 2(—i) sin <§> e’

Deux cas se présentent :

Wl

0
x 81 sin (2>>0, alors une forme exponentielle de w est :

(SIS

[SII5S

0 . ,
—2 cos (2> x e xe

) N
x ¢! (™+3) Cette derniére écriture est une forme

N

(SIS

[SII5S

0
x Sl sin<2><0, alors :

0 ) x
w = —2sin <2> x (—1) x el(g—i

0 . .

= —2sin <> x e!™ x el(g*
2

_ o <§> i (4D

Cette derniére écriture est une forme exponentielle de w.

)

[VE]

Remarque

On retiendra cette méthode de mise en facteur de l’exponentielle de ’angle
moitié lorsqu’on souhaite obtenir une forme exponentielle ou trigonométrique
d’une somme ou d’une différence d’éléments de U.

Soit (6, ¢) € R2.

« Pour la somme :
; ; P O0te i 0—¢ ;=0 0— o) 0+
el 46l = o (e’ 2 +e'2 ) :2cos<>eZ 2

o Pour la différence :

. . -0+ F0—p :p—0
ez@_eup — o3 (ez 7 @l 2)
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V. Applications a la trigonométrie : transformation Deux cas se présentent.

d’expressions trigonométriques e 5i0 =0 [27], alors : € = 1. Dol :
V.1. Un premier calcul classique S, = i 1= nit
Soit # € R. Soit n € N. On note : k=0

n o 5100 [27], alors : € £ 1. D’ou :
Cn, = >, cos(kb) 19 £0 21, 7
k=0 1 — eilnt1)0
Sn = 1— e
METHODO | Calcul de C,,
L QM0 omi(nt) G i(nt1) §
1) onremarque:C’n:Re<Z e“w). = -5 X 7 7
=0 els ei5 _ol3
n .
2) on note alors : S, = ) e™*? Puis on calcule S,,. ., —27sin ((n 1) Q)
k=0 = e'm2 X — (par formules d’Euler)
3) on obtient alors C), avec la relation : C,, = Re (S),). =27 sin (i)
i 0
Détaillons cette démarche. = w % eing
1) Tout d’abord : St (5)
» noo 3) On en déduit que :
— — (2 7
Cn = kz::(] cos(k0) = kX::O Re (e ) Re <k§0 ¢ > o i 0 =0 [27], alors : Cp, = Re (S,) =n+1.

2) On note alors : S, = i e®? Or : . 0
+1)3 0
k=0 Cn = Re(Sp) = sminT J3) ((n 5 )2) X COS (n )
sin (5) 2
g - i ikl _ i (ew)k
k=0 k=0 Exercice 9

Soit # € R. Soit n € N. Calculer les sommes suivantes :

n

1) S sin(ko) 2) kfo (Z) cos(k 0)

k=0
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V.2. Factorisation et linéarisation

On g’intéresse dans cette partie & la transformation d’expressions trigonomé-
triques. Plus précisément, on cherche & passer d’expressions factorisées a des
expressions linéarisées, et vice versa.

Définition
Soit x € R. On dit qu’une expression trigonométrique E(x) est :

x factorisée si c’est une combinaison linéaire de termes de la forme :
cos?(z) sin’(z), ot (p,q) € N?
x linéarisée si c’est une combinaison linéaire de termes de la forme :
cos(px) et sin(qz), ou (p,q) € N?

On pourra retenir le schéma ci-dessous que nous détaillerons dans les sous-
parties suivantes.

Forme linéarisée

Factorisation Linéarisation
par formule de Moivre par formule d’Euler

Forme factorisée

V.2.a) Une application de la formule de Moivre : la factorisation
d’expressions trigonométrique

Soit z € R. Soit n € N.

Objectif : On souhaite factoriser cos(n z) et sin(n x).

« Pour cos(nz) :

1) On applique la formule de Moivre.
cos(nz) = Re(e™) = Re ((eix)n> = Re ((cos(z) + i sin(z))")

2) On applique la formule du binéme de Newton :

(cos(z) + i sin(z))" = i (Z) cos"F(z) x (i sin(:p))k

k=0

no/n
= > i* cos™F(z) sin®(z)
=0 \k
3) On sépare la somme obtenue selon les termes d’indice pair et impair.

(cos(z) + i sin(z))"

n

n
= 3 <n) i* cos™F(z) sin®(z) + 3 <n) i* cos™F(z) sin® (z)
k=0 k k=0 k
k pair k impair

Or :
x d’une part :

n

T\ ok nan—k () aink & (n 2D 2 ;02
> ) 1 cos (z)sin®(z) = i°P cos™ P (x) sin“P(x)
k=0
k pair

L’avant-derniére égalité est obtenue en remarquant, pour tout p € N :
i = (i%)" = (-1)P.
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x d’autre part : Remarque

e On vient de démontrer qu’il existe un polynome T}, tel que :

o Vo €R, cos(nz)=T,(cos(z))
mpair
=y En effet, d’aprés ce qui précéde, pour tout x € R :
_ n op+1 . n—2p—1 - 2p+1
= pgo <2p N 1) i cos () sinP™ () 3

(—1)P cos"?P(z) sin??(x)

cos(nz) = (

p=0 2p + 1

= ;52 13)
(—=1)P cos" 2P (z) (1 — cos?(z))”

)
- @'L%J ( " >(_1)p cos" 2P~ 1) sin? 1 (z) 5] (n)
)

Il
b
o
N
N3
=

L’avant-derniére égalité est obtenue en remarquant, pour tout p € N :
PP = x %P = (—1)P.

L3l 7
Enfin, comme (5’7(11), Sr(LQ)) € R2, on en déduit : Ainsi : T, (X) = > <2p> (=1)Pcos™ 2P (X) (1 — cos?(X))".
n p=0 .
cos(nz) = Re (eina:) _ 7(11) _ LZQ:J <n> (—1) COSn—Qp(m) Sin2p(x) Le polynéme T,, est appelé polynéme de Tchebychev de 1°7¢ espéce.
—0 \2
p=0 p

e De méme il existe un polynéme Q,, tel que :

o P i :
Pour sin(nz) Vz € R, sin(nz) = sin(z) + Qy(cos(z))
1) On applique la formule de Moivre.

n—1

. De plus, si n est impair, alors, pour tout p € [0, | 5= ]|], n—2p—1 est pair.
: in. 7. R n .
sin(nz) = Im (e z) = Im ((e :C) ) = Im ((cos(m) + 1 sm(m)) ) Il existe donc g e Ntel que: n—2p—1=2q. D’ou

—2p—1 2 2 q .2 q
2) On applique la formule du binéme de Newton comme précédemment. cos"" P (z) = cos™(z) = (COS (x)) = (1 — s (x))
3) En reprenant les calculs des points 2) et ) pour I'étude de cos(n z),
on en déduit :

sin(nz) = Im(e™*) = s Vo €R, sin(nz)= P,(sin(z))

On en déduit que, si n est impair, il existe un polynéme P, tel que :

Ln—l

7|
= Zo <2p7—lk 1) (—1)P cos™ 2P~ 1(z) sin?P L (z)
p:
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Exercice 10 2) On applique la formule du binome de Newton.
Soit x € R. Factoriser I’expression cos(4 z). )
Démonstration. cos™(z) = on (e e )
1) On applique la formule de Moivre. _ 2i E’l: (n) ik g—i(n—k)a
cos(4z) = Re () = Re ((em)4> = Re (( cos(x) + 1 sin(x))4> ’
_ i i n i(2k—n)
2) Par formule du bindéme de Newton : 2n = \k
(cos(z) + i sin(x))4 3) On remarque : cos”(x) € R. Ainsi :
4 k n — n
.S ( > costH(z) (i sin(z))k cos™(z) Re (cos™(x))
k=0 \4
_ i i n i(2k—n)
= i*sin*(2) + 443 cos(x) sin®(x) + 62 cos?(z) sin?(z) + 414 cos®(x) sin(x) + cos*(x) on = \k
L R et
= (sin*(z) — 6 cos?(z) sin®(z) + cos*(z)) + i ( — 4 cos(z) sin®(z) + 4 cos®(z) sin(z)) 1 <n Re (ci(Zh-m)2) (car on ER €
k

I
3|
3
vk

On en conclut :

cos(4x) = sin?(x) — 6 cos®(z) sin?(x) + cos*(x) 1

I
|
M=

cos ((2k — n)z)

(

[\)
3
B
Il
o

O

cos ((n — 2k)z) (car cos est paire)

3
~ ~— ~—

V.2.b) Une application de la formule d’Euler : la linéarisation d’ex-
pressions trigonométriques _
« Pour sin”(z) :

Soit z € R. Soit (n,p,q) € N3.
Objectif : On souhaite linéariser cos™(x), sin™(z) et cos?(x) sin?(x).

« Pour cos™ () : sin"(z) = (ew — e_m>n = (e i)
1) On applique la formule d’Euler.

T —ixz\
1. .
cos"(z) = (e +2€ ) = Q—n(e”+e_”)n

Vk € [0, n], <>€]R)
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2) On applique la formule du binéme de Newton.

in™(x _ 1 ei:c o e—i:c n
sin™(x) (2@)"( )
_ 1 - n —1)k o—tk= ei(n—k)x
(20)" 1;::0 (k> =1)

= Gy 2, (1) e

8) L’idée est alors de rassembler dans la somme, pour tout k € [0, [F]],
les termes numéro k et n — k. On obtient :

() v ) o

— n _1\k pi(n—2k)x n _1\n—k »i(2k—n)z
(7) Cometmme g (7) (ot

_ (Z) (—1)k iln=2K)z 4 (_1)n <Z> (—1)k eitn—2k)z
(car (=1)7% = (=1)*)

On note cette somme S, ;. Deux cas se présentent alors :

- si n est pair, alors :
n

Sn,k = <]€>

- (i)

— 9 <Z> (—=1)F cos ((n — 2k)z)

(_1)kei(n—2k‘)z + <Z> (_1)k e—i(n—Zk)z

(_l)k (ei(nf2k):p + efi(nf2k)z)

o

- si n est impair, alors :

Exercice 11
Soit x € R. Linéariser sin®(x).

Démonstration.

1) On applique la formule d’Euler.

sind(z) =

sin(x) = 53 (e — eizx)g
_ _% (e3m _ 3¢l 4 it _ e*3i‘”)
— _2%1_(22' sin(3z) — 3 x 2i sin(z))
— _2%1, 2i (sin(3z) — 3 sin(z))

(3 sin(z) — sin(3z))

e
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« Pour cosP(zx) sin?(z).

x sl p<q.

1) On rassemble le produit cos(z) sin(x) sous la plus grande puissance
possible (ici p car p < ¢). Puis on utilise une formule de duplication.

cosP(x) sinl(z) =

2) On linéarise ensuite :

x d’une part : (sin(2z))".
x d’autre part : sin?P(x).

x slp 2 q.

1) On rassemble le produit cos(z) sin(x) sous la plus grande puissance
possible (ici g car p > ¢). Puis on utilise une formule de duplication.

cosP(x) sinl(z) =

2) On linéarise ensuite :
«x d’une part : (sin(2z)).
x d’autre part : cosP~4(x).

Notons que cette maniére de procéder allege les calculs puisqu’on a

(cos(z) sin(z))” sin?P(x)

(; sin(2a;))p $in?=P (z)

cosP(z) (cos(z) sin(z))"

cosP~4(z) <; sin(2m)> '

abaissé 'une des 2 puissances du produit initial.

Exercice 12

Soit x € R. Linéariser cos®(x) sin?(z).

Démonstration.

1) Tout d’abord :

cos3(x) sin(x)

2) Or d’apres ’éxercice 11 :

Ainsi ;

sin®(2z) =

cos3(x) sin(z)

1

= — sin®(22) sin(x)

23

- sin(2 x)) ’ sin(z)

= sin®(2z) sin(x)

(3 sin(2z) — sin(6z))

|

_ 1 (3 sin(2z) — sin(6z)) sin(z)

25

= - (3 sin(22) sin(x) — sin(6z) sin(z))

B2 | =

\]
a

I <3 X % (cos(2z — z) — cos(2z + ) — % (cos(6z — z) — cos(6x + 3:)))

= — (3 cos(z) — 3 cos(3z) — cos(5z) + cos(7z))
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Remarque e On en déduit :
La forme linéarisée d’une expression trigonomeétrique permet d’intégrer et de z .
dériver facilement autant de fois que ’on veut. /o cos”(z) dx
Exercice 13 71
Caleuler /2 cos™(z) da. = /0 2 (cos(4z) + 4 cos(2z) + 3) dx
0
Démonstration. = % (/2 cos(4x) dx +4 /2 cos(2x) dx + /2 3 daz) @.M /lméam’té de
« La fonction z + cos*(z) est continue sur le segment [0,3]. Lintégrale 2 0 0 0 Vintégrale)
LI e : 3
/ cos™(x) dx est donc bien définie. 1 1 . 1 . T
0 = 3 [4 sm(4x)] +4 [2 sm(2x)] +3 [z ]
« Soit z € [0, Z]. Linéarisons cos*(z). 0 0

1) On applique la formule d’Euler. 1 /1 . . T
= 3 (w@ +2sf2 7] +3 2>
3

iT —iz\ 4
1. .
cost(z) = <e re ) = — (" + e*”)4 3

X EET O
23 2 16
2) On applique la formule du binéme de Newtomn.
Exercice 14

1 , . . L n
cos'(z) = o1 (€M +4e¥ 46+ 4673 +e717) Soit € R. Soit n € N. On note : S, = > cos?(kx). Démontrer :
k=0
3) Ainsi : 1) six =0 [2n], alors : S,, =n + 1.
2) siz#0 [2n] et 2 =0 [2], alors :
1
cost(z) = o (2 cos(4z) + 4 x 2 cos(2z) + 6) 1 sin ((n+1) £) "
S, = 1 #cos<n—)+n+1
sin (5) 2

= — (cos(4z) + 4 cos(2x) + 3) 3) si & # 0[2], alors ;

sin ((n+1) 2 x sin((n+1) 3 x
Sp = i( (sin—(:’i) ) cos <n32> +3 (sm—(’—wl)) cos (n2)>

2 2
(on pourra utiliser les méthodes de cette Partie V.2.b) et de la Partie V.1)
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VI. Démonstration des formules trigonométriques (BONUS) On obtient la configuration suivante :

Proposition 39.
Soit 6 € R.
cos?(#) 4+ sin®(h) = 1

Démonstration.
Soit 8 € R. On note z un nombre complexe de module 1 et d’argument 6.
Alors il existe (z,y) € R? tel que : z =z +iy.
De plus :

cos(f) = — == et

On en déduit :

1 = |22 = 22+ 9% = cos?(#) +sin’(0)

Proposition 40. (Formules d’addition)
Soit (a,b) € R?.

1) cos(a —b) = cos

2) cos(a+0b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
3) sin(a —b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)
4) sin(a+b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
Démonstration.

1) On considére les points M et N d’affixes respectives zp; = cos(b)+i sin(b)
et zy = cos(a) + ¢ sin(a).
« Remarquons tout d’abord que, d’aprés la proposition précédente :

lzm| = |an] =1

Ainsi, (za7, 25) € U?. On en déduit que M et N sont situés sur le cercle
trigonomeétrique (cercle de centre O et de rayon 1).

sin(a)

sin(b)

« Notons de plus :

(OM,ON)

On obtient alors :

x d’une part :

< OM,ON >

= 1x 1><cos((0—1\>4,0—1\>’))

= cos(a —b)

IOM || x [ON]| x cos ((O

a—b [27]
OM,0N))

(car (zp1,2n) € U?)
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x d’autre part, par définition de ’affixe d'un vecteur :
cos(b) ot OT\; _ cos(a)
sin(b) sin(a)

< OTJ, ON > = cos(b) cos(a) + sin(b) sin(a)

oM

Ainsi :

On en déduit bien : cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

2) On utilise la formule précédente :

cos (a — (=b))

cos(a) cos(—b) + sin(a) sin(—b)

cos(a + b)

cos(a) cos(b) + sin(a) (— sin(b))
cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

3) On utilise la formule 2) :

(car cos est paire et
sin est impaire)

4) On utilise la formule 3) :
sin (a — (—b))

sin(a) cos(—b) — sin(—b) cos(a)

sin(a 4 b)

(car cos est paire et

sin(a) cos(b) 4 sin(b) cos(a) sin est impaire)

sin(a — b) -

sin (

T — JAY
(g —(a— b)) o:( i 7

(5 -0)+1)

O
Exercice 15 -
Déterminer la valeur de cos (E) 4 'aide d’une formule d’addition.
Démonstration.
On remarque :
T 4 -3 T
3 4 12 12
On en déduit :
cos <1) = co (E) cos <E) + si <E> Si <E)
12) — "3 1) TP3) MY
_1v2 V32
2 2 2 2
M 2
‘ = ‘4[ (14 /3)
| 0

. (Formules de duplication)

cos (g — a) cos(b) — sin (g - a) sin(b)

sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

a)
Ijoposition 41
it-a € R.

cos(2a)

= cos?(a) —sin®(a) = 2cos?(a) —1 = 1— 2 sin?(a)

sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)

48



PCSI

Démonstration.
Soit a € R.

« Tout d’abord :

cos(2a) =

« Ensuite :

Exercice 16

Déterminer la valeur de cos (%) & I'aide d’'une formule de duplication.

Démonstration.
On remarque :

Or :

x d’une part :

cos(a + a)

cos(a) cos(a) — sin(a) sin(a)
cos?(a) — sin?(a)

cos?(a) — (1 — cos?(a))

2 cos?(a) — 1

2 (1 —sin’*(a)) — 1

1 — 2 sin?(a)

sin(2a) = sin(a +a)

(par formule de
duplication)

= sin(a) cos(a) + sin(a) cos(a)

= 2 sin(a) cos(a)

x d’autre part :

On en déduit :

2 cos? (%) = 14

21):
cos (12

Ainsi ;

Comme cos (%) > 0, on obtient finalement :

COS <1) =
12/

2

+

=

4
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