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Définition (notion d’adhérence)

« On appelle adhérence de I'intervalle I, et on note I, I'intervalle I auquel
on a rajouté ses bornes finies. Plus précisément, on a :

1) si I & bornes finies (a,b) € R? : alors [ = U {a,b} = [a,b].

réelles d’une variable réelle (= wrai pour T = Ja,b[, T = |a,b], T = [a,b], T = [a,b])
2) si I a borne(s) infinie(s) :

CH VIII : Limites et continuité des fonctions

x si]=]—o00,boul=]~—o00,b],alors I =] — oo,b],
x si I = ]a,+oo[ ou I = [a,+oo], alors I = [a, +00],
x si [ =] —o00,+oo[, alors I =] — 00, +00l.
Notations et définitions utiles
Notations du chapitre

PP . .
Définition (notion d’intervalle) o On considérera des fonctions définies sur un intervalle IdeR:| f:I — R

« Formellement, un intervalle I de R est une partie de R (I C R) telle que :

o Parmi les points considérés, on distinguera les cas suivants :

Y(u,v) € IQ,Va: ER, (u<z<v = z€l) x xg € {: xg est un point de l'intervalle I,
x xg € I : xg est un point adhérent a l'intervalle I ¢.e. un point de I ou
une extrémité de I (méme si cette extrémité n’est pas un élément de I).

o De par cette définition, pour tout intervalle I non vide, on peut exhiber
deux bornes telles que I est 'ensemble des éléments compris (au sens large

. . Définiti ' /St ’ ‘
ou strict) entre ses deux bornes. On peut distinguer deux cas. éfinition (notion de voisinage d'un point)

Voisinage d’un point
1) I est un intervalle & bornes finies (a,b) € R? : 8 P

Soit I un intervalle de R et soit xo € 1.
Ja, 0, [a,b, a,b], [a,b], Soit f: 1 — R (f est une fonction définie sur I).

« On appelle voisinage (fermé) de z( tout segment de la forme :
[zo — o, 29 + @] oul & est un réel tel que o > 0.
] —o0,b, ]—00,b], Ja,+o0[, [a,+o0], ]—o0,+00] « On appelle voisinage épointé (fermé) de xy tout ensemble de la forme
V \ {zo} ou V est un voissinage de xo.
o Les éléments a et b sont des réels appelés bornes (ou extrémités) finies  Autrement dit, un voisinage épointé de zo est un ensemble de la forme :
de I'intervalle I. [z — o, zo[U]xo + @] ot av est un réel tel que a > 0.

« On dit qu'une propriété relative & f est vraie au voisinage de zq s’il existe
a > 0 tel que la propriété est vraie sur I N [zg — a, o + .
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Remarque

On ne considére ici que des voisinages centrés en xg. En général, un voisinage
(fermé) de xo est un segment [xg — a1,z + a2) avec a3 > 0, ag > 0.
Autrement dit, c¢’est un segment qui contient zy et non réduit a {xo}.

Définition (notion de voisinage de l’infini)

Voisinage de +oo
Soient I un intervalle de R d’extrémité +oo et f: I — R.

« On appelle voisinage (fermé) de +oo tout intervalle de la forme :
[A, +oo[ ou A est un réel tel que A > 0.

« On dit qu’une propriété est vraie au voisinage de +oo il existe A > 0
tel que la propriété est vraie sur I N [A, +ool.

Voisinage de —¢
Soient I un intervalle de R d’extrémité —oo et f: I — R.

« On appelle voisinage (fermé) de —oo tout intervalle de la forme :
| — 00, B] ou B est un réel tel que B > 0.

e On dit qu'une propriété est vraie au voisinage de —oo s'il existe B > 0
tel que la propriété est vraie sur I N | — oo, B].

Remarque
« La notion de voisinage permet de formaliser I'idée de propriété vérifiée « a
proximité » d’un point zp / « & proximité » de l'infini.

« La notion de convergence pour les suites est définie par une propriété vé-
rifiée & partir d’un certain rang ng € N i.e. pour tout n € N N [ng, +00l.
Autrement dit, par une propriété vérifiée au voisinage de 4oo0.

I. Notion de limite d’une fonction

I.1. Limite finie d’une fonction en un point z; € R
I.1.a) Définition
Définition

Soit f: 1 — R.

Soit zg € I et £ € R.

e On dit que f admet une limite finie au point zg s’il existe £ € R tel que :

Ve >0, Ja>0,Veel, (Jt—zo| <a = |f(x) - <e)

« On notera alors lim f(z)=/¢ou f(x) — £.
T—T0 T—T0

Remarque

« Notons tout d’abord que :

& —a<T—a0 < & r < T+ «

|z — 20| < @ a
—e< f(x)—L€<e

et [f(z) -l <e

Trog— &

<
& & l—e< f(z)<l+e

« L’idée derriére la propriété de limite est que I’on peut rendre f(z) aussi
proche que 'on veut de ¢ (f(x) est e-proche de £) dés que z est suffisamment
proche de xy (z est a-proche de xp).

o On peut adopter une présentation légérement différente :

Ve >0,3a >0,V el N [xog—a,x0+al, |f(z)—¢ <e

Cette propriété signifie qu'on peut controler 'écart entre f(z) et £ (le
rendre plus petit que n’importe quel €) a condition de prendre x dans un
voisinage de xo adapté.

« Le voisinage adapté dépend du € choisi au départ.
Plus € est petit, plus « devra étre proche de xg, donc plus « sera petit.

o Notez que le point xg peut étre une extrémité de I. Cette extrémité n’est
pas forcément un point de I (prendre par exemple I = [—2,5] et zg = 5).
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I.1.b) Représentation graphique

Fonction f: I — R possédant une limite en un point zg € 1
oll g n’est pas une extrémité de [

£+3 /
LA e :
05 — 1 0 Z %
1 / e 4 / j
(-3 Vi | ! / |
CLE r .- b a? ;‘; Eb

Dans ces deux figures, on a considéré :
e I =la,blet f:I—R.
o zg €a,b.

Quand x se rapproche de zg, f(z) doit se rapprocher de sa limite (si elle
existe!) en xg. Dans le cas présent, f(x) semble se rapprocher de f(zg)

quand x se rapproche de z( (résultat a venir).

1) Dans la premiére figure, on a choisi €1 = % On doit alors étre capable
de trouver un a; > 0 tel que pour tout x dans [zg — a1, zo + 1] (i.e.
x suffisamment proche de z), les valeurs de f(x) se retrouvent dans la

bande rouge.

2) Dans la seconde figure, on a choisi e = % < 1. La bande bleue est donc
moins large que la rouge et il faut choisir un voisinage plus petit de z¢
pour assurer que les éléments de ce voisinage auront leur image dans la

bande bleue.

Fonction f: I — R possédant une limite en une extrémité de /

Ici, xp est une extrémité de I qui n’est pas forcément contenue dans I.

1
E =
CL§ / x():;
SN

1) Dans la premiére figure, on a considéré :
e I =]a,b[ et f: I — R. En particulier, f n’est pas définie en a.
e zp=a.On aalors : I N [xo— a, 29 + a] = |xg, 20 + @].
La fonction f admet une limite en zg = a, notée £ sur le dessin.

Exemple
f:x— x In(x) est définie sur |0, +oo[ et admet une limite en 0.
Plus précisément, on a : lim f(x) = 0.
z—0
2) Dans la deuxiéme figure, on a considéré :
e« I =la,b[ et f: I — R. En particulier, f n’est pas définie en b.
e zp=0b.Onaalors: I N [zg—a,z0+ a] = [x0 — a, 0]
La fonction f admet une limite en xg = b, notée ¢ sur le dessin.
Exemple

f:x— x In(—z) est déefinie sur | — oo, 0 et admet une limite en 0.
Plus précisément, on a : lin% flx)=0.
T—r

€2
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Fonction f: I — R ne possédant pas de limite au point xg € |

{4+

- X

[ EPUR | D S —

NOl—=_Do[—=
‘?\‘

T

j=p
Q
o

/" /

1) Dans la premiére figure, on considére une fonction f :la,b[— R avec
xo € la,b] (f est définie en g, point de U'intervalle de définition).

Si la fonction admettait une limite finie ¢ en zg, on aurait £ = f(xo).
Sil’on prend € = % (bande rouge), on ne peut trouver de voisinage de z
dont tous les éléments ont leur image dans la bande rouge.

La fonction f n’admet donc pas de limite finie en xg.

2) Dans la seconde figure, on considére une fonction f :]a,b] — R avec
xo = b €a,b] (f est définie en zo, point de l'intervalle de définition).
Comme précédemment, on ne peut trouver de voisinage de zo dont tous
les éléments ont leur image dans la bande bleue (correspondant a & = 3).

2
La fonction f n’admet donc pas de limite finie en xg.

Remarque

Pour ces deux figures, I’absence de limite finie en xg provient du fait que la
fonction présente un saut en xg. Cela renvoie a I'approche (incorrecte mais
bonne premiére approximation) de la continuité vue au lycée : une fonction
est continue en zq si 'on peut tracer sa courbe sans lever le crayon.

I.1.c) Unicité de la limite d’une fonction en un point

Théoréme 1.
Soit f: 1 — R et soit xo € I.

o Si f admet au point xg une limite finie £ € R, celle-ci est unique.

e lim f(z)=¢€R

T—T0

T—T0

= {1 =4

Démonstration.
Supposons par ’absurde qu’il existe £1 et £o deux réels tels que :

x xli_}n;o f(x) =14 et xli_)nggo f(x) =4
x NUN(fl = EQ) e by #£ L.
Quitte & renommer f1 et fo, supposons que £1 < £o. Soit € > 0.
1) Comme f(x) xzo £, il existe a1 > 0 tel que :
Veel N [xg—aq,x0+ a1, |f(z)— 4] <e.
2) Comme f(x) v la, il existe ap > 0 tel que :
Veel N [xg— ag,zo+ agl, |f(x) —Lla] <e.
Cette situation est résumée par la représentation graphique ci-aprés.

€ € € €
[ 1 | 1
{1 —e b lh+e ly—ce 2 by +¢

Notons o = max(aq, a2).

On a alors : [zg — a, g + a C [xg — a4, ko + o] (pour i € {1,2}).
Soit © € [xg — a, o + ).

« D’aprés 1), f(z) est situé dans l'intervalle rouge.

« D’apres 2), f(x) est situé dans l'intervalle bleu.

Impossible! On a donc démontré, par ’absurde, que ¢1 = #s.
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Remarque

La démonstration effectuée ici est similaire & celle du CH 6 « Suites réelles :
convergence ». Le schéma de démonstration ainsi que le dessin associé sont
les mémes. La seule différence notable est la suivante.

« Ici, on considére une limite en xg. Ainsi, les propriétés 1) et 2) sont vérifiées
dans des voisinages de xg.

« En ce qui concerne les suites, les propriétés de convergence sont vérifiées
dans des voisinages de +oo.

On retiendra cette technique de démonstration et le fait qu’elle s’adapte
facilement aux types de voisinages considérés.

Théoréme 2.
Soit f: 1 — R et soit zg € 1.

o [ définie au point xg

Tr—TQ

} = EZf(x[))

Démonstration.

Comme f(z) — € R, ona:
T—TQ

Ve>0,3a>0,Ve el N [zg—a,x0+ ], |f(z) -4 <e.

Comme zg € I, pour tout @« > 0,ona:xg €I N [xg— a,z9 + a.

On en déduit que : Ve > 0, |f(zo) — | < e.

Ceci implique (démonstration simple par contraposée) que f(xg) = /. O

Remarque

o Le Théoréme 1 stipule l'unicité de la notion de limite en un point zg € I.
Dans ce cas, xg n’est pas forcément un point de I et la fonction f n’est
(éventuellement) pas définie en zg.

o Le Théoréme 2 précise le premier théoréme dans le cas ou la fonction est
définie au point (. Le premier énoncé est évidemment toujours vérifié. On
récupére de plus la valeur de cette limite : c’est f(xo).

1.2. Limite infinie en un point
Définition
Soit f: I — R et soit zg € 1.

1) On dit que f admet la limite 400 au point zg si :

VB >0, 3a>0,Vzel, (Jlt—z|<a = f(x)>B)

On notera alors lim

Jim (x) = +o0 ou f(x) — +o0.

T—TQ

2) On dit que f admet la limite —oo au point zq si :

VB >0, 3a>0,Vezel, (Jr—zo]<a = f(zr)<—-B)

On notera alors lim f(z) = —o0 ou f(z) — —o0.
T—T0 T—XT0o

Remarque

« Cette notion signifie que 'on peut rendre f(z) aussi grand que 'on veut
(i.e. plus grand que n’importe quel réel B fixé a 'avance) en choisissant x
suffisamment proche de zg.

o On peut adopter une présentation légérement différente :
1) VBER, Ja>0,Vz el N [zg—a,z0+ |, f(x) > B
2)VBeR, 3a>0,Vzel N [x0—a,x0+0a], f(z)<B

o« L’élément x¢ € I de la définition est forcément une extrémité de I qui n’est
pas dans [ : si f est définie en zg, f ne peut pas tendre vers +oo en xg
sinon f(xp) serait plus grand que n’importe quel B > 0 choisi a 'avance.

« Pour que les notations telles que lim f(x) = 400 soient valides, il faut
T—rT

vérifier qu’une telle limite, lorsqu’elle existe, est unique.
C’est bien le cas!
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Théoréme 3.
Soit f: 1 — R et soit zg € 1.

o Si f admet une limite £ (éventuellement infinie) au point xq, celle-ci est
unique. Autrement dit :

e lim f(z)=¢ €R

Tr—x0 e _g
. lim f(z) =l eR T ohEh
Tr—TQ

(ot 'on a noté R = R U {—o0, +c})

Démonstration.
Si f admet une limite (éventuellement infinie) en zp, on peut trouver un
voisinage de g tel que :

x soit f(x) est aussi proche que souhaité de ¢ (cas ou £ € R),
x soit f(x) est aussi grand que souhaité (cas ou £ = +00),
x soit f(x) est aussi grand dans les négatifs que souhaité (cas ou £ = —o0).

et ces 3 cas sont disjoints. O

Représentation graphique

By

By

ﬁ%

a i b= a b

Dans ces deux figures, on a considéré :
e I =]abfet f:T—R.
e I € ]CL, b[

Comme dit précédemment, g est une extrémité de l'intervalle I qui n’est
pas un point de I.

1) Dans la premiére figure, on a choisi By = 2. On doit alors étre capable
de trouver un «; > 0 tel que pour tout = dans [zg — aq,zo[ (i.e. x
suffisamment proche de zg), les valeurs de f(z) se retrouvent dans la
bande rouge.

2) Dans la seconde figure, on a choisi By = 4,5 > B;. Il faut donc choisir un
voisinage de xg plus petit pour assurer que les éléments de ce voisinage
auront leur image dans la bande bleue.

1.3. Extension de la notion de limite en un point
I.3.a) Limite finie & gauche et limite finie 4 droite
Définition
Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle I.
Soient zg € I et ¢ € R.

1) On dit que f (définie a gauche de zp) admet ¢ € R comme limite finie a
gauche au point zo sl f|j_ 4 admet £ € R comme limite au point zo.
(on considére f sur l'ensemble des points strictement a gauche de x)

Autrement dit, si la fonction f vérifie la propriété :

Ve>0, da>0,Vzel, (rp—a<z<xzy = |[f(r)—{<e)

lim f(x)=/¢ou f(x) — ¢.
T — x9 m—)l‘o_
z < o

On notera alors lim f(z) =/ ou
T—T)
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2) On dit que f (définie a droite de xp) admet ¢ € R comme limite finie a
droite au point z si la fonction f|, oo admet £ € R comme limite au
point xg.

(on considére f sur l’ensemble des points strictement a droite de x¢)

Autrement dit, si la fonction f vérifie la propriété :

Ve>0, da>0,Vexel, (zxp<z<axo+a = |[f(zr)—L<e)

lim f(z) =/¢ou f(x) — ¢
T — X m*)mg'
x>z

On notera alors lim f(x) = ¢ ou
fﬂ‘)$3—

Remarque

« Pour qu’une fonction admette une limite a gauche (resp. a droite) en x,
il faut qu’elle soit définie & gauche (resp. a droite) de x.

Par exemple, la fonction f: x +— z Inz est définie sur |0, +o0.
Elle n’admet pas de limite a gauche en 0 puisque n’est méme pas définie &
gauche de 0.

o On peut adopter une présentation légérement différente :
1) ¥Ye >0, 3a>0, Ve el N [xg—a,x0], |f(x) =¥ <e
2) Ve >0, da >0, Ve e I N]zg,xz0+af, |f(z)—{ <e
o Cette définition permet d’étendre la notion de limite au cas o f est définie

sur une union d’intervalles (comme ]a, zo[U]xo, b]) et pas seulement sur un
intervalle 1.

o Il y a unicité de la limite & gauche (resp. a droite) lorsqu’elle existe.
(déja démoniré ! La limite a gauche de f, lorsqu’elle existe, n’est rien d’autre

que la limite de la fonction f|)_oc 201)

I.3.b) Extension au cas des limites infinies & gauche et & droite
Définition
1) On dit que f admet la limite +oo (resp. —oc) a gauche en zo si f|)_oo 2

admet une +o0o (resp. —oo) comme limite en xg.
(exercice : écrire les propriétés mathématiques correspondantes)

2) On dit que f admet la limite +oo (resp. —co) & droite en g i f |3, 1o
admet une 400 (resp. —oo) comme limite en .

(exercice : écrire les propriétés mathématiques correspondantes)
Exemple
. . I R\{0} — R
Quelles sont les limites gauche et droite de I \a:{ } L, 1 en 0°?
x

I.4. Limites en l’infini
Définition (limite en +00)
Soit f: I — R et I un intervalle d’extrémité supérieure +ooc.

1) On dit que f admet la limite ¢ en +o0 si :

Ve>0, 3A>0, Ve el, (x> A = |f(zx)—{ <e)

— /.

On notera alors xgrfoo f(x)="Lou f(z) T

2) On dit que f admet la limite +00 en 400 si :

VBeR, 3A>0,Vzel, (t>A = f(z)>B)

—
T—>+00

On notera alors lim f(x) = 400 ou f(z) +00.
T—+00

3) On dit que f admet la limite —oco en 400 si :

VB>0,3A>0,Vzeel, (x>2A = f(x)<—-B)

On notera alors lim f(z) = —oco ou f(z) — —oc.

T—r+00 T—r—+00
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La notion de limite en —oo est analogue & celle de limite en +o0.

Définition (limite en —o0)
Soit f : I — R et I un intervalle d’extrémité inférieure —oo.

1) On dit que f admet la limite £ en —oo si :

Ve>0, 3A>0,Vzel, (r<—-A = |f(x) -4 <¢e)

— /.

On notera alors lim f(x) =/ ou f(z)
T——00 T——00

2) On dit que f admet la limite 400 en —oo si :

VB>0,3A>0,Vzel, (zr<—-A = f(zr)=2B)

— Ho00.

On notera alors lim f(x) = +o0 ou f(x)
T—r—00 T——00

3) On dit que f admet la limite —oco en —oo0 si :

VB>0,3A>0,Vzel, (zr<—-A = f(zr)<—-B)

xgriaoo f(z) = —o0 ou f(x) T T

On notera alors

Remarque

o Comme précédemment, si une fonction admet une limite (éventuellement
infinie) en 400 (resp. —o0), alors celle-ci est unique. La démonstration est
analogue & la précédente. La principale différence réside dans le fait que
les éléments = sont choisis dans des voisinages de +o0o (resp. —o0).

« Dire que f(z) tend vers +oo lorsque x tend vers —oo c’est donc dire que
Pon peut rendre f(z) aussi grand que souhaité (plus grand que n’importe
quel réel A) pour z suffisament grand dans les négatifs.

II. Limite des opérations sur les fonctions

I1.0. Notations de cette section

Dans tout ce qui suit :
x on considére des fonctions f et g définies sur un intervalle I,

« on considére un « point » rog de R = R U {—o00, +oc} et des limites finies
01,09 € R.

x il est supposé que f et g possédent une limite (finie ou non) au point xg.

Cette notation concise (3 I’aide de R) permet de faire apparaitre les résultats
sous forme de tableaux envisageant tous les cas.

On parlera de forme indéterminée (et on notera F.I.) quand on ne peut

déterminer, de maniére générale, la limite d’une opération sur les fonctions.
Dans ce cas, il faudra faire une étude au cas par cas.

II.1. Limite d’une somme [ + g

Somme : lim (f + g)(z)
T—T0
lim f

) - /1 400 —00
lim g

ly 0y + 4y +00 —00

+ 0 +00 +00 F.I

— 00 —00 F.I —00

Ce cas améne donc & considérer une F.I. :| +oo — o0
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I1.2.

Limite d’un produit f x g

Produit : lim (f x g)(z)
T—T0
lim f
. o {1 >0 /1 <0 /1=0 “+00 —00
i
ly >0 010y 0105 0 +00 —00
ly <0 0145 0145 0 —00 +oo
ly =0 0 0 0 F.I F.L
+ 00 +00 —00 F.L +00 —00
Y —00 +00 F.I —00 +00
Ce cas améne donc & considérer une F.I. :| 0 X oo

Cas des limites infinies : les résultats sont donnés par la régle des signes.

1
I1.3. Limite de l’inverse —

1
Inverse : lim —(z)
T—T0 f
lim f L#£0 (=0 +00 —00
o
Sif > 0sur Vg, 1 +00
l
Si f < 0sur Vg, L —00
l

(Note : V,, est un voisinage épointé de x

permet de considérer 'inverse %)

sur lequel f ne s’annule pas. Ceci

11.4. Limite d’un quotient
Quotient : lim = (x)
T—I0 g
lim f
X o fl >0 £1<0 61:0 —+00 —00
lg?g
L 14
ly >0 s s _
2 A % 0 400 00
4 14
ly <0 b h 0 _
2 7 0 [e%¢) +o0o
ly =10
et g>0 400 —00 F.I. 400 —00
ly =
et g <0 —00 400 F.L —00 400
+ 00 0 0 0 F.I. F.I.
-0 0 0 0 F.I F.I
. . . 0 00
Ce cas ameéne donc & considérer deux F.I. : 0 =
00

Application a la continuité en un point
Propriété
Soient f: I — R et g: I — R deux fonctions.
Supposons que f et g sont continues en un point xg € I.
Alors les fonctions :
x somme f + g,

x produit f X g,
T , . o
x quotient = (si g ne s’annule pas sur un voisinage épointé de x),
Y

sont des fonctions continues en xg.
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I1.5. Limite et composition

II.5.a) Limite de la composée go f

Théoréme 4.

Soit f:I—>Retg:J—R telles que f(I) C J.
(permet de considérer la fonction go f: I — R)

Soit xg € 1. Supposons que :

x [ admet la limite (éventuellement infinie) x1 en xo,

x g admet la limite (éventuellement infinie) £ en x1.

Alors la fonction go f : I — R admet la limite { en xq.

On peut résumer celte situation comme suit.

. Jim, fe) = 1. 1. g
. lim ge)=¢ = i ogof (@) = lim g(@) =
T—T1
Remarque

Les éléments x1 et £ sont éventuellement infinis. D’ailleurs, on peut aussi
adapter cet énoncé aux cas zg = +oo (I est alors d’extrémité +oo) et
xo = —o0 (I est alors d’extrémité —oo).

L’idée derriere ce théoréme est de pouvoir écrire 1’égalité suivante :

«g(lim f(x))»

Tr—xTQ

lim go f (z) =
Tr—IQ
On ne peut cependant pas toujours enlever les « » puisque rien ne dit que

g est définie en lim f(x) (cet élément peut notamment étre infini).
Tr—TQ

Dans le cas ot1 f est continue en x¢ € I (i.e. admet une limite finie en zq)
et g continue en x; € J (i.e. admet une limite finie en z¢), ce théoréme
permet d’affirmer que la fonction g o f est continue en xy.

Exemple

e lim e% = lim e* =400 . M . . 3
50 L4060 e lim e —+-Wme = lim e* =e
'T’ -0 T—400 z——3

I1.5.b) Application : calcul de limites par changement de variable

On s'intéresse a la fonction h : z — z Inz (définie sur |0, +ool). Plus
précisément, on souhaite déterminer la limite de A en 0.

et lim Inz = -0

z—0

e Ona:limax=0
x—0

< on est donc amené & résoudre une F.I.

In(1) InfJ—Inx

o 1

)

« On remarque que : =—zlnz = —h(x)

8=

ln(

1
T

K]

— on a donc h(x) = —

. . Inzx
o La fonction A apparait comme composée de la fonction g : © — ——— et
x

de la fonction f: z +— %

o On applique alors le théoréme de composition a cette nouvelle écriture :

1
o lim —=+0c0
z—0t T . In (%) . Inz
1 = lim 1 = lim —— =0

Tr—+00 x

Onadonc: lim zlnxz = 0.
z—0t

Remarque

Grace a cette technique de changement de variable, on est passé d’un calcul
de limite en 0 & un calcul de limite en +o00. En déplagant le probléme, on a
levé 1a F.I. et ce grace a nos connaissances sur le comportement des fonctions
en +oo (cf paragraphe sur les croissances comparées plus loin).

10
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Un point sur la rédaction

Exercice
Calculer lim =z Inz. On pourra effectuer un changement de variable.

x—07F
On rédige alors comme suit.
e On pose X = %
o Ainsi, si x — 0T, alors X — 400 (z = 0t = X — +00).

e On a alors :

im L L) =
e X M\ X)) T X

(on a remplacé chaque occurrence de x par % dans Uezpression h(x) =

x Inx, ce qui correspond au changement de variable X = %)

Iim zlnx =
z—0+

Remarque
En résumé, le théoréme de composition des limites s’utilise :

1) de maniére directe comme dans la section Exemple précédente. La
fonction apparait sous forme d’une composée et ’application du théoréme
fournit la valeur de la limite recherchée.

2) de maniére indirecte lorsque le calcul d’une limite améne & une F.I.
Lutilisation d'un changement de variable (le plus souvent mentionné
dans I’énoncé) doit permettre de lever la F.I.

IL.5.c) Limite d’une suite (f(up))nen

Théoréme 5.
Soit f: I — R et soit xg € 1.
Soit (uy) une suite d’éléments de I.
Supposons que :

x (up) admet la limite xo quand n — 400,

x [ admet la limite { (éventuellement infinie) en xy.

Alors la suite (f(uy)) admet la limite £ en xg.

On peut résumer cette situation comme suil.

. EIE Up, = X0
T—T0

Démonstration. (partielle)
On se restreint au cas ou zg et £ sont des limites finis.
Soit € > 0. Comme f admet la limite £ en g, on sait qu’il existe a > 0 tq :

Va € I, (Jr — a0 < a = |f(x) — £ <e)
Or u, € I. On peut donc appliquer la propriété précédente en T = u,, :
(Jun = zo| S = [f(un) — €] <¢)

Il suffit maintenant de constater que comme w,, — g, il existe un certain

n—-+o00
rang ng tel que : VYn > ng, |u, — 9| < o

On a donc : Vn > ng, |f(u,) —¢| < g, ce qui prouve que f(uy) —+> (. O
n—-—+0oo

11
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Remarque

o On peut adapter cet énoncé aux cas xg = +oo ([ est alors d’extrémité
+00) et zg = —oo (I est alors d’extrémité —oo).

o L’idée derriére ce théoréme est de pouvoir écrire ’égalité suivante :

lim f(u,) = « f( lim

Up) »
n——+oo n—-+oo

On ne peut cependant pas toujours enlever les « » puisque rien ne dit que

f est définie en lim w,, (cet élément peut notamment étre infini).
Tr—TQ

« Dans le cas ou (uy,) est convergente (i.e. si xo est fini) et f est continue
en xg € I (i.e. si ¢ est finie), ce théoréme permet d’affirmer que la suite
(f(up)) est convergente.

Ce résultat est notamment utile pour les suites définies par une relation
de récurrence du type : up+1 = f(up).

o Ce théoréme peut aussi étre utilisé de maniére négative pour démontrer
qu’une fonction n’admet pas de limite en zg.

Plus précisément, si (u,) et (v,) sont deux suites, on a le résultat suivant :

. lirf U, = Tog = liI_’I_l Un }
n—+4o00 n—+400 s .
; . = f n’a pas de limite en xg
o 1 1
wi T Sn) 7 L0 F0n)

(démonstration aisée par l'absurde)

Exercice
Démontrer que f : z — || n’est pas continue en 1.

On considére les suites (u,) et (v,) de terme général u, = 1— 1 et v,, = 1+1.

e lim u, =1 = lim v,
n—-+0oo n—-+oo
e flun) =[1-2]=0—-0 et flo,)=[1+21]=1-1

Le résultat précédent nous permet d’affirmer que f n’a pas de limite (finie
ou infinie) en 1. En particulier, f n’est pas continue en 1.

I1.6. Lever une F.I.

Tout d’abord résumons les F.I. rencontrées lors de ’étude des différentes
opérations algébriques :

Afin de lever un F.I., on pourra penser a utiliser I'une des méthodes (plus
généralement une combinaison des méthodes) suivantes.

a) Factoriser par le terme dominant (i.e. celui ayant la plus forte croissance).
b) Penser a la quantité conjuguée.

¢) Pour les fonctions puissances : retour 4 la définition a ’aide des fonctions
exp et In.

d) Faire apparaitre une limite connue par changement de variable.
e) Penser aux croissances comparées.
f) Utilisation du taux d’accroissement.

g) Utilisation d’inégalités.

II.6.a) Factoriser par le terme dominant

Exemple

1) Dans le cas de fonctions rationnelles :

—52% +37x — 4
o Limite de f(z) = xS—Z g en +o00.
x J—
7 —1

« Limite de g(x) en —oo.

~ 5215 + 322 — 21
Définition

Une fonction f est appelée fonction rationnelle si elle le quotient de deux
fonctions polynomes.

12
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Propriété
Une fonction rationnelle a méme limite, en +00 et —oo, que le rapport de
ses monoémes de plus haut degré.

2) Dans le cas général :

2,7 2z
xe® — ze
imite de f(z) 23(Inz) + z(lnx)3 on oo
T 2 z3
o Limite de g(z) = xe—i—g:v——i—e en —oo.
x> +5
1 T—1
o Limite de h(z) = —In (e ) en +oo.
x x

I1.6.b) Penser a la quantité conjuguée

On utilise généralement cette technique lorsque l'on a & faire avec une
fonction s’écrivant comme différence de deux racines comparables.

Exemple

o Limite de f(z) = V22 4+ 2z — V22 + 2 en +o0.
o Limite de g(z) = \/z + v/ + /z — y/ en +o0.

I1.6.c) Fonctions puissances

Lorsque 1’on est confronté & une fonction avec puissance en x, on revient
a la définition avec les fonctions exponentielle et logarithme.

Exemple
o Limite de f(z) =% en 0T,
3\x
« Limite de g(x) = gm;?) en +00.

I1.6.d) Changements de variable

Faire un changement de variable permet de modifier le « point » ot 'on
cherche la limite.

Exemple
o Limite de f(z) = 22 er en 0F

o Limite de g(z) =Inz x In(lnz) en 1

_1
(on pourra poser X = )

(on pourra poser X =1Inx)

I1.6.e) Croissances comparées

Cette technique est souvent combinée & celle de mise en facteur du terme
dominant.

Exemple o

« Limite de f(z) = % en +oo0.

e2x—1

« Limite de g(x) = (nz)l

en +o0o0.

I1.6.f) Utilisation du taux d’accroissement

Théoréme 6.
St f: I — R est dérivable en xg € I alors, par définition, on a :

B) —
of SOt
b) | lim W = f(xo) (formulation équivalente)
T—T0 — X

On a notamment :

r 1 In(1 1
lim < —1 i 2O lim —% —
x—0 X x—0 xr z—1 x—1
Exemple

(1 +x3)1/x en 0.
(1+2)" en +oo.

« Limite de f(z) =
« Limite de g(x) =

13
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ITI. Compatibilité de la notion de limite avec la re- Démonstration.
lation d’ordre

ITI.1. Démontrer des inégalités sur les limites finies

Théoréme 7. (« Passage a la limite » dans les inégalités)
Soit f: 1 =R etxgel.

On suppose que f admet une limite finie £ € R en xg.
(i.e. le f(z)=C€R)
T—x0

On a alors :

a) Si dans un voisinage de xo on a f >
b) Si dans un voisinage de o on a f <
<

c) Si dans un voisinage de xo on a u

On peut résumer cet énoncé comme suit.

alors on a : ¢
alors on a : ¢

u
v
f<valorsona:u</t

> u.
<.

<

u < f < v au voisinage de xg

(= lim f(x)

T—rITQ

= u<i<vw

Remarque

o On rappelle (¢f début du chapitre) qu'une propriété relative a une fonction
f, définie sur I, est vraie au voisinage de z( s’il existe o > 0 tel que la
propriété est vraie sur I N [rg — a, o + a).

« Ainsi, lorsque 1’on suppose « f > u dans un voisinage de zq », cela signifie

qu’il existe un réel o« > 0 tel que :

Veel N [zg—a,z0+a], f(x) >u

v.

Supposons que f admet une limite finie £ € R en zg.

a)

b)

¢)

On procéde par 'absurde.

On suppose donc :

x qu'il existe a1 > 0 tel que : Ve € I N [xg — a1,x0 + a1], f(x) > u,
x et que £ < u.

L’idée de la démonstration est contenue dans le dessin suivant :

e e

| [
L

{—e¢ l+¢ u
Pour que ce dessin soit valide, il faut choisir € > 0 tel que £ + ¢ < u.
. u—4L
On choisit alors e = ——.

Comme f(x) ﬂfjo ¢, il existe ay > 0 tel que :

Vo e INfxg—ag,z0+ o), |f(x) -4 <e
Ce qui revient & dire que, sur cet ensemble : £ —¢e < f(x) <l +e.
Notons a = min (aq, ag). Soit x € I N [xg — ag, zp + az]. Alors :

x f(z) est dans l'intervalle rouge,
x f(x) est dans l'intervalle bleu.

Impossible!

Si f < w,alors —f > —v et donc, par le point a) précédent, —¢ > —wv.

On en déduit que £ < v.

Combinaison des points a) et b).

O]

A Ce théoréme ne permet pas de démontrer qu’une fonction admet

une limite mais permet de comparer des limites existantes.
On ne peut « passer a la limite » dans une égalité que si les
objets qu’on considére posseédent une limite.

14
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Remarque

o Cet énoncé reste vrai lorsque xg = +oo (I est alors d’extrémité +00) et
xg = —oo (I est alors d’extrémité —oo).

o Ce théoréme peut étre utilisé lorsque la fonction f vérifie une inégalité
stricte. Cependant, la conclusion reste une inégalité large.

e u < f < w au voisinage de zg

e (= lim f(x)

Tr—xQ

= u<fl<w

(par passage a la limite, les inégalités strictes deviennent larges)

Théoréme 8. (Théoréme de comparaison des limites)
Soient f,g: 1 — R et soit zg € I.
Supposons que :

lim f(l‘) = glz

T—T0

lim g(x) = (s.

T—T0

x [ admet une limite finie {1 € R en xq :
x g admet une limite finie {2 € R en xg :

Si dans un voisinage de xg on a f < g alors on a : 01 < {s.
On peut résumer cet énoncé comme suit.

o [ < g au voisinage de g
li =
* g, S =4 -

o lim g(x) =40y

T—rT0

Démonstration.

On suppose que f et g admettent des limites finies en xg.

Comme pour le théoréme précédent, on raisonne alors par I’absurde en sup-
posant que f < g sur un voisinage V de xg et que £ > fs.

On s’appuie alors sur le dessin suivant.

13 & g 13
—— ]
by — ¢ b lo+e l1—¢ 8 b +e

0 — 0y

On choisit € = (permet de valider ce dessin).

« Comme f(z) xjo £, il existe Vg}0 (un voisinage de x( tel que, pour tout

reVl

=y Lintervalle rouge contient f(x).

« Comme g(z) - lo, il existe V2 (un voisinage de xo tel que, pour tout
T—x0
z € V2, l'intervalle bleu contient f(z).

On en déduit que, sur le plus petit de ces deux voisinages (i.e. sur leo N Vfo)
on a f > g. Mais alors sur VﬁVIl0 ﬂVﬁO ona:f>g et f<g.
Impossible! O

A\

Ce théoréme ne permet pas de démontrer qu’une fonction admet
une limite mais permet de comparer des limites existantes.

Remarque
Les remarques du théoréme précédent s’appliquent & cet énoncé.

« Cet énonceé reste vrai lorsque xg = +oo (I est alors d’extrémité +00) et
xg = —oo (I est alors d’extrémité —oo).

o Ce théoreme peut étre utilisé lorsque f est comparé a g par une inégalité
stricte. Cependant, la conclusion reste une inégalité large.

o f < g au voisinage de g
. xlgrwlo flx) =10 =

o lim g(x) =1y

T—T0

(par passage a la limite, les inégalités strictes deviennent larges)
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IT1.2. Existence d’une limite par encadrement
I11.2.a) Cas des limites finies

Théoréme 9. (Théoréeme d’encadrement)
Soit f,g,h: 1 — R.
Soit o € I et soit £ € R.
Supposons que :
x [ < g < h au voisinage de xg,
x [ admet la limite finie { en xq : lerrrlo fz)=¢,

lim h(z) =¢.

x h admet la limite finie £ en xg :
T—T0

Alors la fonction g admet une limite finie en xo. De plus, lim g(z) = /.
T—T0

On peut résumer ce théoréme comme suit.

fl) < g(z) < M)
8 Nl 8
(U
-
Y4 < y4 < /
Démonstration.
Soit € > 0.

o Comme f(x) v ¢, il existe un voisinage V. tel que : f(x) € [( —e,(+e].

o Comme h(z) — £, il existe un voisinage V2 tel que : f(z) € [{ —e, (+e].

T—T0
On en déduit que pour tout = dans le plus petit de ces deux voisinages :
l—e< f(z) <g(x) <h(x) <l+eetdonc g(z) € [l —e,l+el.

g 9

; |
@) gl)  h() L

Remarque
Les remarques précédentes s’appliquent encore.

« Cet énoncé reste vrai lorsque zgp = 400 (I est alors d’extrémité +o00) et
xo = —oo (I est alors d’extrémité —oo).

o Ce théoréme peut étre utilisé avec une hypothése énoncant une inégalité
stricte. La conclusion reste la méme.

< glx) <

=
=

f(z)

1]

o

Ox<—x
%

0x+—x

Y
¢ < 0o<

o Attention, on ne peut parler de passage a la limite pour cet énoncé puis-
qu’on démontre que g admet une limite en xg et qu’on ne le sait pas
initialement.

o Cethéoréme d’encadrement fait partie des techniques pouvant étre utilisées
pour lever une F.I. : g) Utilisation d’inégalités.

Exemple
2
« Déterminer la limite de f(x) = 2ot |z en

1—|z]
3
—— en 0.
2]

+00.

« Déterminer la limite de g(z) =

16
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Corollaire 1.
Soit f,g: 1 — R et soit zg € I (ou 9 = +00, ou g = —00 ...).
Supposons que :

x lim g(x) =0,

T—T0
x il existe un voisinage Vg, de xq tel que : |f(x) — €] < g(z).
On a alors : lim f(x) =1/
T—rT0

Démonstration.
On al—g(z) < f(z) < L+ g(z) pour tout x dans V.
On utilise le théoréme précédent pour conclure. O
Exemple

R* — R
On consideére la fonction FJ

xr = x|-—

x

1) Démontrer que, pour tout x # 0,

[f(z) =1 < .

2) En déduire que f est prolongeable par continuité en 0.

2]k (- -

car pour tout u € R, on a ||u] —u| <1

1) [f(z) 1] =

< ]

= 0, le théoréme d’encadrement permet d’affirmer, &
1=0.

2) Comme lim |x|
z—0
I’aide de l'inégalité précédente, que lin%) f(x) —
x—
On en déduit que lim f(z) =
z—0

Oun prolonge f par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

IT1.2.b) Cas des limites infinies

Théoréme 10.

Soient f,g: 1 — R et soit xg € I (ou 9 = +00, ou Tg = —00 ...).
Supposons qu’au voisinage de xg, on a @ f < g.

On a alors :

a) Si xlirrgo f(x) = +o0, alors 111113610 g(x) = +o0.

b) Si lim g(x) = —o0, alors lim f(z) = —oc.

T—x0 T—rT0

o f < g au voisinage de xg
Jm f(e) =

lim g(x) =400

Tr—xTQ

f < g au voisinage de xg

lim g(z) = a:llgvlo J(w) = —oc

T—rT0

Démonstration.
a) Soit B > 0.

e Comme lim f(z)=

. . . . 1
Jim +00, il existe un voisinage V, tel que f(z) > B.

bl N 92 ’ . . . . 2 2
« D’aprés I'énoncé, il existe un voisinage V; tel que, pour tout x € V7,
ona: f(z) < g(x).

On en déduit que pour tout = dans le plus petit de ces deux voisinages :
B < f(z) < g(x) et donc g(z) > B.
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b) On utilise le résultat précédent.
e Comme f<g,ona—f=>—g.

e Comme lim g¢(z) = —oo alors lim — g(x) = +o0.
Tr—xQ T—T0

On déduit du point a) que li_>m — f(x) = 400 ce qui revient a dire que
T—x0
lim f(x) = —oc.

T—T0 O]

Remarque
Ce théoréme d’encadrement fait partie des techniques pouvant étre utilisées
pour lever une F.I. : g) Utilisation d’inégalités.

Exemple
xe® + a2 + o’

B 15 en +o00.

Limite de g(z) =

ex3 me; + LZP’ + 1
En factorisant par le terme dominant, on obtient : g(z) = — %
€T poe3
x
Il est & noter que, formellement, on ne peut appliquer directement le théoréme
3
X

des croissances comparées pour démontrer que : — — +o0.
xr° x——+oo
3
En effet, e n’est pas de la forme ¢”.

Cependant, on peut s’y ramener facilement :

o V2> 1, 3 >,
(cette inégalité est aussi vérifiée dans un voisinage de +00)

. . . 3
« Par croissance de la fonction exponentielle, on a : e* > e”.

3

T x

e e
. Onadonc:TZ—?’.
x x
€T
D’apres le théoréme des croissances comparées, — — +oo0.
xr° xTx—+oo

e?’
On en déduit que — — +o00.

T2 x—+00

Prenons un peu de recul
En mathématiques, deux mondes se cotoient :

x le monde discret qui est composé des ensembles finis ou dénombrables
ainsi que des objets obtenus par un nombre d’opérations au plus dénom-
brable. Par exemple, une somme finie ou une somme infinie indexée sur N
(on en reparlera!) ou encore une suite (qui par définition prend un nombre
au plus dénombrable de valeurs) sont des objets discrets.

x le monde continu qui est composé des ensembles équipotents & R (i.e. en
bijection avec) ainsi que des objets obtenus en utilisant autant d’opérations
qu’il y a de réels. Par exemple, une fonction réelle (qui peut prendre a priori
autant de valeurs qu’il y en a dans R) est un objet continu.

Evidemment cette distinction n’a de sens que parce que l'infini dénombrable
(i.e. le nombre d’éléments dans N) est plus petit que le nombre d’éléments
dans R(les ensembles N et R ne peuvent étre mis en bijection).

« Dans ce chapitre on étudie des objets du monde continu (les fonctions
réelles). On y a étudié la notion de limite finie qu’on a appelé ici continuité.

« Dans le CH 7, on a étudié des objets du monde discret (les suites réelles).
On y a étudié la notion de limite finie qu’on a appelé convergence.

Autrement dit, on a défini la méme notion dans deux mondes différents, ce

b ?
qui explique que l’on retrouve les mémes théorémes et les mémes techniques
de démonstration!
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ITI.3. Limites et monotonie

On se limite ici au cas ot f est croissante (cas f décroissante analogue) et
on s’intéresse au cas ro = b. On distingue alors deux cas :

Théoréme 11. (théoréme de la limite monotone)

Soit f une fonction monotone sur I = la,b] (a <b).

(avec a e RU{—o0} et b e RU{+o0})

1) Sixg €1 : f admet une limite finie & gauche et & droite en xg.

a) si f est croissante,

inf f(x)

zel
—00

st f est minorée

sinon

b) si f est décroissante,

lim f(z)=

T—ra

zel

{wpﬂ@
+00

si f est majorée

sinon

3) Sixzog=">:f admet une limite dans RU {—o0,+00} en xy.

a) si f est croissante,

lim f(z) = {

sup f(z)
zel

+00

st f est majorée

sinon

b) si f est décroissante, | lim f(x) =

z—b

zel
—00

{ inf f(x)

si f est minorée

sinon

Démonstration. (CULTURE)

Pour faire la démonstration, il faut connaitre la notion de borne supérieure

(et inférieure) d’une partie de R et sa caractérisation.

Si E C R alors le plus petit des majorants de E, lorsqu’il existe, est appelé

borne supérieure de E et est noté M = sup E.
On peut caractériser cette borne supérieure M de la facon suivante.

oVI’GE,I’éM
e Ve>0,dx e B, M—e<=x

(M est un majorant)

(M — e n’est jamais un majorant)

A

x soit f est majorée.

On note alors M =sup f(xz) =sup {f(z) | z € I'}.
zel

Soit € > 0. De par la caractérisation précédente, on sait que M — € n’est
pas un majorant de {f(z) | = € I'}.
Ainsi, il existe u € I (i.e. a <u <b) tel que : M —e < f(u) < M.
Pour tout x tel que u < x < b, on a, par croissance de f :
M—c< f(u) < fla) <M
En notant « = b —u > 0, on a donc :

Veel,(b—a<z<b = |f(x)—M|<e¢)

soit f est non majorée.

Soit A € R.
Comme f non majorée, il existe u € I (i.e. a < u < b) tel que : f(u) > A.
Pour tout x tel que u < x < b, on a, par croissance de f :

A < f(u) < f(x)
En notant « = b —u > 0, on a donc :

Veel,b—a<z<b = f(z)>A) =

Ceci ne signifie pas qu’une fonction monotone admet une limite
en tout point de |a, b[. Par exemple, on peut considérer la fonc-

tion
f 0,40 — R
NI si0<z<3
T N 13 siz=3
§x+3 six >3

qui est (strictement) croissante mais n’admet pas de limite en 3.
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Représentation graphique

Y

Comme f est croissante, le Théoreme 11 permet d’affirmer que la fonction f
admet une limite & gauche et & droite en tout point xzg € I.
C’est notamment le cas en xg = 3 € [0, +oo[. Détaillons ce cas :

« lim f(z) = lim Vz =13

o lim f(x)

1
=lim -x+3=4
x—3+ z—3 3

Pour autant, cela ne signifie pas que f est continue en 3.
Ce n’est pas le cas puisque : lim f(z) # lim f(x).
T—3~ z—3+

IV. Continuité d’une fonction en un point

IV.1. Continuité de f: I — R en un point zq € [
Définition
Soit f: I — R et soit zg € 1.

o La fonction f est continue au point xg € I si elle admet une limite finie
f € R au point xzg.

Remarque
« Comme zg € I, si f admet la limite finie £ € R alors ¢ = f(xo).
(d’apres le Théoréme 2)

« Ainsi, on a la caractérisation suivante :

f: I — R (définie au point xg) est continue au point zg € T

& Jm f(z) = flzo)
& Ve>0,da>0Veel, (Jr—xo] <a = [f(z)— flzo)] <e)

IV.2. Prolongement par continuité d’une fonction f : [ — R
en un point z, extrémité de I n’appartenant pas a 1’in-
tervalle [

Théoréme 12.

Soit f: 1 — R.

Soit xo un point de I n’appartenant pas a I (f non définie en o).
Supposons que : lim f(x) =/ € R.

T—T0
Alors la fonction :
f |1 u{z - R
f(x)
N

est définie sur I U {xo} et est continue en xy.
Elle est appelée prolongement par continuité de f en xg.

stx el
81 x = X
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Remarque Remarque
o Résumons la situation : « Le test par rapport a f(xg) est important.
f est continue en xg € I si f admet une limite finie en z. Considérons la fonciton f suivante.
(i.e. s’il existe { € R tel que lim f(z) =/¢)
T—T0 f R — R
a) Si g est un point de U'intervalle de définition I, alors : £ = f(x), 0 siz#0
b) Si zg une extrémité de I qui n’est pas dans I, on rédigera ainsi : v { 1 six=0
« on prolonge la fonction f par continuité en g en posant f(xg) = £ ».
(on confond ainsi f et son prolongement par continuité f} On a: Ili%l_ flz)=0= xli%l"' f(z).

Cependant, f(0) =1 # 0 donc la fonction f n’est pas continue en 0.
Exemple

On comnsidére la fonction f: z — 2.
Cette fonction est définie pour > 0 é.e. sur |0, 4o0].

o Ce théoréme est particulierement utile lorsque ’on considére des fonctions
qui posseédent une définition par cas.

« Pour tout z >0, on a : 2% = ¢* 07, Exemple
e Or:lim zlnz=0.Donc lim 2z = lim e*"® =¢% =1. « La fonction f : 2 — |z| est continue en 0 puisque :
z—0 z—0 z—0
On peut donc prolonger par continuité f en 0 en posant f(0) = 1. x xlggl_ flz) = :113}) flh=ocop(®) = il_{% —z =0,
x lim f(z) = lm fljg 1oo(¥) = lim z = 0,
IV.3. Lien entre continuité et limite finie a droite / a4 gauche o0+ z=0 z=0

« et £(0) = |0| = 0.

Théoréme 13. « La fonction g :  — |z] n’est pas continue en 3 puisque :

Soit f 1 I — R une fonction définie sur un intervalle I.

Soit xg € I (en particulier, [ est définie au point xg). ) {%E QZ; _ %}E g?“g; _ {Lfi _ :j’
On suppose de plus que [ est définie a gauche et a droite de xg. et g s 134l z—3 ’
o f admet une limite finie G gauche en xg < et g(3) =3
coni;nejz N o f admet une limite finie & droite en g Dans le cas ou la fonction f: I'\{zg} — R n’est pas définie en x(, on cherche
point 7o e« lim f(z)= lim f(z)= f(z0) a savoir si on peut la prolonger par continuité en x.
=3y r—zd
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IV.4. Prolongement par continuité de f en xy ou f n’est pas
définie
Théoréme 14. (prolongement par continuité)
Soit xg un point d’un intervalle I.
Soit f: I\ {zo} — R une fonction définie sur un I\ {xo} (en particulier,
f nest pas définie au point x).
On suppose de plus que [ est définie a droite et & gauche de xg.

o St les propriétés suivantes sont vérifiées :
1) f admet une limite finie & gauche en xg,
2) f admet une limite finie 4 droite en xq,
3) lim f(x)= lim+ f(z) =CLeR,

I—)SEO I—)ﬁo

alors [ admet la limite £ en x i.e. hﬁm flz) =12
T—x0

o On prolonge alors f par continuité en xy en posant f(xg) = .

Remarque

Les Théorémes 13 et 14 sont deux présentations différentes du méme résultat.

(C’est la maniére dont la question est posée qui doit nous amener a utiliser

un théoréeme plutdét qu'un autre.

Exemple

1) On considére la fonction f:z — xIn|z|si z # 0 et f(0) = 0.
Démontrer que la fonction f est continue en 0.

On utilise le Théoréme 13.
Comme lim f(z) =0= lim f(x) et que f(0) = 0, la fonction f est
z—0— z—07T
continue en 0.
2) On consideére la fonction g : x — zln |x|.

Démontrer que la fonction g est prolongeable par continuité en 0.

On utilise dans ce cas le Théoréme 14 puisque g est définie sur R\ {0} et

donc pas en 0.

Comme lim g¢(z) =0 = lim g(z), on peut prolonger g par continuité
z—0— z—0t

en 0 en posant g(0) = 0.

IV.5. Continuité a droite, continuité a gauche
Définition
Soit f : I — K. Soit xg € 1.

a) « La fonction f est continue a droite en zg € [ si elle admet une limite

finie & droite ¢ € R au point xo.

o On a ainsi la caractérisation suivante :

f (définie au point () est continue a droite au point zg €

o lm f(x) = fla)

IE—)iL'O

& Ve>0,3a>0,Vrel, (zo<z<zo+a = [f(x)— f(zo)| <e)

b) « Lafonction f est continue & gauche en z( € [ si elle admet une limite

finie & gauche £ € R au point zo.

o On a ainsi la caractérisation suivante :

f (définie au point z¢) est continue a gauche au point z¢ € [

o lm o f(z) = f(zo)

:zc—)xo

& Ve>0,da>0Veel, (rp—a<z<x = |f(z)— f(zo) <e)

Proposition 1.
Soit f: 1 — K. Soit xg € 1.

La fonction f est continue en xg si et seulement si elle est continue & droite
et continue & gauche en xg.

Exemple
La fonction partie entiére est continue & droite en tout point de R mais n’est
pas continue sur R (elle est discontinue en tout point de Z).
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V. Continuité sur un intervalle

V.1. Continuité globale
Définition
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.

o La fonction f est continue sur I si elle est continue en tout point de I.

o Autrement dit, f est continue sur I si elle admet une limite finie en tout
point de I. Ceci s’écrit :

WEEH, 3¢ € R, Ve > 0,30 > 0,Vz € I, (|Jz — 0| S o = |f(z) — (| <o)

Remarque

o On peut simplifier I’écriture précédente. En effet, comme f est continue en
xo et définie en xg, on a : « £ = f(xg) ».

o Ainsi, f est continue sur [ si :

-,V5>O,E|a>O,V:UEI,(|:L‘—£U0| <a = |f(x)— f(zo)| <¢)

V.2. Opérations algébriques sur les fonctions continues
Théoréme 15.

Soient f,g: I — R deux fonctions continues sur I. Soit A € R.
Alors les fonctions f + g, Af, f X g sont des fonctions continues sur I.

De plus, si g ne s’annule pas sur I, — et = sont ausst continues sur I.
g g

Démonstration.
On obtient ce résultat en appliquant & tous les points de I le résultat analogue
énoncé dans le chapitre précédent (continuité en un point). O]

Théoréme 16.

1) Toute fonction polynomiale est continue sur R.
P(x)
Q(x)

2) Toute fonction rationnelle f : x — est continue sur tout intervalle

I sur lequel Q ne s’annule pas.

Démonstration.

1) La fonction x +— 1 et la fonction = +— z sont continues sur R (il suffit de
prendre a = €). On en déduit par somme, produit et produit par un réel
que les fonctions polynomiales sont continues.

2) La fonction f est continue sur I par quotient de fonctions continues dont
le dénominateur ne s’annule pas. ]

Application

De par ces propositions sur les opérations algébriques et la composition, on
pourra rédiger comme suit :

f est une continue sur I car f est la somme / produit / quotient (attention
au dénominateur) de fonctions continues sur I.

Exemple

1) On considére la fonction f : x — zIn(z) — 1 définie sur RT*.
La fonction f est continue sur R™ car elle est la somme des fonctions :

« x + zIn(z) continue sur R™ comme produit des fonctions :
(i) = — x polynomiale donc continue sur R**,
(i) =+~ In(x) continue sur R**.

% x +— —1 constante donc continue sur RT*.
e2x

e?r — 1
La fonction g est continue sur ]0, +oo[ car c’est le quotient de :

2) On consideére la fonction g : z +—

définie notamment sur |0, +00].

x la fonction z +— e** + 1, continue sur |0, +-o0].

« et de la fonction & + e?* — 1, continue sur |0, +oo[ et qui ne s’annule
pas sur |0, +o0].
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V.3. Composée de deux fonctions continues

Proposition 2.

Soit f 1 I — R continue sur un intervalle I.

Soit g : J = R continue sur un intervalle J.

On suppose de plus que : f(I) C J (pour que go f : I — R soit bien définie).
Alors go f : I — R est continue sur I.

Démonstration.

Encore une fois, ce résultat global est un corollaire direct du résultat du
chapitre précédent sur la limite en un point de la composée g o f. O
Exemple

1) Si f est continue sur I, alors : f2, |f|, exp(f) sont continues sur I.
2) Si f est continue et positive sur I, /f et In(f) sont continues sur 1.
3) Dans la pratique, on rédigera comme suit.
a) Considérons la fonction h : ¢t — In(1 + ¢) deéfinie sur | — 1, 4-o00].
La fonction h est continue sur || = 1,400[ car c’est la composée de :
x g:trt+1, continue sur || = 1,400[ car polynomiale.
De plus, g([] = 1,+00[ ) C 0, +o0[ .
x et de f:t~ In(¢), continue sur ]0,+o0] .
b) Considérons la fonction h : t — eV définie sur [0, 4o0].
La fonction h est continue sur [0,400[ car c’est la composée de :
x g :t s/t continue sur [0, o0 .
De plus, ¢g(/[0,+00] ) C R.

« et de f:t el continue sur R .

V.4. Fonctions continues par morceaux

Définition (continuité par morceauz sur un segment)
Soit a et b deux réels tels que a < b.

On dit que f est continue par morceaux sur [a, b] §'il existe une subdivision
ap=a<a; <---<a,=>telle que pour tout i € [0,n — 1] :

1) f\]a“aiﬂ[ est continue (i.e. continue sur ]a;, a;+1[),

2) fllas,ais.[ €St prolongeable par continuité sur Uintervalle fermé [ai, aijt1]-

Remarque (bien comprendre cette définition)

Naturellement, on a envie de poser la définition suivante :

« f est continue par morceaux sur [a,b] si 'on peut découper I'intervalle en
morceaux (les |a;, a;+1[) tel que f est continue sur chaque morceau ».

Ceci correspond au point 1) de la définition. Par ajout du point 2) on impose
de plus que f ne peut admettre une limite infinie en les points a;.

Définition (équivalente)
La fonction f est continue par morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision
ag=a < a; <---<ap=">telle que pour tout i € [0,n — 1] :

o [ est continue sur Ja;, aj+1],
o f admet une limite finie & droite en a;,
o f admet une limite finie & gauche en a;1.

(et ces limites ne sont pas forcément égales et peuvent aussi étre différentes

de f(a;) et f(ait+1))
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Exemple
On considére la fonction suivante :

f L5 — R
1l—x s11<e<3
T — 8 six=3
3r+95 sid3<z<H

f n’est pas continue sur [1,5] car elle n’est pas continue au point 3 :

lim f(z)=-2#14= liI:Igl+ f(zx)

r—3~

Par contre, f est continue par morceaux sur [1,5].
En effet, si I'on prend ag =1, a1 =3, ag = 5, on a :

o f est continue sur |1,3[ et sur |3, 5][.

e lim f(z)=lim 1 —x =0 (limite finie)
z—1+ z—1
lim f(x)=lim 1 —x = —2 (limite finie)
T3~ z—3

lim f(x)= ill}% 3z + 5 = 14 (limite finie)

z—3+
lim f(x)= lir% 3z + 5 = 20 (limite finie)
z—

5"

Remarque

o On peut étendre cette définition & un intervalle I quelconque.
Une fonction f est dite continue par morceaux sur un intervalle [ si
elle est continue par morceaux sur tout segment [a,b] C I.

o La fonction = +— |x| est continue par morceaux sur R puisqu’elle est
continue par morceaux sur tout segment [a,b] (avec a, b dans R).

VI. Cas des fonctions complexes

Les théorémes précédents qui étaient valides pour des fonctions & valeurs
complexes ont déja été énoncés dans ce cadre. Seules les propositions sui-
vantes sont spécifiques a ce type de fonctions.

Proposition 3.
Soit f: I — C. Soit xg € 1.

f continue en 9y <  Re(f) et Im(f) sont continues en xg

Exercice 1
On note f la fonction définie par :

f+ R - C

T

six#0
T

1 siz=0
Montrer que la fonction f est continue en tout point de R.

Proposition 4.
Soit f: 1 — K. Soit xg € 1.

a) | f continue en ry = f continue en x

b) | f continue en xo = |f| continue en xg
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VII. Les grands théorémes de la continuité sur /

VII.1. Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 17. (Théoréme des Valeurs Intermédiaires)
Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
Si a et b sont deux points de I (a < b) tels que : f(a)f(b) <O0.
Alors il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =0.
Démonstration.
a) Cas f(a) = f(b) =0 : trivial. Prendre ¢ = a.

La démonstration se base sur une méthode dite « de dichotomie » qu’on

peut résumer par le schéma suivant.

ap

bo

ax

ar —— b,

On construit une suite de segments emboités [a,, b,] tels que :

i f(an) g 07
e f(by) =0.
On définit les suites (ay,) et (by,) par récurrence.
b
0) Initialement, on pose ap = a, bg =b et cg = a—2k .

1) Si f(cp) <0, on pose a; = ¢y et by = b.
Si f(cp) > 0, on pose a1 = ap et by = ¢p.

2) ...

an + by

n+1) On note ¢, = 5

Si f(en) <0, on pose an1 = ¢, €t by = by.
Si f(cn) > 0, on pose apt1 = ap, et byt = cp.

Les suites (a,) et (by,) ainsi construites sont adjacentes. En effet :

o Gpyl = Qn,

b bn+1 < bna

bn-1—an—1 _ bo—ap
2 T
Ainsi, (ay) et (b,) sont convergentes et convergent vers la méme limite
¢ = supa, = inf b,. On note au passage que a =ag < c < by = b.

0.

. bn—an:

Or, par définition de a,, et by, on a: f(a,) < 0et f(b,) = 0.
Comme f est continue, f(ay) et f(by,) sont convergentes de limite f(c).
Par passage & la limite dans les inégalités précédentes, on obtient :

Ainsi, on a bien exhibé ¢ € [a,b] tel que f(c) = 0.
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Remarque
« L’hypothése f(a)f(b) < 0 signifie que f(a) et f(b) sont de signes opposés.

o Ainsi, on peut formuler I’énoncé comme suit :

1) f continue sur un intervalle I

2) f change de signe sur I = f s’annule sur I

o Le fait que I soit un intervalle est primordial.
Si I n’est pas un intervalle, on peut considérer la fonction inverse :

f IR - R
z o~ 1
x f(-1)=—=1<0 et f(1)=1>0,
x f est continue sur | — oo, 0[U]0, 4o0].
Mais il n’existe pas d’élément ¢ €] — 00, 0[U]0, +o00[ tel que f(c) = 0.

o On peut utiliser la contraposée de cet énoncé.

1) f continue sur un intervalle I F garde un signe

2) f ne s’annule pas sur 1 = constant sur I

o Le Théoréme des Valeurs Intermédiaires (T'VI) peut s’énoncer de plusieurs
maniéres différentes. Nous allons maintenant lister ces différents énoncés,
qui sont équivalents au premier.

Théoréme 18. (TVI - énoncé bis)
Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
Soit (a,b) € I? tel que a < b.

Alors toute valeur comprise entre f(a) et f(b) est atteinte par f sur |a,b].

Enoncé dans le cas f(a) < f(b) :

Siz €[f(a), f(b)] alors Fa € [a,b], z = f(a).

Enoncé dans le cas f(a) > f(b) :

Siz e [f(b), f(a)] alors Fa € [a,b], z= f(a).

Démonstration.
On fait la démonstration dans le cas f(a) < f(b) (autre cas analogue).
Soit z € [f(a), f(b)]. On considére alors la fonction g définie sur I par :

Veel, glx) = f(z) — =

< gla)=fla)—=<0 et g(b)=f(b) =z >0,
x g est continue sur [.

Par le TVI (énoncé précedent), il existe a € [a, b] tel que : g(a) = 0.
Autrement dit, on a : f(a) = 2. O

Autre formulation

Si f: I — R vérifie les hypothéses du théoréme on a alors :

« Pour tout y compris entre f(a) et f(b), Péquation y = f(x) a (au moins)
une solution dans l'intervalle [a, ].

« Ou encore : tout élément y compris entre f(a) et f(b) posséde (au moins)
un antécédent par f dans [a, b].
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Théoréme 19. (TVI - énoncé ter)
L’image par une fonction continue d’un intervalle est un intervalle.

Démonstration.

Soit f : I — R continue sur un intervalle 1.

Soient u et v deux éléments de f(I) ={y e R |3z €I, y = f(z)}.
On suppose (quitte & renommer ces éléments) que : u < v.

Pour montrer que f(I) est un intervalle, il suffit de démontrer que toute
valeur comprise entre u et v est dans f(7).

Par définition de f([I), il existe a € I, tel que : u = f(a).

De méme, il existe b € I tel que v = f(b).

Or, par le TVI (bis), pour tout z € [f(a), f(b)] il existe o € [a, b] tel que
z = f(a). Ainsi, z € f(I). O

Exemple

On considére la fonction f:z — 5 définie et continue sur R.

1+
On a: f(] — oo, 400[) =]0,1].

A

Comme le prouve cet exemple, 'image par une fonction continue
d’un intervalle est un intervalle qui n’est pas forcément de méme
nature.

Théoréme 20. (TVI - énoncé quater (!))
Soit f : I — R continue sur un intervalle [.
Si f est majorée, on note M = sup f. On note M = +oo sinon.
I

Si f est minorée, on note M = irllf f. On note M = —oo sinon.

Alors toute valeur z € |m, M| est atteinte par f sur I :
Vzelm,M[,3a €I, z = f(«a)

Théoréme 21. (théoréme des bornes)
o Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
o Limage par une fonction continue d’un segment est un segment.

Ce qu’on écrit sous la forme : « f([a,b]) = [m, M] ».

Démonstration.

A faire H
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VII.2. Théoréme de la bijection

Théoréme 22.
Soit f : I — R une fonction :

1) continue sur I,

2) strictement monotone sur I.
On a alors :
o f(I) est un intervalle,
o f:I— f(I) est une application bijective,
o f71: f(I) — I est continue et strictement monotone sur f(I).
Plus précisément, f~' posséde le méme sens de monotonie que f.
Démonstration.

o f(I) est un intervalle car c’est I'image d’un intervalle par une fonction
continue (TVI - ter).

o La fonction f: I — f(I) est bijective (résultat de la Proposition ?7).

« Montrons alors que f~1: f(I) — I est aussi strictement monotone.
Supposons f strictement croissante (le cas f décroissante est similaire).
1l s’agit de montrer : V(u1,u2) € (f(I))?, ur < us = f~Hu1) < £~ (u).

Soient u; et uy deux éléments de f(I). Ainsi :
1),

f(

f(@2).

Dot f~Hur) = f7Hf(z1)) =21 et [ (ug) = fT1(f(x2)) = 2.
L’implication & montrer s’écrit donc : f(z1) < f(z2) = x1 < z2. On
la démontre par contraposée : si x1 > xg alors f(x1) > f(z2) car f est
croissante.

x 1l existe x1 € I tel que u; =
x il existe xo € I tel que ug =

o Il reste & démontrer que f~! est continue sur f(I). Admis. ]

Autre formulation
Si f: I — R vérifie les hypothéses du théoréme on a alors :

« Pour tout y compris entre f(a) et f(b), 'équation y = f(x) a une unique
solution dans lintervalle [a, b].

« Ou encore : tout élément y compris entre f(a) et f(b) posséde un unique
antécédent par f dans [a, b].

Théoréme 23.
Soit I un intervalle d’extrémités a et b (éventuellement infinies).

Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone sur I.
1) f(I) est un intervalle d’extrémités lim f(x) et lim f(x).
T—a x—b

2) De plus, les intervalles I et f(I) sont de méme nature :
x fermés (comme [1,2], [1,+o0], | — 00,2]),
x ouverts (comme |1,2[, |1, +o00[, | — 00,2[),
x ou semi-ouverts (comme |1,2], [1,2[).

Remarque

Les tableaux de variation constituent un outil de base dans la rédaction des
questions s’appuyant sur le théoréme de la bijection. Une fois établi, un tel
tableau permet la lecture rapide :

x des intervalles I de stricte monotonie de f,

x des intervalles f(I) correspondants.

Exercice "

On considere la fonction f:z — ———-.
es® 41

a. Démontrer que 'équation f(z) =
I'intervalle [0, +o00].

i admet une unique solution u dans

b. Montrer qu’il existe un unique réel ¢ tel que f(¢) = ¢.

1
Justifier que : 0 < £ < 3
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Démonstration. b) On introduit la fonction g : z — f(x) — x. La question consiste o démon-
a) « On a déja démontré que f est continue sur R. trer que l’équation g(x) = 0 admet une unique solution.
« Il faudrait alors faire I’étude de la dérivabilité de f (¢f chapitre & venir) « La fonction g est continue sur R comme somme des fonctions f et
pour pouvoir en déduire le tableau de variations suivant. x — —x qui sont continues sur R.
. . 0 B o « Il faudrait alors faire I’étude de la dérivabilité de f (¢f chapitre & venir)
- pour pouvoir en déduire le tableau de variations suivant.
4 /
Signe de f'(x) + 0 - . e ’ oo
1
2 Y : /(o _
Variations de f / \ ! Signe de ¢'(z)
0 T 0 +00
Variations de g \ 0
« Détaillons les différentes limites de ce tableau. ~ .

x et — Oete?®+1 — 1.

T T o Détaillons les différentes limites de ce tableau.
Alnsi zgrjloo f(z)=0. x lim f(z)=0et lim —z=-+o0.
0 1 1 T——00 T—>—00
e
0 = = = — 3 —
x f(0) 02x0 1 1 11 5 Donc xggloo g(x) = +o0.
e e’ 1 1 1 x lim f(z)=0et lim —x=—oc.
Xf(x):m:e%@:ejl+e% x—r+00 r——00
Donc lim g(x) = —oc.
1 1 T——00
Or o 2ot Oet 1+ 2% 2o 1 « La fonction g est :
Ainsi, lim f(z) =0 1) continue sur | — 0o, +00],

r—r-+00

. La fonction f est : 2) strictement décroissante sur | — 0o, +00[.

1) continue sur [0, 00|, Elle réalise donc une bijection de | — 0o, +00[ sur g(] — 0o, +o0f). Or :

2) strictement décroissante sur [0, +o0l. 9(] — 00, +o0) = ]IETOO g(x)’xggloo g(z)] =] — 00, +00]
Elle réalise donc une bijection de [0, +oo] sur f([0, +oo[). Or :
1 Comme 0 € | — o0, +0o0[, ’équation g(x) = 0 admet une unique solution
F((0,40c) =] lim f(z), lim f(z)] =]0, 5] t €] — o0, +o0].
« Or, par définition, ¢ = f(¢) € [0, %] puisque f est a valeurs dans [0, %]
Comme § € [0, 3], 'équation f(z) = 3 admet une unique solution O

u € [0,4o00].
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Tableau récapitulatif. VIII. Fonctions trigonométriques réciproques
Le tableau suivant permet de faire un point sur les différents types d’inter-
valles pouvant intervenir dans le Théoréme 23. VIIL.1. Inversion du sinus
On considére la restriction de la fonction sin & lintervalle [—7, 7]
Nature de lintervalle f(I) La fonction sin -z, est :
= continue sur [—3, 5],
I Cas f strictement Cas f strictement . . P
croissante sur décroissante sur [ x strictement crolssante sur {_57 5}'
Elle réalise donc une bijection de [=7F, 3] sur sin |[_= =, ([-5,5]) ou:
[a, 0] [f(a), f(b)] [£(0), f(a)] in s E]([_: E]) _ [sin (_f) in (f)} .
272 272 2 2
[a, 0] [f(a), lim f(z)[ Jlim f(z), f(a)] Définition
« La fonction arcsin (notée aussi Arcsin) est la bijection réciproque de sin - z,z]-
: - : o Autrement dit, pour tout x € [—1,1], arcsin(z) est 'unique élément de
Ja, 8 Jlim f(), £(0) [£(0), lim £(x)] trer p [=1,1] () q
[, 5] dont le sinus est x.
Ja, b Jlim f(z), lim f(z)[ | Jlim f(z), lim f(z)[ y€[-3 3]
T—a z—b T—b z—a Vo € [—1, 1], Yy = arcsin(:z:) - 22
sin(y) =z

Tw
est l’arc, compris entre —— et — dont le sinus est x
Y 2“9

Proposition 5.
La fonction arcsin est :

1) continue sur [—1,1], a valeurs dans [-7, 3],
2) strictement croissante sur [—1,1].

Démonstration.
Conséquences directes du théoréme de la bijection. O

31



PCSI

Valeurs remarquables

z T E] ) Lhv2 V3
2 2 | 2 2 2 2
- B N I A . S B
aresin(e) | =5 | T3 1| T 6 | 4 | 3 | 2
Représentation graphique
. Ay = arcsin(x)
| |
| % 1
|
| 1
| |
1 1+ |
| )
| ] .
| .y =sin(x)
| |
| |
| |
| ! ! N
_ |1 0 | s
2 i i 2
| |
| |
| |
|
{ -1 i
| |
1 |
- |
_5 | }
| |
| |
1 1

Proposition 6.

Vit € R, arcsin (sin(t)) —t & te [_g7 g]

Proposition 7.

1) | Vz € [-1,1], sin (arcsin(z)) =«

2) | Vx e [-1,1], cos (arcsin(z)) = /1 — 2

3) | Vze]-1,1], tan (arcsin(z)) = N
-z

Démonstration.
1) Immeédiat par définition de arcsin.
2) Soit x € [—1,1]. Alors le réel y = arcsin(x) est bien défini et :

Y€ [_%7 %]
sin(y) = x
On sait :

2
((:os(y))2 =1- (sin(y))2 =1- <sin (arcsin(ac))) = 1-2?
Or, comme x € [—1,1], alors : 1 — 22 > 0. D’ot1 :

|cos(y)| = V1—a? i.e. cos(arcsin(z)) = V1 —a?

3) Soit z € | — 1, 1[. Alors arcsin(z) € | — Z, Z[. Donc : cos (arcsin(z)) # 0.
Ainsi tan (arcsin(z)) est bien défini.
D’apres 1) et 2) :
tan (arcsin(z)) — sin (arcsin(z)) _ x

cos (arcsin(z)) V1—22
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Proposition 8.
La fonction arcsin est impaire.

Démonstration.
Soit x € [—1,1]. Alors —x € [—1,1]. Donc y = arcsin(—z) est bien défini.
o La fonction sin est impaire. Ainsi :
sin(—y) = —sin(y)
On en déduit :
sin ( — arcsin(—z)) = —sin (arcsin(—z))
e Or, comme —z € [—1, 1], d’aprés la proposition 7 :
sin (arcsin(—z)) =

—X

On en déduit : sin ( — arcsin(—z)) = —(—z) = .

o Comme x € [—1, 1], on peut composer cette derniére égalité par arcsin. On

obtient, d’apreés 6 :

arcsin (sin (- arcsin(—:r))) = arcsin(z)

— arcsin(—x) (car —arcsin(—zx) € [—

D’ou : arcsin(—x) = — arcsin(z).

oy

vl

Proposition 9.
La fonction arcsin est dérivable sur | —1,1] et :

1

V:CE]—l,l[, \/17_7

arcsin’(z) =

Démonstration.

La fonction sin \]—%,%[ est :

« bijective de Uintervalle ] — 5, 5[ dans Vintervalle ] — 1,1

250,

x telle que : Vo € | — T, B[, sin’(z) = cos(z) # 0.

x dérivable sur | —

Alors sa bijection réciproque arcsin est donc dérivable sur | — 1, 1]
De plus, pour tout z € | — 1,1 :

1
sin’ (arcsin(z))

1
cos (arcsin(z))

1

V1— 22

arcsin’(z) =
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VIIIL.2. Inversion du cosinus

On considére la restriction de la fonction cos a U'intervalle [0, 7]
La fonction cos |jg ) est :

x continue sur [0, 7],

x strictement décroissante sur [0, 7].

Elle réalise donc une bijection de [0, 7] sur cos |[.x] ([0, 7]) ou :
COS [[0,7] ([0, 77]) = [cos(7m),cos(0)] = [-1,1]

Définition
o La fonction arccos (notée aussi Arccos) est la bijection réciproque de

o Autrement dit, pour tout = € [—1,1], arccos(z) est I'unique élément de
[0, 7] dont le cosinus est x.

y € [0,7]

cos(y) = x

Vo e [-1,1], y=arccos(z) < {

(y est l’arc, compris entre 0 et m dont le cosinus est x)

Proposition 10.
La fonction arccos est :

1) continue sur [—1,1], a valeurs dans [0, ],
2) strictement décroissante sur [—1,1].

Démonstration.
Conséquences directes du théoréme de la bijection. O

Valeurs remarquables

z ST Y NV I B N VPR IV

2 2 2 2 2 2

arccos(z) o™ 3T 27 il T T T
Tl el 2| 3| 2 3 4 6

Représentation graphique

y = arccos(x)

Proposition 11.

y = cos(z)

_————————

Vit € R,

arccos (cos(t)) =t < te[0,7]
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Proposition 12.

1) | Va € [-1,1], sin (arccos(z)) = V1 — 2

2) | Vx e [-1,1], cos (arccos(z)) ==

A /1 )
3) | Vo e [-1,1]\ {0}, tan (arccos(z)) = vy
T
Démonstration.
Similaires & la. démonstration de la Proposition 7. O

Proposition 13.

Vo € [-1,1], arccos(—z) = m — arccos(z)

Démonstration.
Soit x € [—1,1]. Alors —x € [—1,1]. Donc arccos(—x) est bien défini.

o Tout d’abord, on sait :
x d'une part : arccos(—x) € [0, 7],
x d’autre part : arccos(z) € [0,7]. D’ou : m — arccos(z) € [0, 7].
« Par injectivité de cos |[g -], on obtient alors :
arccos(—z) = 7 — arccos(x)
& cos (arccos(—x)) = cos (7 — arccos(z))
(d’aprés la Proposition 12)

& —x = —cos (arccos(z))

(toujours d’apres la

o oTre Proposition 12)

Cette derniére égalité est toujours vérifice. Ainsi, par raisonnement par
équivalence, la premiére aussi.

O

Proposition 14.

g — arcsin(x)

Vo e [-1,1], arccos(z) =

Démonstration.
Soit x € [—1,1].

e On remarque :

sin (arcsin(z)) = =

(%)

™ .
Cos (5 - arcsm(x)) =
o Or :arcsin(z) € [-7, 5]. On en déduit : g — arcsin(z) € [0, 7]. Ainsi :

™ . T .
arccos (cos (5 - arcsm(:v))) =5 arcsin(z)

« En composant I'égalité (%) par arccos (ce qui est licite d’apres le point
précédent), on obtient enfin :

g— arcsin(z) = arccos(z)
O
Proposition 15.
La fonction arccos est dérivable sur | — 1,1] et :
Vo €] —1,1][, arccos'(z) = 1
) Y /1 — $2
Démonstration.
Conséquence directe de la Proposition 14. O
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VIII.3. Inversion de la tangente Valeurs remarquables
On considere la restriction de la fonction tan & l'intervalle | — 7, 5] 1 1
: .o . T — -3 -1 —— 0 — 1 V3 400
La fonction tan |-z,z[ est : oo /3 /3
x continue sur | — 7, 7,
x strictement croissante sur | — §, 7. arctan(z) _g _g _% _% 0 % % g g
Elle réalise donc une bijection de | — §, 5[ sur tan H-%%[(] —Z,5[) ou
Y : ) ¢ i hi
tan ||_x z(]— 5,50 = | lim_ tan(z), lim tan(z)| =]— oo, +oo Représentation graphique
272 2°2 =7 T3
| |y = tan(z)
Définition | |
o La fonction arctan (notée aussi Arctan) est la bijection réciproque de : 1 :
tan -z,z- ! !
272 1 |
o Autrement dit, pour tout z € R, arctan(x) est 'unique élément de | — 7, 7| ! !
dont la tangente est x. : 2 :
| |
|
yel-3.3l l l — arctan(x
Vr € R, y=arctan(z) & 22 ‘ ! ! y ()
tan(y) = x ‘ R 0 T ‘
21 12
1 |
: . T o, m i I
(y est larc, compris strictement entre —3 et 5 dont la tangente est x) : :
| -3 |
| |
Proposition 16. | |
La fonction arctan est : : :
1) continue sur R, & valeurs dans | — 5, 5[, i + i
2) strictement croissante sur R. : :

Démonstration.
Conséquences directes du théoréme de la bijection. O
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Proposition 17. Proposition 19.
La fonction arctan est impaire.
vVt €R, arctan(tan(t)) =t & te€]— z z[
’ 272 Démonstration.
Proposition 18. Soit € R. Alors —z € R. Donc y = arctan(—=z) est bien défini.
« La fonction tan est impaire. Ainsi :
1) | Vz € R, sin (arctan(z)) = L
v1+a? tan(—y) = —tan(y)
1 On en déduit :
2)| VxeR, cos(arctan(z)) = ——— 0 en dedult
) (axcton() = T
tan ( — arctan(—z)) = —tan (arctan(—z))
3) | Vz €R, tan (arctan(z)) =z
e Or, d’apreés la proposition 18 :
Démonstration.
8) Immeédiat par définition de arctan. tan (arctan(—z)) = —z
2) Soit x € R. Alors, en notant y = arctan(z) : On en déduit : tan ( — arctan(—z)) = —(—z) = x.
yel-3.5l o On compose cette derniére égalité par arctan. On obtient :
tan(y) = x
arctan (tan (- arctan(—x))) = arctan(z)
On sait :
(cos(y))’ 1 1 1 :
cos(y))” = 7 = 7 = 2 _ _ _ _ T
1+ (tan(y)) 1+ (tan (arctan(x))) 1+x arctan(—x) (car —arctan(—x) € | — 5, 3[)
ou la derniére égalité est obtenue grace a 3). Dou : arctan(—z) = — arctan(z).
D’ou, par injectivité de la fonction /- sur Ry : O
1 : 1

cos(y) = i.e.  cos(arctan(z)) =

1+ a2
1) Soit x € R. D’aprés 2) et 3) :

sin (arctan(z)) = tan (arctan(z)) x cos (arctan(z)) =
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Proposition 20.
La fonction arctan est dérivable sur R et :

1
Vz € R, arctan’(z) = Tia2
Démonstration.
« La fonction tan l-z,zest:
x bijective de I'intervalle | — 7, [ dans I'intervalle R,
x dérivable sur | — 7, 7|,
x telle que : Vo € | — 5, Z[, tan'(z) = 1 + tan?(z) # 0.

Sa bijection réciproque arctan est donc dérivable sur R
De plus, pour tout x € R :
1

tan’ (arctan(z))

1

arctan’(z) =

1+ (tan ( arcsin(x))) ’

1
1+ 22

Exercice 2

1
Démontrer : Vo € R, arctan(x) 4 arctan <> =
x

T
5

Ecrire une relation analogue valable sur R* .

IX. Relations de comparaisons et croissances com-
parées

IX.1. Négligeabilité

Définition (Négligeabilité)
Soit f: I — R. Soit g: I — R.
Soit a € T ou a = +00 (resp. —o00) si I est d’extrémité +oo (resp. —00).
Supposons que g ne s’annule pas dans un voisinage épointé de a.

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a et on note f(x) =
o (g(x)) si et seulement si :

r—ra

im @ =
L ATO R

Remarque
On pourra aussi noter :

B il existe £ : V(a) — R telle que }:1_% g(x) = 0 vérifiant
F@ =200 = o)~ go)eta)

Exercice 3
1
1. Montrer que e Vi= o < >

xr—r+o00 (L'Q

2. Que peut-on dire de la fonction f au voisinage de a si f(z) = o (1)7

r—a
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Proposition 21 (Croissances comparées). 2) Linéarité :
Soit (a, B) € (R%)2. o o)
.y . fx)= o (h(x
o Au voisinage de +00, on a : z>a S Vo e K2, M)+ pg(n) = o (h(x))
o (+#) g(@) = o (h(x)) ‘
x | x%= (100 T avec a < f3
A at= o () 9| f@) = o (h(x) = f@)9) = o (s()h(x))
| @)= o @ 4) Compatibilité avec le produit :
o Au voisinage de 0, on a : f(z) = I‘_{a(g(x))
= f(z)xh(x)= o (g(x) X u(m))
h(z) = o (u(z)) e—a
x| 2= o (% |aveca<p In(z) = o (1) oa
z—0t X - oot \ @

5)| f@)= o (9x) = VOER, f()= o (9(x))

Proposition 22 (Régles de calcul).
Soit I un intervalle de R. Soit a € T ou a = +oo (resp. —oc) si I a pour Démonstration.

extrémité +oo (resp. —00). 1) Supposons : f(z) = o (g(x)) et g(x) = o (h(x)).

Sotent f, g, h et u des fonctions définies au voisinage de a. Alors - e e
On supposera, lorsque nécessaire, que ces fonctions ne s’annulent pas sur lim f(z) —0 et I g(x) _
un voisinage épointé de a. z—a g(z) v—a h(z)
1) Transitivité : Or, pour tout x € V(a) \ {a} :
fl@) _ flz) )

flx)= o (g(x)) hz) gk h(z
}é o (@) gkl (x)

0 0
1msi m M = €. : x 0 T
Ainsi ¢ lim 38 =0, ie.: f(@) = o ()
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2) Supposons : f(z) = o (h(z)) et g(z) = o (h(z)).
Démontrons : V(a, 8) € R?, af(z) + Bg(z) = L0 (h(z)).
Soit (a, B) € R2.

of (0) + Bola) _ () oz)
h(z) ) T h@)
1] 1]
0 0
Ainsi : algll}l}l W =0, i.e. af(x) + Bg(x) = o (h(z)).

3) On démontre les autres propriétés de maniére similaire.

Exercice 4
On considére les fonctions suivantes au voisinage de 0 :

f)=a22+ o0 (2%) et glx)=e " —x+ o (79

z—0 x—0

Simplifier (2 — z) f(z) puis f(z) + g(x).

Exercice 5

En posant ¢ = —, montrer qu’au voisinage de 0, on a :
T

w( L) 1
n ﬁ _mgo ﬁ

IX.2. Equivalence

Définition
Soit f: 1 — Ketsoit g: I — K.
Soit @ € T ou a = +00 (resp. —o00) si I est d’extrémité +oo (resp. —00).
Supposons que g ne s’annule pas dans un voisinage épointé de a.

« On dit que f est équivalente & g en a et on note f(z) ~ g() si:

lim M =1
z—a  g(x)

Remarque

o Trouver une fonction g équivalente & une fonction f en a c¢’est trouver une
fonction qui a le méme comportement que f & proximité de a. Ainsi, si
l'on se place & proximité de a, les courbes représentatives de f et de ¢
apparaitront comme confondues.

« Le but est de trouver une fonction g dont 'expression est plus simple que
la fonction f (penser par exemple aux fonctions polynomiales).

Théoréme 24.

Soient f,g,h,t: I — K, des fonctions.
(lorsque nécessaire, on ajoutera I’hypothése que ces fonctions ne s’annulent
pas dans un voisinage épointé de a)

Soit a € T ou a = 400 (resp. —o0) si I est d’extrémilé +oo (resp. —o0).

La relation ~  vérifie les propriétés suivantes.

T—a

1) Réflexivité :

2) Symétrie :

fx) ~ gx) & g(x) ~ f(x)

T—ra T—a T—a
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3) Transitivité :

T—a
T—a

flx) ~ g(x)
o) ~ h) [ 7T

4) Compatibilité avec le produit :

f(CC ad x
h(z) ~ t(z) } = [(@) xh(z) ~ g(z)xt(z)

T—a
T—ra

5) Compatibilité avec le quotient :

) 1l suffit decrire : L0 X P@) _S@) b))
0@ x @)~ g@)  tlx)
(=)

5) 11 suffit d'écrive : @ = @) M@y gy
s~ h(e) (o)

O
Exercice 3 2 4
3 4)°(8x~ 2x~
Limite en +oo de la fonction f définie par : f(x) (B2 + )9; _T_ 10+ =) ?
3 4 4
1) 3x +4 ~ xcar v =1l+= — 1
+oo—3 31‘ 3'1" T—+00

Ainsi : (32 +4)3 = 3z +4)(3x + 4)(3x + 4) 2 32)(3z)(3z) = 3323,

8r=2 + 2274 204
2) 8v= 2+ 2274 ~ x_zcaruzl-i-xi:l-k
+o0—8 8r—2

8r—2 422 z2—4o00

On en déduit que : (3 +4)3(8x 2 +227%) ~ 323 x 872 =38z

+oo—3
— 9 10 10
r—a o 3) 9 +10 ~ =z car T =14+4— — 1
+o0—9 9z 9z z—+oc
avec ¢ limite éventuellement infinie 33 8
( finic) On en déduit que : f(z) ~ g Y _3x8=24.
. . xr—r+00 X
Démonstration. #a) Ainsi : f(z) _+> 2.
N
1) 1l suffit d’écrire : ———= =1 —1 e
x) z—a
1 1 . . ” .
2) 1l suffit d'écrire (z) 1y {AE 0151 r‘1e peut ni sommer, ni composer les équivalents en
) f@) 2-a 1 général
g(z)
3) T suffit d'écrive - 20 = J@ 9@y
h(z)  g(x () za
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Exemples
eOna:axz+2 ~ xz+4+1let -z ~ — . En sommant, on obtiendrait
x—+o0 r—+oo
2 ~ 1, ce qui est bien évidemment faux.
r—+4o0
e Ona:xz+1 ~ z.Encomposant par exp, on obtiendrait : e*t!  ~ &%,
T —r+00 T —r+00

ex—i—l
lim
rz—+oo et

=e#£1

ce qui est faux car

Exercice 6

1. Calculer lim e® — 23 — In(z).
Tr—+00

) 22 — In(x)

lim ————.
z—+oo /T 4 g3

2. Calculer

Proposition 23.
o Tout polyndéme est équivalent & son mondme de plus haut degré en +oo.

o Tout polynéme est équivalent a son mondme de plus bas degré en 0.

Démonstration.

Soit f un polynome de degré n. Alors il existe (am, Gmi1, ..., an) € RP7MHL
n

avec a,, # 0 et a, # 0 tels que f(x) = . apx®, pour tout = € R.
k=m
On remarque :
lim f@) _ lim

A ™ + Q1 2T 4 ap, anx"

= = lim =1
T—+00 A X" T—+00 AnTn T—+00 Apx™
cest-a-dire f(z) ~ apz™.
xr—r+00
De méme :
m m—+1 m
. f(x) Y AL S T + -+ apzy . QT
lim = lim = lim =1
z—0 apmx™ x—4o00 AmTm T—=+00 Ay x™
cest-a-dire f(z) ~ anpz™. O
z—0

Proposition 24.

o Une caractérisation des ~ par les o :

f@) ~ 9(x) & flz)=9(@)+ o (9(z))

T—a T—a

o En particulier :

f@)+ o (f(x)) ~ f(z)

T—ra T—ra

Démonstration.

On sait que, d'une part, f(z) -~ g(x) donc ilg}l ﬁg =1

D’autre part, f(z) = g(z) + o (g(x)) alors f(z) —g(x) = o (g9(x)), i.e.
lim M =0, donc lim @ — 1 =0, ou encore lim M =1.
z—ra g(z) z—a g(x) z—a g()

On a donc bien f(z) o~ g(x) & f(x)=g(z)+ xga(g(m)). O

Exercice 7
Montrer de deux maniéres différentes :

Proposition 25.
Soit f:1 — R,
Soita € 1.
Supposons que f est dérivable en a et : f'(a) # 0.

fl@) = fla) ~ f(a)(x—a)

T—ra
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Cette proposition permet d’obtenir la majorité des équivalents classiques

sulvants :

Proposition 26 (Equivalents classiques).

o Au voisinage de 0 :

X

el -1 ~ zx
x—0

In(l+z) ~ =z

x—0

1+x)*—=1 ~ azx

x—0

sin(z) ~ x

z—0

tan(x) ~ =z

z—0

2
x
1 — cos(x) fadliai s
arcsin(z) ~ x
z—0
arctan(z) ~ x
z—0
T
5 arccos(z) ~
sh(z) ~ x
z—0
2
x
Ch(':U) B 1 z:JO ?

pour o # 0

o Au voisinage de 1 :

In(z) ~ x—1

z—1

Remarque

e On retrouve ainsi des limites classiques comme :

lim =1 ou lim
x—0 xX z—0 X

1
« La relation (14 2)* ~ «x donne, avec o = Y I'équivalent suivant :

z—0

Vetl-1n~ 2

x—0 2
Exercice 8
On note f la fonction définie sur R par :
x
-1
B sixz>0
fizes ln(l + )
1 siz=0

Montrer que la fonction f est continue sur R..

Exercice 9

$2
1
1. Calculer lim —0— ——

x—0 111(1 -+ \/E)

2. Montrer que t—1 ~
t—+oo t

In(t)

e’ —1 In(1 + z)
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Proposition 27.
Soit f I - K etsoitg:1— K.

Soit a € T ou a = +oo (resp. —o00) si I est d’extrémité +oo (resp. —00).

Supposons que g ne s’annule pas dans un voisinage épointé de a.

fx) ~ g(z) = f et g sont de méme signe au voisinage de a

Proposition 28.
Sotent f 11 - K, g: 1 ->Keth:I—-K

Soit a € T ou a = +oo (resp. —00) si I est d’extrémité +oo (resp. —00).

Supposons que h ne s’annule pas dans un voisinage épointé de a.

Ve € V(a), f(z) < g(z) < h(z) )
f(z) ~ h(x) = g(@) ~ h(z)

T—a

IX.3. Domination
IX.3.a) Cas des fonctions
Définition (Domination)
Soit f: I — R. Soit g: I — R.
Soit a € T ou a = +00 (resp. —o00) si I est d’extrémité +oo (resp. —00).

Supposons que g ne s’annule pas dans un voisinage épointé de a.

On dit que f est dominée par g au voisinage de a et on note f(z) = Q (g9(x))

si et seulement s’il existe un voisinage V de a tel que :

IM eRy, Vo eV, |f(z)| < M|g(z)|

Remarque
On pourra aussi noter :

f(@)= 0 (g(z)) < ; est bornée au voisinage de a

r—a

En particulier :

f(z)= O (1) & [ est bornée au voisinage de a

T—a

Exercice 10

1
1. Démontrer : e * = O <>

T—400 x3

2. Démontrer : sin(2?) = O (1).

z—0
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Proposition 29.
Soit f: 1 —R. Soitg: I —R.
Soit a € T ou a = +oo (resp. —o00) si I est d’extrémité +oo (resp. —00).

Supposons que g ne s’annule pas dans un voisinage épointé de a.

1) | fl@)= o (9(x) = f(z)= 0 (9(=))

T—a T—a

2) | fl) ~ g(x) = flz)= O (9(x))

T—a T—ra

3) En particulier : ; admet une limite finie = f(z) = O (g(z))

T—ra

Démonstration.

Immeédiat car toute fonction admettant une limite en a est bornée au voisi-
nage de a. O
Proposition 30 (Régles de calcul).

Soit I un intervalle de R. Soit a € I ou a = +oo (resp. —oc) si I a pour
extrémité +0oo (resp. —o0).

Soient f, g, h et u des fonctions définies au voisinage de a.

On supposera, lorsque nécessaire, que ces fonctions ne s’annulent pas sur
un voisinage épointé de a.

1) Réflexivité :

O (h(:):))

T—a

3) Linéarité :

4)

f(z) = IQa(g(x))
ho) = O (@) [ M= 0 (g(x) x u(x))
6) | f(z)= 0 (g9(x)) = VOER", f(z)= O (0g(x))

Démonstration.

1) On remarque : Vz € I, |f(z)] <1 x |f(2)].
Cette inégalité est donc en particulier vraie au voisinage de a. Ainsi :

fl@) = O (f(x))

T—a

2) Supposons : f(z) = zQa(g(x)) et g(x) =

Alors il existe des voisinages V; et Vs, de a et il existe (M7, M) € (R+)2
tels que :

x Vo e Vi, |f(x)| < M |g(z)|

x Vo € Vy, g(m)| My ’h(:z:)}

On note alors : ¥V = V1 N Vs, On obtient, pour tout x € V :

0 (h(z)).

T—a

AN/

M |g(z)| < My M;|h(z)|
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D’ou, par transitivité :
fl@) < Mi|g(z)] < My My|h(z)|
Ainsi, en notant M = M1 My € R, :

Ve eV, |f(x)‘ < M’h(x)‘

Ainsi : f(z) = xga(h(x))
3) Supposons : f(z) = O (h(z)) et g(x) = O (h(x)).
Démontrons : V(A 1) € R2, X f(x) + pg(z) = JLQa(h(z))

Soit (A, ) € K2.
Il existe des voisinages Vi et Vs de a et il existe (My, My) € (R+)2 tels

que :
x YV € Vl, ‘f(l’)‘ < M1 ‘h(l’)’
x VY € Vo, g(m)‘ < My ‘h(:c)‘

On note : ¥V = V1 N V,. On obtient, pour tout x € V :

A f(x) + pg(z)|
< N f@)] + |ul |g(@)]
< N My ()| + (] Mz [h(2)]

(par inégalité triangulaire)

< (N M+ [l 142) [ha)|
Ainsi, en notant M = |\ My + |p| Ms -

Vo €V,

Af(x) + pg(x)| < M |h(x)|

Dot A f(z) + pg(x) = O (h(z)).

4) On démontre les autres propriétés de maniére similaire.

Remarque
Les relations de comparaison asymptotiques vérifient les propriétés suivantes.

La relation o La relation O La relation ~
r—ra r—ra r—ra

N’est PAS réflexive est réflexive est réflexive

N’est PAS symétrique N’est PAS symétrique est symétrique

est transitive est transitive est transitive

Du fait de ces 3 propriétés, on dit que la relation ~ est une relation

d’équivalence.

IX.3.b) Cas des suites
Définition (Domination)
Soient (uy) et (v,) deux suites numériques.

Supposons que (v,) ne s’annule pas & partir d’un certain rang.

O (vy) si et

n—-+oo

On dit que (up) est dominée par (vy,), et on note u, =

seulement si :

U
la suite <n> est bornée

Un

Remarque
En particulier :

(up) est bornée
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Proposition 31.

Soient (uy) et (vyn) deuz suites numériques.

Supposons que (vy,) ne s’annule pas & partir d’un certain rang.

)| up= o (vp) = up= 0 (vy)
n—+oo n—+0o
2) | Uy ~ vy = up,= 0O (vy)
n—-+4o0o n—-+oo

3) En particulier : <un

Un

> admet une limite finie = u, =

O (vn)

n—-+oo

Démonstration.

Immeédiat car toute suite convergente est bornée.

Proposition 32 (Régles de calcul).

Soient (uy), (vyn), (wy) et (t,) des suites numériques.

On supposera, lorsque nécessaire, que ces suites ne s’annulent pas a partir

d’un certain rang.

1) Réflexivité ;| u, = O (up)
”””” n—-+4o0o
2) Transitivité
Up = O+ (vp)
vp,= O (wy) " n—>+oo( n)
n—-+o0o
3) Linéarité :
up = O (up)
n—-+oo 2
= VA, eK Aup+pv, = O (wy)
Up = O (wn) n—-+o0o
n—-+oo

4) Up =

n——+oo

O (v,) =

Up Wn =

O (vywy)

n——+oo

5) Compatibilité avec le produit :

Up = O+ (vn)
e = u,Xwp,= 0O (v, xt
Wy = O (tn) " n%+oo( " n)
n—-+oo
6)| up= 0O (v,) = VYOER" u,= O (vp)
n—-+oo n—-+oo
Remarque

Les relations de comparaison asymptotiques vérifient les propriétés suivantes.

La relation o

n—+oo

La relation O

n——+oo

La relation ~

n—+oo

N’est PAS réflexive

est réflexive

est réflexive

N’est PAS symétrique

N’est PAS symétrique

est symétrique

est transitive

est transitive

est transitive

Du fait de ces 3 propriétés, on dit que la relation ~

d’équivalence.

est une relation

r—ra
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