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. y . I1.2. Inégalité des accroissements finis et suites récurrentes
Analyse asymptotique - Méthodologie 5

Structure de ce type d’exercices

cqrs . Soit f: I — R avec I intervalle.

I. Rappels de calcul différentiel d el
C s . Lo ) 0

On considére la suite (u,) définie par : { Wn €N, tnsr = f(un)

I.1. Dérivabilité sur un intervalle
. el ) Supposons que f est dérivable sur 1.
I.1.a) Dérivabilité d’un quotient o
Supposons qu’il existe M > 0 tel que : Vu € I, |f'(u)] < M.

Exercice 1 . arctan(z) . . Supposons que I est stable par f (i.e. f(I) C I).
Démontrer que la fonction f: z — Tt suivante est dérivable sur R. Supposons que f admet un point fixe £ € I (i.e. f(£) = £).
Démonstration. 3 1) VneN, | u, €1

: (par récurrence)

e f1: x> arctan(z) qui est dérivable sur R, 2) VneN, | [uns—€ < M |up — |

o forx—14e® qui:
x est dérivable sur R,
« NE S’ANNULE PAS sur R. ) VneN, | |u,—t < M |ug—{

0 (par récurrence)

La fonction f est dérivable sur R car elle est le quotient f = f— de :

(par inégalité des accroissements finis)

4) Si on sait de plus que 0 < M < 1, alors (uy,) est convergente, de limite £.
I.1.b) Dérivabilité d’une composée (par théoréme d’encadrement)

Exercice 2
Démontrer que la fonction f : # — In (sin(z)) suivante est dérivable sur
10, 7].

Démonstration.
La fonction f est dérivable sur |0, 7| car elle est la composée f = fao fi de:
o f1:x > sin(z) qui est :
x deérivable sur ]0, [,
x telle que : f1(]0,7[) C RY.
e fo:rx = In(x) qui est dérivable sur R, O
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Exercice 3 1 2. En déduire par récurrence que : Vn € N, u, € I.

On considére la fonction f: 2z — 4 — — In(x). ) ‘
4 Démonstration.

On définit alors la suite (u,) par : { up =3 Démontrons maintenant par récurrence que : Vn € N, Z(n)
vn €N, upi1 = f(un) o P(n) :uy € [3,4].

On rappelle les valeurs approchées suivantes : In(2) ~ 0.69 et In(3) ~ 1.1. 1) Tnitialisation -

1. Démontrer que lintervalle I = [3,4] est stable par f. up =3 € [3,4].
Démonstration. AI?SI" ‘@(0) es‘t vérifice.
Soit z € [3,4]. 2) Hérédité : soit n € N.
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1).
On a 3 < < 4 Par définition, u,r1 = f(un).
alors = . = Or, par hypothése de récurrence, u, € [3,4].
L’intervalle [3, 4] étant stable par f, on en déduit que f(uy) € [3,4].
(par croissance D’ou up41 € [3,4] et done P(n + 1) est vérifiée.
< <
done In(3) < Inz) < () de la fonction In)
Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, u,, € [3,4]. .
—1 —1 —1
8. Démontrer que : Vo € I, |f'(z)| < 3
o 1 1 In(2
allnsl 4 - 1 In(3) > f(z) > 4- 1 In(4) = 4- é ) Démonstration.
« La fonction f est C* sur R™ car In Dest.
In(2) n2) _ 7 )
o Comme In(2) <1, — 5 > —= et donc4—T>§>3. e Soit z € RT*. .
In(3 1 n(3) _ 15 fll@) = ——
.Commeln(?,)}l,—n(><—7etdonc4— n()<—<4 dx
4 1 4 S TR TR

Ainsi, |f'(z)] = |-—
On en déduit que f(x) € [3,4]. O 4x
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« Soit x € [3,4].

On a alors 3 < z < 4

donc 12 < 42 < 16
1 1 1 (par croissance de la fonction
et - =z T = :
12 4z 16 inverse sur R**)
Pour tout z € [3,4], on a : |f'(z)| = L < i
’ 4x 12

4. On admet qu'’il existe un unique r € I tel que f(r) =r.

Démontrer que : Yn € N, |upiq — 7] < |y — 7.

12
Démonstration.
Soit n € N. D’apreés les questions précédentes :

x f est dérivable sur [3,4],
x Vo € [374]a |f/(33‘)‘ < 12°
On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis que :

V(e y) € BAR, 1f) ~ F@)] < 5 Iyl

Soit n € N. En appliquant cette inégalité &y = u,, € [3,4] et x = r € [3,4],

on obtient :
4

£ () = £)] < g =71

Or r est tel que : f(r) =r (r est un point fixe de f) et f(up) = Up+1-

1

On en conclut : |upy; — 7| < 3

|ty — 7).

1 n
5. Déduire de ce qui précede : Vn € N, |u, —r| < < ) :

12

Démonstration.

« Démontrons par récurrence que : Vn € N, & (n)

1 n
) : — < | =) .
ou Z(n): |up —r| <12>

1)

2)

Initialisation :

lup — 7| < 1 car ugy et r sont des éléments de [3,4], intervalle de

largeur 1.

Ainsi, Z2(0) est vérifiée.

Hérédité :

Soit n € N. Supposons &(n) et démontrons & (n + 1)

. 1 n+1
(i.e. |upy1 — 71| < < > ).

12
D’apres le résultat précédent : |upy1 — 7| < T |t — 7.
1 n
Or, par hypothese de récurrence : |u, — 7| < (12> .

En combinant ces deux résultats, on obtient :

1 1 /1\" 1\"*!
I — < - - — I
LT (12) <12>

Ainsi, Z(n + 1) est vérifiée.

|unt1 — 1| <

1 n
Par principe de récurrence : Vn € N, |u, —r| < (12) )
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II. Calculs de DL

I1.1. Remarque préliminaire

Remarque

On demandera souvent de déterminer le DL d’une fonction & un certain
ordre. Une des difficultés majeures est de prévoir les ordres auxquels il faut
développer chaque élément de ’expression dont on veut un DL :

si on effectue de DL trop poussés, on obtiendra un DL final & un ordre supé-
rieur & celui attendu. On toujours effectuer une troncature, mais beaucoup
de calculs (souvent fastidieux) auront été faits pour rien,

X

si on ne pousse pas assez loin les DL intermédiaires, on n’obtiendra pas la
précision souhaitée, et il faut recommencer tous les calculs.

Définition
Soit f : I — R. Soit ¢ € I.

Soit n € N.
Supposons que f admette le DL, (xg) suivant :

f@) = ap+ai(z—m0)+ - +an(@—z0)"+ o ((z—z0)")

T—rT(Q

On note p le plus petit entier tel que : a, # 0 (sl existe).
On appelle forme normalisée du DL, (z¢) de f l'écriture :

Exemple
Si l'on souhaite obtenir un DL4(0) de 2 + (cos(z) — 1) In(1 + z), on re-
marque :

1
cos(xr) —1 = —= 22+ o (z?)
2 x—0
In(l+x) = x+ o (x)
z—0
Ainsi :
x la partie principale du DLy(0) de x +— cos(xz) — 1 est d’ordre 2 (il s’agit
1
de : ) z?),

x la partie principale du DL (0) de z — In(1+z) est d’ordre 1 (il s’agit de :
),

La partie principale du DL de  + (cos(z) — 1) In(1 + z) est donc d’ordre

3. Pour en obtenir un DL & U'ordre 4 = 3 + 1, il suffit alors de pousser le DL

de x +— cos(x) —1 a lordre 24+ 1 = 3 et celui de  — In(1 + z) a 'ordre

14+1=2.

(cos(z) —1) In(1+z) = (—; z? + xﬂo(x3)> (a: - % a? + Igo(w2)>
o R R

f(z) Pt o ((w—@0)"P)

z—x(

(2= w0)" (ap + aps1 (@ = x0) + -+ + an (x — o)

)

On appelle a, (x — z9)P la partie principale du DL, (x) de f.

Remarque
On peut également écrire la forme normalisée du DL, (x¢) de f de la maniére
suivante :

flmo+h) = hP (ap+aps1h+---+a, A" P+ o (A"7P))

h—0
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I1.2. Produit

Exemple
Déterminons un DL3(0) de z — e” sin(x).

« On connait tout d’abord les DL(0) suivants :

3 2

: _ . ‘Ti 3 xr l; 2
sin(z) = x i —i—xgo(x ) et e = 14+z+ 5 —i—xgo(a: )
o On en déduit :
e” sin(z)
2’ 2 ’ 3
(e ) (o2 s o)
3
+ 22
3
x
T 3
23
= z+2+ -+ o (2%
3 x—0

On a ainsi obtenu un DL3() comme produit d’un DL3() et dun DLa().
Comme détaillé en Section II.1.ce phénoméne apparait dés que l'ordre de

I'une des parties principales est non nul.

Avant de calculer le DL d’un produit, on prendra donc soin de calculer les

ordres auxquels il faudra effectuer le DL de chaque terme.

11.3. Inverse et quotient

A On retiendra qu’on n’effectue jamais de DL d’un inverse ou d’un
quotient & proprement parler. On se raméne systématiquement
au DL d’une composée ou d’un produit.

Exercice 4

Déterminer un DL4(0) de z — .
cos(z)

Démonstration.
« On connait tout d’abord le DL4(0) de cos.

2 4 2 4
¥ 4 _ ¥ T 4
cos(z) = 1 5 + 1 —i—mgo(:c ) =1 5 + o —i—m_}o(x )
Ainsi
1 1 B 1
cos(z) 22 4 - RV

o On reconnait une expression de la forme :

1
= l+ut+u®+ud +u*+ o (u)
1 — U u—0
2 4
LT 4
viy T TN 30
2 2t
On peut donc appliquer le DL précédent a u(x) = 7 T 51 + o (z%).
x—0
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o Commencons par simplifier les expressions apparaissant dans le DL. Exercice 5
) ) Déterminer un DL5(0) de tan.
@) = (- o) = (% = Ty o
(u(e - 5 “or .o =\32) " wgo(x =3t Démonstration.
i 1
2 g 3 o Tout d’abord : Vx € | — 7, 5], tan(x) = sin(z) = sin(x) X
(u(:n))3 _ ( T, (1:4)) — o (@Y cos(z) cos(x)
2 24 a0 2—0 e On sait :
4 2?2zt A A ) > 2P 5 a2 5
(u() (2 RETREA >) = .2 sin(e) = @ -G+ Lo, = e -t gt Lo )
o On en déduit : De plus, d’aprés 'exercice précédent :
1 1 1 ZL‘2 5
- AT R 4
cos(z) 1_ 3572 _ =’i4 + o (a4 cos(x) + 2 + 24 * +w9>0($ )
2 24 z—0
e On en déduit :
_ 1 1
1 —u(x) tan(z) = sin(z) X cos ()
= 1+u(z) + (u(@)” + (@)’ + (ul@))" o (&%) 5 s >
€—0 _ x_£+i+ (335) 1—|—$—+3x4—|—0($4)
— 1 6 120 z—0 2 24 z—0
72 24 3
+ 5 T = x + — -+ i z®
2 24
4
+ T4 o @Y _r 2
4 20 6 12
14205 o @ x5
= —+—x o (x K 5

3 15 z—0
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ITI. DL et propriétés locales

ITI.1. Position relative d’une courbe et de sa tangente

METHODO

Position relative d’une courbe et sa tangente

Pour déterminer la position d’une courbe par rapport & sa tangente en un
point xg, il suffit de calculer la partie principale de :

f(x) = (f(zo) + f'(x0) (x — x0))

Supposons qu’il existe aw # 0 et p € [2, +o0[ tels que :

fx) = flxo) + f'(zo) (x — x0) + a(x —20)? + o ((x—x0)?)

=T

Alors :
f(@) = (fzo) + f'(w0) (x — w0)) ~ alx—z)?

(L‘HIO
Deux cas se présentent.

o si p est pair, deux nouveaux cas se présentent :

x si a > 0, alors la courbe représentative de f est située au-dessus de sa
tangente au voisinage de xg.

x si a < 0, alors la courbe représentative de f est située au-dessus de sa
tangente au voisinage de xg.

« si p impair, la courbe représentative de f traverse sa tangente en xg. Cette

courbe admet un point d’inflexion en x.

Exercice 6
On note f la fonction définie par :

-1
e Ol Gaso
0 siz =0

1. Démontrer que f est dérivable sur R.

Démonstration.
o La fonction f est dérivable sur R*, car elle est le quotient f = jjl de :
2
x f1 1@~ cos(z) — 1 qui est dérivable sur R*,
x forx— x qui:
- est dérivable sur R*,
- NE S’ANNULE PAS sur R*.
o Soit x € R*.
() = LD =10 _ =20 cosw) 1
T €T = = =
0 xz—0 x z?
Or:
cos() 1-— o .9, )
Ainsi :
2 ) 22
cos(a) =1 =~ 0 (@) ~ -
On en déduit :
2,2'
_cos(z) —1 -5 1
To(f)(fr) = 22 T:O Z 9
1

D’ou : }gr(l) (f)(x) = ~5

Comme 7¢(f) admet une limite finie en 0, on en déduit que f est déri-

vable en 0 (et : f/(0) = —%)
Finalement, la fonction f est dérivable sur R. O
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2. Déterminer la position de la courbe représentative de f par rapport a sa
tangente en 0.

Démonstration.

e On détermine un développement limité d’ordre 2 de f en 0.
On remarque d’abord :

2 4
— r_ . r 4

cos(x) 1 51 + 1 —f—zgo(x )
Ainsi : ) .

cos(z) —1 = —% + % + o zt)

o On obtient alors :
~cos(z)-1 oz ot 3
f(z) = - §+ﬂ+m30(95>
On en déduit :
1 3 5
f@) = (~57) = 5.0
. . 1
On retrouve que la droite d’équation y = 57 est la tangente & la
courbe représentative de f en 0.
e De plus :
1 3
f@) = <‘2 ) S0 2
Or :
3

x Vx € R*, 21 < 0.

Ainsi, au voisinage a gauche de 0, la courbe représentative de f est
située en dessous de sa tangente.

3
« Vo €RY, 72> 0.

Ainsi, au voisinage & droite de 0, la courbe représentative de f est
située au-dessus de sa tangente. -

II1.2. Asymptotes

Remarque
o La droite D est asymptote & Cy si la distance entre les courbes Cy et D
tend vers 0 en xg.

o Cela revient a dire que f admet un développement asymptotique en xg
de la forme :

flz) =

Ce développement asymptotique peut éventuellement s’obtenir grace a des
développements limités.

ar+ B+ o (1)

T—x()

Exercice 7
On note f la fonction définie par :

R* — R
1
x = (r+1)exp|—
x
Déterminer une asymptote & la courbe représentative de f en —oo.

Démonstration.
o Tout d’abord :

f@) = @rnew(])
= (z+1) <1+x+z_)o_oo<i>> (car EijOO)
(5)
= z+2+—-+4+ o —
T aooo \ X
e On en déduit : f(x) — (x +2) = . + o (i) Ainsi
@) -+~ = 0
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On en conclut que la droite d’équation y = x + 2 est asymptote & la courbe
représentative de f au voisinage de —oo.

METHODO

O

Position relative d’une courbe et son asymptote

Pour connaitre la position relative d'une courbe Cy et d'une droite D, il suffit

d’étudier le signe de la fonction :

d:zw f(z)— (ax+ )

L’utilisation de développements limités peut étre utile pour prolonger le déve-
loppement asymptotique et en déduire la position relative de Cy par rapport

a D au voisinage de xg.

Exercice 8

Démontrer que la fonction f suivante admet une asymptote oblique en 400
et déterminer la position relative du graphe de f et de cette asymptote.

Démonstration.
o Tout d’abord :

1
22 sin (>
T

f(z)

f+ R - R

2 . <1>
xT = 7 s | —
T

()’

1 1\?* 1
2 L L L
x (m 5l —i—l_}(ioo((%) )) (car : xm%—ﬁrm 0)

1 1
e Onen déduit : f(z) —xa=——4+ o () Ainsi :
6 2ot \
(@) L
r r z— 400 61‘ T——+00

On en déduit que la droite D d’équation y = x est asymptote a la courbe

représentative de f, notée Cy, au voisinage de +oo.

e De plus :
1
flz)—2z ~ —— <0

z——+o00 6:L‘

On en déduit que la courbe Cy se situe au-dessus de son asymptote oblique

D au voisinage de +o00.

O]
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I'V. Exercice récapitulatif

Exercice 9
On considére la fonction f définie par :

f: R - R

N sin(z) e
x

1. Déterminer le développement limité de f & ’ordre 2 en 0.

Démonstration.
o Tout d’abord :

sin(z) " = <:c—mzj)+ 0 (m3)) <1+:c+x2+ 0 (:1:2)>

3! 0 2! z—0
= z + 2 + 23
2
3
x 3
2 a’ 3
= z+ux +§+wgo(x)
« On obtient :
x2 9
flz) = 1—1—1:—1—?4- oo(ac)

2. Démontrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 en une fonction

g & préciser.

Démonstration.

o D’aprés la question précédente, la fonction f admet un développement
limité a 'ordre 2, et donc a ’ordre 0, en 0.
Elle est donc prolongeable par continuité en 0 par le coefficient d’ordre
0 de son développement limité : 1.

« Son prolongement par continuité, noté g, est :

g : R - R

3 xT
sin(z) e Sz A0
r

1 siz=0

. Justifier que g est dérivable en 0.

Démonstration.

D’aprés la question 1, 1a fonction f admet un développement limité d’ordre
2, et donc d’ordre 1, en 0.

Ainsi, la fonction g admet un développement limité d’ordre 1 en 0. Elle
est donc dérivable en 0 et : ¢’(0) = 1 (le coefficient d’ordre 1 du dévelop-
pement limité). O

. Démontrer que g est de classe C' sur R.

Démonstration.

o La fonction g est de classe C! sur R*, car elle est le quotient g = 9N de :
92

x g1 : x> sin(z)e® qui est dérivable sur R*,
X go:x—xqul:

- est dérivable sur R*,

- NE S’ANNULE PAS sur R*.

10
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o Soit x € R*. « Finalement, la fonction g est :
1
, (cos(z) e” + sin(z) ¥) x z — sin(z) e* x 1 x de classe C sur R,
g(z) = 22 x continue sur R d’aprés 2,

« telle que ¢' admet une limite finie en 0 (d’aprés ce qui précede).

e (m (cos(z) +sin(z)) — sin(x)) Par théoréme de la limite de la dérivée, on en déduit que la fonction g
est de classe C! sur R.

22
: . 0
z (cos(z) + sin(z)) — sin(z)
~ 1
@0 z? 5.O0nposeh:z—xf () Que peut-on déduire & propos de la fonction
x
De plus : h a partir du développement limité d’ordre 2 en 0 de f7
cos(x) +sin(z) = 1+x+ o (z)

20 Démonstration.
Ainsi : e On sait : — —— 0. Ainsi, d’aprés la question 1 :
€Xr Tr—+00

eyt = (s () () <t ()

= r +
— + o (%) Ainsi, on obtient le développement asymptotique de la fonction h en
e 400 suivant :
1 1
= 2+ 00(352) h(z) = z4+14+-—+4 o <>
e 3x st \ T
On en déduit : z (cos(z) + sin(z)) —sin(z) ~ z*. Ainsi : o En raisonnant de méme en —oo, on obtient le développement asympto-
w0 tique de h suivant :
, z (cos(z) + sin(z)) — sin(z) x2 ) 1 1
g@) ~ p o E T M) = o1t 4 o <m)

PR / _
Dou.ilg%)g(m)—l. B

11
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6. En déduire I'équation d’une asymptote au graphe de h et préciser la po-
sition relative du graphe de h par rapport & son asymptote.

Démonstration.

« Au voisinage de +o00 :

1 1
x D’aprés la question précédente : h(z) — (z+1) = —+ o ()
3z a4 \ T
D’ou :

W)= (z+1) ~ — — 0

r—+o00 % Tr—r 400
On en déduit que la droite D d’équation y = = + 1 est asymptote a
la courbe représentative de h, notée Cj, au voisinage de 4o00.
x De plus :

ha)—(@+1) ~ — >0

ztoo 3O

On en déduit que la courbe Cj, est située au-dessus de son asymptote
D au voisinage de 4oc0.

o Au voisinage de —oo :

x FEn raisonnant comme en 400, on obtient que la droite D est asymp-
tote & Cp, en —oo0.
x De plus :

hz)—(z+1) ~ SL <0

T ——00 €T
On en déduit que la courbe Cj, est située en dessous de son asymptote
D au voisinage de —oo.
O

12
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