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Le point (7i) peut étre démontré en deux temps :

Espaces vectoriels - Méthodologie (iii) stabilité de F par la loi +
et (iv) stabilité de F' par la loi -

» , .
I. Démontrer qu’un ensemble est un espace vectoriel (iii) Démontrons que F est stable par la loi +.

e e . : 2
I.1. Caractérisation des sous-espaces vectoriels Soit (u,v) € F*.
I1 s’agit de démontrer : u+wv € F.

Tout d’abord : ut+v=...
(on réalise la somme des vecteurs u et v a l'aide de la loi +

Pour démontrer qu'un ensemble F' est un K-espace vectoriel, on peut dé-
montrer que F' est un sous-espace vectoriel d’'un K-espace vectorier £ de

référence. .
définie sur E)
Démontrons que I’ est un sous-espace vectoriel de FE. Or : ...(on vérifie que u + v vérifie la propriété définissant
(i) FCE F)

Et ainsiu+wv € F.
(i) F # <. En effet, Op € F car ...

(si ce n'est pas le cas, F' n’est pas un sev de E'!) (iv) Démontrons que F est stable par la loi -

(iit) Démontrons que I’ est stable par combinaisons Soit A€ Ket soituc F.

linéaires. I1 s’agit de démontrer : A-u € F.

Soit (\, p) € K2. Tout d’abord : A-u=...

Soit (u,v) € F2. Or : ...(on vérifie que X - u vérifie la propriété définissant
I1 s’agit de démontrer : A-u—+p-veF. F)

Et ainsi A-u € F.

Tout d’abord : A-u+p-v=...
(on réalise la somme des vecteurs X -u et - v & Uaide de la

loi + définie sur E) Remarque o .
0 Dans la rédaction, il est (trés) souvent utile de rappeler que u et v sont des
T ...

éléments de E qui vérifient la propriété d’appartenance a F :
(on vérifie que \-u+ p-v vérifie la propriété définissant F') q prop PP

Et ainsi A-u+pu-veF. o Comme u € F', u g’écrit ... et vérifie ...
(Uappartenance de u a E lui confére une écriture particuliére
Uappartenance de u & F fait que u vérifie les propriétés
définissant I')

e Comme v € F', v s’écrit ... et vérifie ...
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Exemple
X
1) L’ensemble F = { (y) € M31(R) | z+y+2z = 0} est un espace vectoriel.
z
2) L'ensemble F' = {(u,) € RY | ¥n € N, w19 = upi1 +2u,} est un espace
vectoriel.
Démonstration.

1) Démontrons que F' est un sous-espace vectoriel de .31 (R).
(i) F C #53,1(R) par définition de F.
0

(i) F'# . Eneffet : 0,4, (r) € F, car 04, ,(r) = (0) et 0+0+0=0.
0

(iit) Démontrons que F est stable par combinaisons linéaires.
Soit (/\1,)\2) S R2. Soit (ul,ug) € F2.

Démontrons : w = A1 -ug + Ao - ug € F.

T
Comme u; € F, alors il existe (21,1, 21) € R? tel que : u; = (y1>
zZ1
et 11 +y1+ 21 =0.
De méme, comme uy € F, il existe (z2,%2,22) € R> tel que :

T
ug = [y2 | et : o +y2 + 20 = 0.

22

On remarque : - s Azt 4 Aoy s
Avrurt+Azrug = Ac |y [FA2 g2 | = (Mt | = [ ws
2 ) A1z1 + A2z 23

On obtient :
(M@1 + Aow2) + (Mg + A2y) + (A1z1 + Aoz2)
= M (z14+y1+21)+ A (22 +y2 + 22)
=0 (car (ui,uz) € F?)
Donc A\ - u; + Ao - ug € F.

2) Démontrons que F' = {(u,) € RN | Vn € N, uy12 = i1 + 2uy} est un
sous-espace vectoriel de RY.

(i) F C RN par définition.
(ii) F # @. En effet, la suite constante nulle est élément de F'.

(ii1) Démontrons que F est stable par combinaisons linéaires.

Soit (A, ) € R2. Soit (u,v) € F2.

o Comme u € F, u est une suite (u,) qui verifie :
Vn €N, Upto = Upt1 + 2up.
En particulier, pour tout n € N : X upq9 = A U1 + 2A up.

o Comme v € F, v est une suite (v,) qui vérifie :
Vn € N, vpto = Upy1 + 20n.
En particulier, pour tout n € N : p vpq40 = pt Ung1 + 24 vy,

Considérons maintenant w = (w,,) définie par w = X -u+ p - v.
La suite w est par définition la suite de terme général :

Wp = A\ Uy + b Up
D’apres ce qui précéde, pour tout n € N :

Wpt2 = A Upt2 + [ Unt2
= (Nupt1+2X up) + (1 g1 + 20 vy)
= ()\ un+1+,uvn+1)+2 ()\ Un+,uvn)

= Wp41 + Wy O

Et ainsiw=A-z+p-vekF.
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I.2. Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,

On note : B = (eq,..

., €n) une base de E. Pour démontrer qu’un ensemble

Exemple
Déterminer une base et la dimension de I’espace vectoriel suivant :

F = {PeKyX] | P(X +1) = P(X)}

F est un K-espace vectoriel, on peut démontrer que F' est un sous-espace Degmonstration.
vectoriel engendré par une partie.

Soit u e F.

n
Alors il existe (A1,...,An) €K™ tel que : u= > M- eg-
k=1

uelF &
(trés souvent résolution de systéme linéaire)
< (conditions sur les Ag)
On obtient :
n
F = { > Mg -er | conditions sur les A }
k=1

= Vect (v1,...,vp)

On en déduit que F' est un K-espace vectoriel.

Dans la suite, on note (Py, P1, P») est la base canonique de Ko[X].
Soit P € Ky[X]. Alors il existe (ag, a1, a2) € K3 tel que :

P=ay-Phy+a1-Pr+a P

PeF
= P(X +1)=P(X)
= ap- Po(X +1)+a1- PL(X +1)+ay- Po(X +1)
= CLO~P0(X)+(11-Pl(X)+a2'P2(X)
= ag+ar (X +1)+as (X +1)? =gg+ a1 X + az X2
<— ar X + a1+ 0 XZ+2a2 X +ap = ar X + goX?
< (a1+a2)-P0+2a2-P1:0K[X]
= a + az =0 (car la famille (Py, P1) est libre)
2&2 =0
Ly 2L — Lo 2a; -0
{ 2a0 = 0
On obtient :
F = {ao'P0+CL1'P1+CL2'P2|a1:06ta220}

= {ao'Po | CLQEK}
= Vect ()
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I.3. Démontrer qu’un ensemble N’EST PAS un espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel.

Pour montrer qu’un ensemble F' n’est pas un espace vectoriel, on pourra,

dans cet ordre :

1) vérifier : Op ¢ F.
Si 0 € F, on essaie de vérifier le point suivant.

2) exhiber un vecteur u € F tel que : —u ¢ F.

Si on ne parvient pas & trouver un tel vecteur u, on essaie de démontrer

le point suivant.

3) exhiber un couple de vecteurs (u,v) € F? tel que : u+v ¢ F.

Exemple

1) L’ensemble D des suites a valeurs dans K divergentes n’est pas un K-espace

vectoriel. En effet : Ogn ¢ D.

2) L’ensemble P des fonctions réelles & valeurs réelles positives n’est pas un

R-espace vectoriel. En effet, en notant :
f: R - R
r — 1

Alors : f € P, mais —f ¢ P.

3) L’ensemble T3(K) des matrices carrées d’ordre 2 triangulaires n’est pas

un K-espace vectoriel. En effet, en notant :
11 0 0
4= (0 1) et B = (1 0

Alors : (A, B) € (T2(K))?, mais A+ B ¢ T(K).

)

II. Familles libres, familles génératrices, bases

I1.1. Familles libres

Pour démontrer qu’une famille (eq,...,e,) est libre, on suit la définition
pour obtenir la rédaction suivante.

Soit (A1,...,A\m) € K™.
Supposons :

Arrer+- o+ Apem = Op (*)

Alors ... (raisonnement par implication qui peut faire
intervenir une résolution de systéme (par équivalence)) . ..
Ainsi : My =---= X\, =0.

La famille (ey,...,ey) est donc libre.

Exemple

1) Démontrer que la famille F suivante est libre (dans R?) :
F = ((-1,0,1), (1,-1,1), (0,1,2))
2) Démontrer que la famille suivante est libre (dans Ro[X]) :
F=(XX-1),X(X-2),(X-1)(X-2)

3) On considére les fonctions fi : © +— exp(x), fo : x — x, f3: x — cos(x).
Démontrer que la famille (f1, fa, f3) est libre (dans F(R,R).

Démonstration.
1) Soit (A1, A2, A3) € K3. Supposons :

AL (L0, 1) + A2 (1, -1,1) + A3+ (0,1,2) = Ogs (%)
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Or: (*) <~ (—)\1 4+ Ay, =do+ A3, M+ A+ 23 = (0, 0, 0)
A La formulation :
A1+ A =0

<~ — Ay + A3 = 0 2 =2»
M+ X+ 2X3 = 0
N’a AUCUN sens. En effet, X est un polynéme de degré 1 alors

M+ N = 0 que 2 est un polynome de degré 0. L’égalité X = 2 n’a donc
e ot C 4 A = 0 AUCUN sens.
2X + 2X3 = 0 .
« 2°™¢ méthode (basée sur les coordonnées des polynoémes) :
Ly Ly+2Ls —AL A =0 Or :
< — Ay + A3 = 0 (*)
4x3 = 0

<~ )\1(X2—X)+A2(X2—2X)+)\3(X2—3X+2):ORQ[X]

A {A1:A2:A3:0 < (/\1+)\2+)‘3)X2+(_/\1_2/\2_3>\3)X+2>\3:0R2[X}

(par remontées successives) M 4+ M o4+ X o= 0

La famille F est donc libre. — A — 2X — 3X3 = 0

2) Soit (A1, A2, A3) € K3. Supposons : 2X3 = 0
)\1X(X—1)+)\2X(X—2)+A3(X—l)(X—2) = ORQ[X] (*) Lo Int Ly A1+ A+ A3 = 0
. <~ — X — 2X3 =0
o 1°¢ méthode (passage aux fonctions polynomiales) : 203 = 0

A {/\1 =Xy = )\3 =0
(*) (par remontées successives)

= VzeR, Ma(@—-1)+Mr@-2)+A(@—-1)(z—-2) =0 La famille F est donc libre.

En évaluant 1’égalité précédente :

x en x =0 € R, on obtient 2 A3 = 0 donc A3 = 0.
x en x =1 € R, on obtient —A\y = 0 donc Ay = 0.
x en z =2 € R, on obtient 2 = 0.
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Remarque
On retiendra que pour démontrer qu'une famille de polynémes (de
Ry[X]) est libre, on peut soit :

x exprimer I’égalité polynomiale sous forme d’une égalité enre fonctions
polynomiales. L’évaluation de cette égalité en des valeurs pertinem-
ment choisie permet alors d’obtenir des informations sur les valeurs
des coefficients A1, Ao et Ag.

x exprimer la combinaison linéaire de polyndémes sur la base canonique
de Ry[X], en déduire un systéme linéaire vérifié par les coefficients
A1, A2, Az et en déduire la nullité de ces coefficients.

Ces deux méthodes ont un intérét. Le choix de I'une ou 'autre dépend
du contexte. Les polynomes de la famille étudiée sont factorisés en un
produit o les racines apparaissent naturellement. Dans ce cas, il est
probable qu'une stratégie par évaluation puisse aboutir a des simplifi-
cations intéressantes.

8) Soit (A1, A2, A3) € K3. Supposons :

AMc-fitde fot Az fs = Ormp) (*)

(*) & Vo € R, )\1f1(.%’)+)\2f2($)+)\3f3<$) =0
& Ve eR, Mje?+ X oz + A3 cos(z) = 0

Soit z € R. Alors :

Are” + dox + A3 cos(x) = € ()\1 + Ao x + A3 cos(z) )
er e’
Démontrons A1 = 0. On procéde par ’absurde.

On suppose \; # 0. Supposons par exemple A; > 0 (le cas A\; < 0 se
traite de maniére similaire). Alors :

. X . ,
x lim — =0 par croissances comparées.
r—+oo et

- lim cos(x)
T—+00 e’

= 0 (car la fonction cos est bornée et e — 0).
T—+00

On en conclut :

lim ()\1 + Ao e% + A3 COS(ZL') ) = A\

T—400 et

Alex —
r—r—+00

Ainsi : e* </\1 + Ao e% + A3 c0s(2) ) ~ +o00.

et T— 400

Or: Aie*+ Xz + A3 cos(z) =0 — 0. Absurde!

T—r+00

« Comme A\, = 0, alors, d’aprés (%) :

Vr € R, Aoz + Azcos(z) = 0

En évaluant cette égalité en = 0, on obtient : A3cos(0) = 0, c’est-a-
dire : A3 = 0.

« Enfin, comme \; = A3 = 0, alors, d’aprés (x) :

VreR, gz = 0

et donc Ay = 0 en évaluant en x = 1.

Remarque

e On retrouve dans cette question une méthode par évaluation qui avait

déja été utilisée pour démontrer qu'une famille de polynoémes est libre.
(C’est une méthode habituelle pour démontrer la liberté d’une famille
de fonctions, qu’elles soient polynomiales ou non.

On a aussi utilisé un argument par calcul de limite (en mettant en
facteur le terme dominant). On pourrait aussi, lors de 1’é¢tude d'une
famille de fonctions suffisamment réguliéres, procéder & des dérivations
successives. Globalement, toute méthode liée & 1’étude d’une fonction
peut étre envisagée. La encore, c’est la forme des objets présents qui
doit inciter & tester I'une ou 'autre des ces méthodes. O
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IT1.2. Familles liées

Pour montrer qu'une famille (eq, ..., e;,) est liée, on exhibe une relation de
dépendance linéaire non triviale entre les vecteurs e, ..

Autrement dit, on exhibe (A1,..., Ap) € K™ tel que :
Ay ) £ (0,,0),
X Z )\k e OE.

k=1

. €m.

Exemple
Démontrer que la famille 7 = ((1,1,1), (=1,0,1), (1,2,3)) est lice.

Démonstration.
On remarque :

2-(1,1,1) +1-(=1,0,1) + (1) - (1,2,3) = (0,0,0)

Ainsi, la famille F est liée. O

I1.3. Familles génératrices d’un espace vectoriel

Soit £ un K-espace vectoriel.

Pour montrer qu'une famille G = (el, . ,ep) est une famille génératrice
d’un espace vectoriel F', on démontre que F' est un sous-espace vectoriel
engendré par G comme détaillé en partie [.2.

Exemple
Démontrer que 'ensemble suivant est un espace vectoriel et en déterminer
une famille génératrice.

a b b
F={|b a b]|(ab)cR?
b b a

Démonstration.
Il suffit de remarquer :

F =

Il

3

(@}

&+
~ _
o O =
o = O
= o O
\—/
RS
= = O
_ o =
O ==
\—/

S = O

1 0 0 1
On en déduit que F' est un espace vectoriel et que F = (0 0 10
0 1 1 1

()

Pour démontrer qu’une famille F est une base d’un espace vectoriel F', on
peut opter pour l'une des rédactions suivantes (le choix dépend du contexte).

en est une famille génératrice.

11.4. Bases d’un espace vectoriel

1) Démontrer que F est une famille libre et génératrice de F.

La famille F est :
x génératrice de F,
x libre.

C’est donc une base de F'.

Exemple
0 1 2
Onnote A=|-3 4 3]|.
2 =20
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Montrer que F = {X € #51(K) | AX = 2- X} est un espace vectoriel « On obtient :
et en déterminer une base.

X
Démonstration. F = {(y) € M31(K)|z=2ety=0}
z
o Soit X € .//3’1(K).
T z
Alors il existe (z,y,2) € K3 tel que : X = (y) = {(0> | z € K}
z
z
1 1
XeF = AX =2-X = {z- (0] |2z€K} = Vect | |0
1 1
< (A—Q'Ig)XZOk///&l(]K)

0 1
0) e La famille 7, = (O) est donc :
0 1

x génératrice de F', d’apres ce qui précéde,

x libre, car constituée uniquement d’un vecteur non nul.

|
w
8
+
DO
<
_l_
w
N
I
o

22 — 2y — 2z = 0 C’est donc une base de F'.
Ce n’était pas demandé mais on peut de plus en déduire :

I
o

—

L3+ L3+ Ly
<

<
Il
o

Li<+ Ly — Ly

L2%2L273L1 _ —
PR { 2z + zy/ + 2z =0 dim(F) = Card (F) = 1
y =
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2) Démontrer que F est une famille génératrice de £ de cardinal 3) Démontrer que F est une famille libre de cardinal maximal

minimal (Card(F) = dim(F)) (Card(F) = dim(F))
La famille F est : La famille F est :
x génératrice de F|, x libre,
x telle que : Card(F)=p=dim(F). x telle que : Card(F)=p = dim(F).
C’est donc une base de F'. C’est donc une base de F'.
Exemple Exemple

Montrer que la famille F = ((1, 0,1),(0,1,0), (0,0, 1)) est une base de K3. Montrer que la famille F = ((17 0,0),(1,1,0), (1,1, 1)) est :
« libre. En effet, soit (A1, Ao, A3) € K3.

Démonstration. S _
La famille F = ((1,0,1),(0,1,0), (0,0,1)) est : upposons -
« génératrice de K3. En effet : A1+ (1,0,0) + A2+ (1,1,0) + A3 - (1,1,1) = Ogs ()
Vect ((1,0,1),(0,1,0),(0,0,1)) = Vect((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) Or: (¥) <= (M +Xa+X3 da+2A3 A3=1(0,0,0)
_ k3
= K A+ X 4+ A3 = 0
ol la derniére égalité est obtenue car la famille ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)) — Az is - 8
3 =

est la base canonique de K3.
« telle que : Card(F) = 3 = dim(K3).

< {)\1:)\2:)\3:0
Ainsi, F est une base de K3. O

(par remontées successives)
Donc : Ay = Ag = A3 =0.
Ainsi, la famille F est libre.
« telle que : Card(F) = 3 = dim(K3).
Ainsi, F est une base de K3.
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ITI. Démontrer qu’un espace s’écrit comme somme
de 2 supplémentaires

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.

On souhaite démontrer que E s’écrit sous la forme E = F} @ Fs, ou F} et Fy
sont des sous-espaces vectoriels de E.

On peut utiliser I'une des méthodes suivantes.

1) Pour répondre a la question : « Montrer qu’il existe un supplémentaire

On utilise le théoréme de la base incompléte.

2) Pour répondre a la question : « Montrer que Fj et Fy sont supplémentaires

On peut suivant le contexte :

a) utiliser un raisonnement par analyse-synthese.
Notons que cette méthode peut aussi étre employée :

x si F n’est pas de dimension finie,

x si strictement plus de 2 espaces vectoriels sont supplémentaires

dans FE.
b) utiliser une caractérisation de la supplémentarité a ’aide de la dimen-
sion.
Parmi les caractérisations du cours, on emploie le plus souvent les
suivantes :
dim(FE) = dim(Fy) + dim(F)
FiNFy, = {0 E}
x la concaténation d’'une base %, de F} et %y de Iy est une base
de F.

Notons que cette méthode peut aussi étre utilisée si strictement plus
de 2 espaces vectoriels sont supplémentaires dans FE.

Illustration de ces procédés sur des exemples

1) Soit E un sous-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Soit f une application linéaire de FE dans F, c’est-a-dire :

V(A1 X2) € K2, V(21,22) € E?, f(A1-21+ A2 2) = A1+ f(21) + A2+ f(22)

On note : Ker(f) ={x € E | f(z) =0g}.
1. Démontrer que Ker(f) est un K-espace vectoriel.

2. Démontrer qu’il existe un sous-espace vectoriel G de F tel que : F =
Ker(f) & G.

Démonstration.
1. Démontrons que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
« Ker(f) C E, par définition de Ker(f).
o Ker(f) # @. En effet O € Ker(f), car, comme f est linéaire :
f(0g) = f(0-0g) = 0-f(0p) = Op
« Démontrons que Ker(f) est stable par combinaison linéaire.
Soit ()\1, /\2) < K2. Soit (xl,xg) < (Ker(f))2.
fAr i+ Xe-22) = A« f(z1) + Ao- f(x2) (par linéarité de f)

(car 1 € Ker(f)

= )\ - 0p et x9 € Ker(f))

+ Xo-0pg

= 0p

2. Comme F est de dimension finie et F' est un sous-espace vectoriel de

E, alors F est de dimension finie et : dim(F") < dim(FE).

On note F = (e1,...,e,) une base de de Ker(f). C’est une famille
libre de Ker(f) et donc de E.

On peut donc la compléter en une base & = (e, .
de F.

On note alors G = Vect (ep41,---,€n).

La base # étant une concaténation d'une base de Ker(f) et de G, on
a bien : E = G & Ker(f).

e €pyEptly -y En)

O

10
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2) On note : o Synthése : On pose :
x E=C([0,1],R), .
x Fy T'ensemble des fonctions constantes de E, go 1 T > / f(t) dt et ho:z— f(x / f(t)
0

1
<B={reE| [ foa)

0
Démontrer : £ = I @ F5.

a) La fonction gg est bien constante sur [0, 1]. Autrement dit : gg € F3.

1
b) Lafonction hg est continue sur le segment [0, 1]. L’intégrale / h(t) dt
0

Démonstration. . .
Soit f € E est donc bien définie. De plus :
On procéde par analyse-synthése. 1
« Analyse : Supposons qu’il existe (g, h) € E? tel que : /0 h(t) dt
a) g € F1, 1 1
b) he By, - /0 <f(t) —/0 £ dt) dt
¢) f=g+h
) ) (par linéarité de lintégrale
Comme g € F1, il existe ¢ € R tel que : Vz € [0,1], g(x) = c. 1 1 1
De plus, comme les fonctions f, g et h sont continues sur le segment = /0 f(t) dt —/0 f(t) dt x /0 1dt / f(t) dt est un
1 1 1
[0, 1], alors les intégrales / f(t) dt, / g(t) dt et / h(t) dt sont 50@1@“"6)
0 0 0
bien définies. 1 1
1 1 - / f(t)dt—/ F(1) di x 1
/ f(t)dt = / (g+h)(t) dt (d’aprés ¢)) 0 0
0 0 _
1 1
= /0 g(t) dt —I—/O h(t) dt (par linéarité de l'intégrale) Ainsi : hg € Fy.
) ¢) Enfin, soit x € [0,1].
= / cdt+0 (car h € Fy) L
o golr) + hola W e W -
= c[t] =c
0
Ainsi Dot : f = go + ho.
1 Finalement, toute fonction f de E se décompose de maniére unique
X< grEme= f comme la somme d’une fonction de Fj et une fonction de F5.
1 Autrement dit : F = F1 & F5. O
< bz f(z) = filz) = fz) - ; f(t) dt

11
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3) Soit n € N*. Démontrer : #,(R) = A,(R) & S, (R).

Démonstration.
o La famille F = (E” — Ej=i)1<z'<j<n est une base de A,(R). On en
déduit :
. n-1l n(n—1)
dim (Ap(R)) = Card (4n(R)) = Zl P = =

La famille G obtenue en concaténant les familles G; = (E” +E;
et Go = (Ei;),_,, est une base de Sp(R). On en déduit :

Z) 1<i<j<n

dim (S, (R)) Card (G)

Card (G1) + Card (G2)

_ n(n—1)
- 5 +n
= 2 ((n-1)+2)
_ n(+l)
B 2
Enfin :
dim (A, (R)) + dim (S,(R)) = n(n2— n o n(n2+ 1)

Finalement : dim (.#,(R)) = dim (A,(R)) + dim (S,(R)).

« Soit M € A,(R) N S, (R). Alors :
x '!M =—M car M € A,(R).
x 'M = M car M € S,(R).
On en déduit : M = —M et donc : 2M =0 4, (r).

Finalement : A, (R) N Sp(R) = {04, ®)}-

On a bien : 4, (R) = A,(R) & Sp(R).

Remarque

Notons enfin que 'écriture sous forme d’une somme de supplémentaires
améne naturellement & considérer une base adaptée au probléme (une fa-
mille issue de la concaténation d’une base de Fj et d’une base de Fy). Cette
base peut étre introduite lors de la démonstration de la décomposition sous
forme de somme ou plus tard dans I’exercice.
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