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CH III : Fonctions usuelles

I. Fonction valeur absolue

I.1. Définition

Définition
On appelle fonction valeur absolue, notée | . |, la fonction suivante.
|| R — RT
z siz>=0
r = x| = { .7 0
Remarque T SIT <

e Dans la définition, il est implicite que pour tout truc élément de R, la

quantité |truc| est positive. En effet :

x sl truc > 0, |truc| vaut truc,

x si truc < 0, |[truc| vaut U'opposé de truc, a savoir —truc (> 0).
o On a notamment les calculs suivants :

1) |=5l=5 2) |(z-2?=(x-2)? 3) |- (z-2)=(z-2)?
Exercice 1. (valeur absolue)
Ecrire sans valeur absolue les quantités suivantes.
c. |22—1|—|z?+1]|+|222 —z+1]

a. |22+ — 2|

b. |z + 1]+ |z + 2|

Traitons la question a.

T — 00 -2 1 +o0
Signe de
22 49 + 0 0 +
Valeur de 9 9 9
22 + z — 2| e+ —2 —x*—x+2 0 z*+zx-—2

On retiendra l'intérét de faire un tableau qui est une représentation lisible

de la situation.

1.2. Propriétés

Proposition 1.

1. Vz eR,| |z| >0 2. Vzx eR,| |z|]=]|— x|

3.V eR,)| |z|=0 = =0
4. Ve eRVyeR,| |z|=y] = 2=y 0U z=—y

5 Vx e RVy e R,| |z xy|=|z| x|y|

6. Vx € R,Vy € R*,

(ceci signifie que la fonction | . | est paire)

T

Y

_ lel

~yl

7. Inégalité triangulaire. Pour tout x € R et tout y € R, on a :

|z +yl < fa] + 1yl |z =yl < fa| + ]yl |z =yl < |z =yl

Proposition 2. (Dérivée)

1) La fonction f = | - | est dérivable sur]0,+oo[.| Vax € ]0,+oo[, f'(z) =1

2) La fonction f = | - | est dérivable sur|—00,0[.| Vx € ] —o00,0[, f'(z) = —1

A\

La fonction | - | n’est pas dérivable sur R! Cette fonction n’est
en effet pas dérivable en 0. Cela est visible graphiquement car
la courbe représentative de la fonction |- | admet un point an-
guleux en 0.
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I.3. Représentation graphique Application
Soit a € Ret r > 0.
Yy y = |z .
« Résolution de |z —a| =7
Les éléments = vérifiant cette égalité sont les éléments situés & une distance
r du réel a. Autrement dit, ce sont les éléments t =a —r et x = a +r.
/ r r
| | |
| 4 |
€z a—r a+r
« Résolution de |x —a| < r
I.4. Interprétation 1 - s 12 s :
Les éléments z vérifiant cette égalité sont les éléments situés & une distance
Interprétation inférieure (ou égale) a r du réel a. Autrement dit, ce sont les éléments x
« Pour tout couple (z,y) € R x R, |z — y| est la distance entre les points x de lintervalle [a —r,a +7].
et y (|x —y| = d(z;y)), autrement dit I’écart entre le point x et le point y r r
sur la droite réelle. [ |
[ T ]
|z =y a—r a-+r
| |
é M e Ainsi,ona: | |z|<r & —r<az<r

Ainsi, |z| est la distance entre les points = et 0.
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II. Fonction inverse

Définition
On appelle la fonction inverse la fonction :

1
- : R* — R*
) 1
r = —
T

Dans ce qui suit, on notera f la fonction inverse. On réalise I’étude graphique

de f al’aide de la méthodologie présentée en début de chapitre.
1) 9y =R*.
-1
2) Ve e R*, fl(x) = — < 0.
) Vi e R, fila)=— <0
3) Construction du tableau de variations de f.

x —00 0 +00
Signe _ B
de f'(z)
0 +00
Variation \
de f \
—00 0

4) Les limites sont affichées dans le tableau de variation.

5) L’équation de la tangente au point d’abscisse a (i.e. au point (a, f(a)))
est donnée par la formule :

y = f'(a)(x—a)+ f(a)

On en déduit que :

x la droite y = —z + 2 est la tangente de la fonction au point (1,1).
x la droite y = —x — 2 est la tangente de la fonction au point (—1, —1).

6) Représentation graphique

=

/-/’__—_

yl=1/x

Remarque Parité et représentation graphique . ..

« Par définition, on dira qu’une fonction f est impaire si :

Vo € Dy, f(—x) =

—f(x)
Dans ce cas, on a alors I’équivalence suivante :

<ffx>>6‘5f © (—Eé))”f

Ainsi, si f est une fonction impaire, sa courbe représentative ¢, admet le
point (0,0) comme centre de symétrie.
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o Par définition, on dira qu’une fonction f est paire si :

Vo € 7y, f(—a) = f(a)

Dans ce cas, on a alors ’équivalence suivante :

(s e = ()™

Ainsi, si f est une fonction paire, sa courbe représentative ¢y admet ’axe
des ordonnées comme axe de symétrie.

1 1
« La fonction inverse est impaire puisque : Vo € R, — = ——.
—x x
On en déduit que sa courbe représentative est symétrique par rapport a
l'origine du repére ((0,0)). Ainsi, le tracé de € sur | — oo, 0] se déduit, par
symétrie, du tracé de € sur |0, 400
On réduit ainsi I’étude de cette fonction a I’ensemble |0, 4+o00].

ITI. Fonctions puissances entiéres

ITI.1. Définition

Définition Fonctions puissances (entiéres)

o Soit n € N*. La fonction élévation & la puissance n est définie comme suit.

oo R - R
n—1 multiplications
——
r — 2" = xXTX...Xx

o On peut aussi définir 1’élévation a une puissance entiére négative.

Siz € R* et n € N* la quantité " est définie par : | 27" = —

:L.n

« Par convention, 'opérateur élévation a la puissance 0 est la fonction constante

égaleal:| Yz eR, 2° =1

T11.2. Propriétés

Proposition 3.

1.

2.

Vm € N,Vn € N,Vz € R, ™" = g"z™

Ym € N,Vn € NVz € R, 2" = («™)"

Vn € N,VY(x,y) € R?, (zy)" = 2"y

1 1 n
VneN,Vy eR", y "= — = <)
Yy Yy
T n xn
Vn € N,Vz € R,Vy € R*, (> =—
Y Yy

Proposition 4. (Dérivée)

1.

Pour tout n € Z, on a :

x sin >0, la fonction f: x> x™ est définie et dérivable sur R.

Vz €R, f'(z) = na™!

Vz e R*, ¢'(z) =

nx

n—1

(méme formule, seule l'ensemble de dérivabilité est modifié)

2. Soit u : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I de R, alors la
fonction u™ est dérivable sur un sous-ensemble de I et :

VnezZ, (u") = nu

n—1

x u

— sin € N, cetle régle de dérivation est valable sur toul U'intervalle I
(intervalle sur lequel la fonction u est dérivable).

— si n est un entier strictement négatif, cette régle de dérivation est
valable sur tout ensemble ou la fonction u est non nulle et dérivable.
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Exercice 2
Ensemble de dérivabilité et calcul des dérivées des fonctions suivantes.

a. fraxw (5a? 422+ 7)3 b. g:x+—

312 +5

Etude pour les petites valeurs de n

e Sin = 2:1lafonction z — 22 est paire, strictement décroissante sur R™,
strictement croissante sur RT.

« Sin =3:Ilafonction x — 22 est impaire, strictement croissante sur R.

ITI.3. Représentation graphique
Y Y

AN U
T A

‘npair‘ n<0

n impair

n>0

n impair

IV. Fonction racine carrée

IV.1. Définition
Définition
La fonction f : x + 22 est :
x continue sur [0, 400/,
x strictement croissante sur [0, +00].
D’aprés le théoréme de la bijection on a donc :

1) f est une bijection de I'ensemble [0, +oo[ sur ’ensemble :
£([0. +oo) = [(0). lim_ f(@)[= [0, +oc].

2) f admet une bijection réciproque, continue et strictement croissante sur
[0, 4+o00] : c’est la fonction racine carrée.

Vo

Rt — RT

x = Jx

De par cette définition, on a les propriétés suivantes.

1) | Ve e R, Vy e RT, (y =2 & == /)

2) | VyeRT,

(Vy)? =y

3) | VreRT, (x2) ==

IV.2. Propriété

Proposition 5.

1. | Vz e RY,Vy e RT, oy =z x \/y

3. | VreR, Va2 =|x|
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Proposition 6. (Dérivée)
1. La fonction f : x> \/x est dérivable sur |0, +oo].

Vz € 10, 40|, f'(z) =

2. Soit I un intervalle de R.
Soit u: I — R une fonction :

x dérivable sur I,
x telle que : u(l) C RY.

Exercice 3
Ensemble de dérivabilité et calcul des dérivées des fonctions suivantes.

a. f:x—Va?—2 (x2 4 2)°

b. g:z—

IV.3. Représentation graphique

On obtient la courbe de la fonction |/ par symétrie de la courbe élévation
au carré par rapport a la droite y = x.

Y

A

Parenthése : retour sur la fonction inverse
On peut aussi appliquer le théoréme de la bijection & la fonction f: z +— %

x f est continue sur |0, 4o00],

x f est strictement décroissante sur |0, +00],

D’aprés le théoréme de la bijection, on a donc :

1) f est bijection de I'ensemble ]0, +-o00[ sur ’ensemble :

70,4000 =] lim _ (). L f(z)[ = ]0,+oc].

2) Sa bijection réciproque f~!:]0, 400 — ]0, +-00[, continue et strictement
décroissante n’est rien d’autre qu’elle méme! On a en effet :

Ve e R™, 1/(1/z) ==

Ainsi, ¢y admet la droite y = x comme axe de symétrie et on aurait pu
limiter I’étude de la fonction inverse & 'intervalle |0, +oo].

V. Fonctions logarithme et exponentielle

V.1. Fonction logarithme

V.l.a) Définition

Définition

o La fonction logarithme népérien, notée In (.) est la primitive sur R**
qui s’annule en 1 de la fonction inverse.

o Autrement dit, ¢’est la fonction définie par :

In(1)=0
Vz e RY*, In'(z) =

8
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V.1.b) Propriétés

Proposition 7. (fondamentale)

Vo € R™ Vy € R™, In(zy) = In(z) + In (y)

Démonstration.

Soit y € R**. On considére la fonction ¢ : z + In (yz) — In (z) — In (y).

Elle est définie sur RT* et dérivable sur cet ensemble. Soit z € RT*.

1
d@) =L -2 =0
yr x

Ceci démontre que la fonction ¢ est constante sur |0, 4+00].

Enfin, on a : ¢(1) = Infg) — In(1) — Infy) = In(1) = 0.

On en déduit que : Vo € RT™ ¢(z) = 0, ce qui démontre la propriéteé.

O

A\

« Par exemple, on a :

In((=3) x (=5)) #

non déf.
« Par contre, (—3) x (=5) = 5.

3 %
On a donc : In((=3) x (=5)) = In(3) + In(5)

Il faut faire attention aux ensembles de définitions des propriétés.
In(—-3) + In(-5)
N~—— S~——

non déf.

Proposition 8.

1. | Vx e R™ Vn €N, In(2") =nln ()

2.| Vx e R™, In <1> =—In(x)

T

3. | Ve e R™ ¥y e R™, In (x) =1In(z) — In(y)
)

Exercice 4
Faire I’étude graphique des fonctions :

a. x> In(2?) b. g:x+ 2In(x)

Proposition 9. (Dérivée)

1
1. La fonction In(.) est dérivable sur]0,+oc[. | Vo € RT™, In'(z) = —

8

2. Soit I un intervalle de R.
Soit u: I — R une fonction :

x dérivable sur I,
x telle que : u(l) C RY.

Exercice 5
Ensemble de dérivabilité et calcul des dérivées des fonctions suivantes.

a. [z In(x? —2) b. g:x— In(y/(2?+2)5)

Proposition 10. (Limites)

1. | lim In(zx) =-o00 2. lim In(z) = +o0
z—0t z—+00

Exercice 6

Montrer (dans cet ordre!) les propriétés suivantes.

1) Ve e R™ In(z) <z 3) lim In(z) 0

T—+00 X
2) Vo € Rt In(z) < 27 4) lim  zln(z) =0

z—0t
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Croissances comparées V.2. Logarithme en base b

o En 400, la fonction In(.) admet une croissance beaucoup plus faible que les Définition
fonctions puissances entiéres. En d’autres termes, pour tout entier p € N*

Soit a un réel strictement positif différent de 1.
et g € N*, on a :

o On appelle logarithme en base b 'application, notée log;, définie par :
. (In(z))?
hlf 7{} =0
T—>+00 X
log, : R — R
o On dit aussi qu’en +00, la croissance logarithmique est plus faible que la In(x)
croissance polynomiale. v In(b)

o On peut démontrer, & 'aide de la propriété précédente que :

« Lorsque b = 10, on appelle la fonction log;, le logarithme décimal, et

lim 2? (In(z))? = 0 on le note simplement log.
z—0+t
Remarque
V.l.c) Représentation graphique « Lorsque b = e, on retrouve le logarithme népérien : log, = In
y « Notons que, pour tout b € RY \ {1} :
log,(1) = 0 et logy(b) = 1
y = In(z) .
L Proposition 11.
L—]
— Soit b € R* \ {1}.
x 1. | Vo € R™ Vy € R™ log,(xy) = log, () + log; (v)
/ 2. | Vr € R™ vn eN, log, (") = nlog, ()
| ST
i 3. VreR y logb ; = — logb ($)
4. | Yz e RT™ vy € R™, log, (;j) = log;, (z) — logy, (y)
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Proposition 12. (Dérivée)
Soit b € R* \ {1}.

Croissances comparées

« En +o00, la fonction log,(.) admet une croissance beaucoup plus faible
que les fonctions puissances entiéres. En d’autres termes, pour tout entier
peEN*etqe N ona:

1. La fonction logy(.) est dérivable sur ]0,+ool.

1
+x 1o —
Vr e R 3 lOgb(ﬂ?) - T ln(b) lim (logb('r))p =0
T—+00 x4
2. Soit I un intervalle de R.
o Lo e On dit aussi qu’en +oo, la croissance logarithmique est plus faible que la
Soit u : I — R une fonction : &
croissance polynomiale.
x dérwable sur I, ) 1 L
telle que - u(l) C R e On peut démontrer, & ’aide de la propriété précédente que :
X . +-
!/
/ u lim 2P (logy(z))? =0
(logb Ou) - U ln(b) o0+ ( gb( ))
Proposition 13. (Limites) V.2.a) Représentation graphique
Soit b € R\ {1}. y
1. sib>1:
a) | lim log(z) = —oo b) |  lim log,(x) = +o0 y = log,(z) = In(x)
—
L—]
2. sib<1 =
i = i = _ T | y = logyo(7)
a) xl_l)r[% logy(z) = 400 b) xkr—{loo logy () 00 g

|

L ————
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V.3. Fonction exponentielle

V.3.a) Définition

Définition

La fonction f: z — In(z) est :

x continue sur |0, +o0,

x strictement croissante sur |0, +00].

D’apres le théoréme de la bijection on a donc :

1) f est une bijection de l'ensemble |0, +o0o[ sur ’ensemble :
=]l li =]|- =R
700, +00]) =] lim f(z), lm f(z)] =] - oo, +ocl

2) f admet une bijection réciproque, continue et strictement croissante sur

R : c’est la fonction exponentielle.

De par cette définition, on a les propriétés suivantes.

R — R**
r +— ef

1)

Ve e R™Vy €R, (y=lnz < z=-¢Y)

2)

Vy € R, In(e?) =y

V.3.b) Propriétés

Proposition 14. (fondamentale)

Proposition 15.
1. | Ve R, VneN, ()" ="

1
2.| VR, e = — 3.
ex

Proposition 16. (Limites)

1. lim e*=0 2. lim €¥ =+
T——00 r—r+00

Proposition 17. (Dérivée)

1. La fonction exp est dérivable sur R.| Vz € R, (&") = ¢”

2. Soit I un intervalle de R.
Soit u: I — R une fonction :

x dérivable sur I,
x telle que : u(I) C R.

Croissances comparées

3) | Vo e RT* @ =4

Vo e R,Vy € R, e“1Y = ¢* x &Y

Démonstration.

Soitr € RetyeR. On a:

eV =e" xe¥ & In(e”Y) =In(e” xe¥) & z+y=In(e")+In(eY)
——

z\p
lim () = 400
rz—+oo x4

o On peut démontrer, a 'aide de la propriété précédente que :

i Pla—%\q —

— tions élévation & la puissance entiére ne tendent vers l'infini.
z y

« En 400, la fonction exp a une croissance beaucoup plus forte que les fonc-
tions puissances entiéres. En d’autres termes, pour p € N* et ¢ € N* .

En —oo0, cette fonction tend aussi beaucoup plus vite vers 0 que les fonc-

10
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V.3.c) Représentation graphique V.4. Puissances quelconques

Les fonctions exponentielle et logarithme étant bijections réciproques 'une V.4.a) Deéfinition
de 'autre, la courbe représentative de la fonction exponentielle est obtenue e ese

e i . . e Définition
par symétrie de la courbe représentative de la fonction In par symétrie d’axe

Pour o € R, la fonction élévation & la puissance o, noté x — z% est définie

- sur R™ & I’aide des fonctions exponentielle et logarithme :
Y
R™* — RT
T S p® — en (z)
V.4.b) Propriétés
AN Proposition 18.
B y = In(z)
— 1. | Ya € R,Vz € R™ In(z*) = aln(x
/ L ( )
7
- 2. | VaeR,Vz e R V3 eR, 21 = 228
xa
/ 3.| VaeRVz eR™VBER, 277 ==
x
/ Vo € R,Vy € RV, 4@ = -
i 4' a y VY y Y - ya

5.| Va e RVz € R™ vy € R™ (29)* = 2%y®

6. YaeR,VzeRY VEeR, (%) =28

« «@
7. | Va € R,Vx € R™ Vy € R, <$) :%
) Yy

11
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Proposition 19. (Dérivée)

1. La fonction x — x% est dérivable

sur RT*.

Va € R,Vz € RY) (%) = a 271

2. Siu:R — R est une fonction, on a :

!/

(u*) =au' xu

Cette formule est valable sur tout ensemble E sur lequel :

x la fonction u est strictement positive (pour que u® soit définie),

« la fonction u est dérivable (pour que u' soit définie).

Démonstration.

1. Soit o € R. Notons f :x — % =

(@) ot u(x) = aln(x).

La fonction f est dérivable sur tout ensemble E sur lequel :

%< 1 est dérivable.

Ainsi, f est dérivable sur |0, +oo.

Pour tout € ]0,+o00[, on a :
F@) = ) o) =

2. Cette régle s’obtient en écrivant :

Exercice 7

Ensemble de dérivabilité et calcul des dérivées des fonctions suivantes.

1
a. f:x— a3

¥ In(z) _ — azr

«
x

ud = v In(u)

b. g:x»—>(x2+2x—|—1)%

Remarque Puissance entiére ou puissance quelcongue ?

A n € N* fixé, nous avons deux définitions pour la fonction x — =" :

x la définition « classique » : la quantité x™ est le produit de n quantités x.
Avec cette définition, x — z" est alors définie sur R.

x la définition « puissance quelconque » : la quantité x™ est définie a ’aide
des fonctions exp et In comme z" = (),
Avec cette définition, z — 2™ est alors définie sur RT*.

Il convient de remarquer que ces deux définitions coincident sur RT*.

V.4.c) Représentation graphique
|

|

/a>1

)

Exercice 8 ou ['on démontre que —1 =1 ...
Commenter la démonstration suivante.

12
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V.5. BONUS : définition des fonctions racines né™e

V.5.a) Via le théoréme de la

Si n € N* la fonction f:x +— 2"
x continue sur [0, 400,

x strictement croissante sur [0,

bijection

est :

+o00].

D’apres le théoréme de la bijection on a donc :

1) f est une bijection de I’ensemble [0, +o00[ sur ’ensemble :

f([()? +OOD = [f(o)’zgg_loo f(x)[ = [07+OO[‘

2) f admet une bijection réciproque, continue et strictement croissante sur

[0, +-00[ : c’est la fonction racine n™e.

W

Rt — R*

De par cette définition, on a les p

ropriétés suivantes.

1) | Yz e RT vy e RT, (y =2a"

2)| VyeR", (¥y)"=y

& z= ¢y
38)| VxeR", /(an)==x

V.5.b) Via les puissances quelconques

Pour n € N*, la fonction racine n®™° peut aussi étre définie comme un opé-

rateur puissance quelconque. Plus précisément :

« Dans ce cas, la fonction racine n
la prolonger par continuité en 0

éme

1
en posant : (0)» = 0.

est définie seulement sur R*T*. On peut

o Cette définition coincide avec celle obtenue par le théoréme de la bijection
sur I'ensemble RT.

Remarque
Pour n € N*, la définition de {/- comme une fonction élévation a la puissance
quelconque posséde les deux avantages suivants.

o Les propriétés s’écrivent de maniére naturelle :
1
x Yy eRT, (/)" = (y»)" =y
« Vo eRT, (¥/77) = (2")n = x

« On obtient les propriétés de dérivée :

1
1| Vo eR™, (gn) = — an !
n
/ 1y, 11y /
2. | (Vu) =@r) =—-urn""xu
n

Bijection réciproque de z — 23

La fonction f : x + 23 est :
x continue sur R,

x strictement croissante sur R.

C’est donc une bijection de R sur f(R) =R.

Formellement, on peut donc définir sa bijection réciproque f~! sur R tout
entler. La fonction @ définie précédemment peut alors étre vue comme
restriction sur I’ensemble RT de la fonction f~!.

w Par convention, on définit la fonction ¢/ est définie sur R™ méme si, par
application du théoréme de la bijection, on pourrait définir la réciproque
de z — 23 sur R tout entier.

13
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VI. Fonction partie entiére VI.2. Propriétés
VI.1. Définition Proposition 20. (fondamentale)
Définition 1) De parla définition :| YVu e R,.Vne€ Z, (lul=n < n < u < n+1)

On appelle fonction partie entiére la fonction suivante.
2)| YueR, u—1<|u]<u | et | VueR u<|u] <u+1

|.] : R = Z

Proposition 21.
x +— |z] = lepus grand entier n € Z tel que n < x P

e Pourtoutk €Z, ona :
Remarque x sur tout intervalle [k,k + 1[, la fonction x — |x| est constante égale a
k,

o On peut aussi définir |z] comme 'unique entier relatif vérifiant la pro-
x sur tout intervalle |k, k + 1[, la fonction x — |x| est continue.

prigté :n<r<n+1.

« De maniére informelle, |2 peut étre défini comme étant « Pentier relatif » Ona:| lim [2|=—o0 et lim |z = +o0
. R T—>—00 T—>+00
directement plus petit que x ».

o Pourtoutk € Z, on a :

« De ce fait, on parle parfois de partie entiére par défaut, ce qui permet . ‘
14 OfL parie barol p p ) €6 dui perm x sur tout intervalle |k, k+1], la fonction x — [z] est constante égale & k + 1,

aussi de marquer la différence avec la fonction partie entiére par excés,

notée [2] et définie comme suit x sur tout intervalle |k, k + 1[, la fonction x — [x| est continue.

e Ona:| lim [z]=-00 et lim [z]=+o0
"" - R = Z T——00 T—+00

x +— [z] = le pus petit entier n € Z tel que z < n

VI1.3. Représentation graphique
« On peut aussi définir [z]| comme 'unique entier relatif vérifiant la pro-

priété : n —1 < x < n. y I y=x+1

<

o De maniére informelle, [z] peut étre défini comme étant « U'entier relatif /
directement plus grand que z ». /

o Il est immeédiat que : /
a. V\n€Z, |n] = n x

x
b. Vn €Z, [n] = n /

c. Vz €R, [:ﬂ—LxJ—{O slz el /

1 sinon

Fonction x — |z ] ‘ N ‘Fonction i [x] ‘

14
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Exercice 9

Montrer que : Vz € R,

Exercice 10
Tracer la courbe représentative de la fonction z — z — [z].
Quelle est cette fonction 7

Etude graphique d’une fonction contenant une partie entiére

On considére ici une fonction f

dépendant de z. L’étude graphique de f peut se faire comme suit.

1.

2.

On commence par I'étude de g.
On déterminera notamment I’ensemble Im(g), image de la fonction g.

Pour tout x € 9, on a :

lg(z)| =k <& k < g(z) < k+1

Pour k € Z NIm(g), on va donc chercher & déterminer I'ensemble des

éléments x tels que : £k < g(z) < k+1.

D’apres la propriété fondamentale, on a : g(z) — 1 < |g(z)] < g(x).
En tragant les courbes des fonctions z — g(x) — 1 et x — g(z) on repére

graphiquement les intervalles ou |g(z)] = k.

Exemple
Etude de la fonction f: 2~ |(z —2)2].

1.
2.

La fonction g : & — (x — 2)? est & valeurs dans R* (Im(g) = R™).
Soit k € ZNR" autrement dit k € N.

(z-22=k & k< (@-2?2<k+1
& k< (z-2)? ET (r—2)?% < k+1
& VE < V(@E-2?2 ET J(#-2?2 < Vk+1
s VE < |Jz-2 ET lz—2| < VE+1
& VE<|z-2 < VE+T

[x] = —|—z]. En déduire la valeur de |—z]| + |z].

cx — |g(x)] ou g(x) est une quantité

Deux cas se présentent alors :
a) Sizx—2>0:onaalors |t —2|=x—2et:
(z—-2)?% =k & VkE<2-2< VE+1
& 24VEk <z < 2+VEk+1
& ze 24+VE 24+VE+]]

b) Siz—2<0:onaalors |z —2|=—-z+2et:

[(x—2?2=k & VE < —2+2 < Vk+1
& VE-2 < —2 < VE+1-2
& 2-Vk+1 <z < 2-Vk
e ze€2-VEk+1, 2— Vi

3. Représentation graphique.

y=g(z)
\: /

1\ /!

8

15
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VII. Fonctions trigonométriques

VII.1. Fonction sinus

Définition
Soit ABC' un triangle rectangle en B.
On note 6 une mesure de I'angle CAB.

On appelle sinus de 6, le réel, noté sin(f),
défini par :

in(0) BC cOté opposé a CAB
sin = — =
AC hypoténuse

Proposition 22.
—
Soit (0,0A,O?) un repére ortho-
normé direct du plan.

Soit M un point du cercle C de centre
O et de rayon 1.

On construit le point K, la projection

orthogonale de M sur la droites (OB).
On note enﬁrﬁ> une mesure de l'angle
de vecteurs (OA,OM). Alors :

sin(f) = 8—]\}2 = OK

Définition
On appelle fonction sinus la fonction :
sim : R — R
x — sin(z)

On réalise I'étude graphique de sin & I'aide de la méthodologie présentée en
début de chapitre.

1 ) Dsin = R
2) Etudions la parité et la périodicité de sin pour réduire I'intervalle d’étude.

Proposition 23.
La fonction sin est 2w-périodique sur R.

Démonstration.
Par construction de sin. O

Conséquence
On peut réduire 'ensemble d’étude a un intervalle de longueur 27. Prenons
par exemple U'intervalle [—m, ].

Proposition 24.
La fonction sin est impaire sur R.

Démonstration.
Par construction de sin. O

Conséquence
On peut réduire l'ensemble d’étude [—m, 7] & l'intervalle [0, 7.

2) Etude de sin sur [0, 7).

Proposition 25.

a) La fonction sin est dérivable sur R (et méme de classe C* sur R).

b) | Vz € R, sin'(z) = cos(x)

16
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Conséquence
e On sait :
x Yo € [0, 5[, sin’(x) = cos(x) > 0

x sin’ (g) = cos (g) =0

x Ya €)%, m, sin’(x) = cos(z) <0

e On en déduit le tableau de variations suivant :

T 0 5
Signe
de sin’(z) 9

0

1
Variations
de sin

« On obtient la portion de courbe suivante :

0.5

1.5

T
2.5

« Par imparité de la fonction sin, on peut prolonger le tracé de cette courbe
sur [—m, 0] par symétrie de centre l’origine.

o On prolonge enfin le tracé de la courbe sur R par 2w-périodicité de sin.

1

—6 —4 -2
—0.9

17
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VII.2. Fonction cosinus

Définition

Soit ABC' un triangle rectangle en B.
On note # une mesure de I'angle CAB.

On appelle cosinus de 0, le réel, noté cos(6),

défini par :

AB

cos(f) = Yol

coté adjacent a CAB

hypoténuse

Proposition 26.

Soit (0,0—121, @) un repeére or-

thonormé direct du plan.

Soit M un point du cercle C de

centre O et de rayon 1.

On construit le point H, la pro-

jection orthogonale de M sur la

M

droites (OA). On note enfin 0

une mesure de l’angle de vecteurs

(O—z>4, O—]\>4) Alors :

cos(f) = %

OH

cos(f) H| A

Définition
On appelle fonction cosinus la fonction :
cos : R — R
x — cos(z)
On réalise I’étude graphique de cos a 'aide de la méthodologie présentée en
début de chapitre.
1) -@cos =R

2) Etudions la parité et la périodicité de cos pour réduire I'intervalle d’étude.

Proposition 27.
La fonction cos est 2m-périodique sur R.

Démonstration.
Par construction de cos. O

Conséquence
On peut réduire 'ensemble d’étude a un intervalle de longueur 27. Prenons
par exemple Uintervalle [—m, 7].

Proposition 28.
La fonction cos est paire sur R.

Démonstration.
Par construction de cos. O

Conséquence
On peut réduire l'ensemble d’étude [—m, ] & l'intervalle [0, 7.

2) Etude de cos sur [0, 7).

Proposition 29.

a) La fonction cos est dérivable sur R (et méme de classe C* sur R).

b) | Vo € R, cos'(z) = —sin(x)

18
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Conséquence
« On sait : Vo € |0, 7|, cos'(z) = sin(x) > 0.

e On en déduit le tableau de variations suivant :

T 0
Signe
de cos'(x) 9 +

Variations
de cos

-1

« On obtient la portion de courbe suivante :

e

« Par parité et 2m-périodicité de cos, on obtient.

VII.3. Fonction tangente

Définition

Soit ABC' un triangle rectangle en B.

On note 6 une mesure de l'angle CAB. ¢
On appelle tangente de 6, le réel, noté tan(6),
défini par :
— A u
BC coté opposé & CAB A B
tan(d) = — = —
AB coté adjacent & CAB
Proposition 30.
v eR\{”H@ |keZ} tan(z) = S0
x —+kr an(x) =
2 ’ cos(x)
Démonstmtionﬁ_
SoitxeR\{§+k7r [kez}.

Soit ABC' un triangle rectangle en B tel qu'une mesure de ’angle CAB est
x.

Alors :
BC BC x AC BC AC BC 1

tn(r) = 45 = ABxAC ~ AC “AB ~ AC X 3B
On en déduit :
L 1 _ sin(x)
tan(z) = sin(z) X cos(@) ~ cos(a)

19
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Proposition 31.
Soit (O, O_}l, O?) un repére orthonormé direct du plan.
Soit M un point du cercle C de centre O et de rayon 1, distinct de B et
du point (0,—1).

On construit le point M, intersection de la droite (OM) et de la tangente en

A au cercle C. On note enfin 0 une mesure de ’angle de vecteurs (0—1)4, 5?\_)4)
Alors :

!/
tan(f) = f(l)]\j = AM'
B
M
o ‘{
-\ tan(0)

0 1

O H|A

Remarque
C’est en fait de cette définition que provient le choix du nom de tangente.

Définition
On appelle fonction tangente la fonction :
tan : —E—ka,z—i—kﬂ'[ - R
kez | 2 2

x —  tan(x)

On réalise ’étude graphique de tan & I'aide de la méthodologie présentée en
début de chapitre.

1) Dan = U —g—l—kﬂ,g—i—kﬂ[
kEZ

2) Etudions la parité et la périodicité de tan pour réduire I'intervalle d’étude.

Proposition 32.

La fonction tan est m-périodique sur |J }_f + km, il + km {
kEZ 2 2
Démonstration. - -
Soit x € |J ]———I—/wr,——&—lmr[.
keZ 2 2
« Tout d’abord, on a bien : x +7 € | }—— + km, - —i—kw[
kez 4 2
« Ensuite :
tan(z +7) = Sn@Em
cos(z + )
_ —sin(z) (par propriétés de
~ —cos(z) cos et sin)
_ sin(z) ——-
cos(x)
O
Conséquence

On peut réduire ’ensemble d’étude & un intervalle de longueur m. Prenons

par exemple I'intervalle | — 5, Z[.

Proposition 33.

La fonction tan est impaire sur |J ]—E + km, T + km {
kez 4 2 2
Démonstration. Soit x € |J }_7 + k7r, + k7T|:
keZ 2

20
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« Tout d’abord, on a bien : —x € (J _r + k, il + k. « On obtient la portion de courbe suivante :
kez 1 2 2 .-
« Ensuite :
sin(— 10 +
tan(—z) = Snl=2)
cos(—x) s |
_ —sin(x) (par parité de cos et 6t
-~ cos(2) imparité de sin)
al
= —tan(x)
.t
D It
Conséquence ”
On peut réduire I'ensemble d’étude | — 7, [ & l'intervalle [0, 5.  Par imparité et m-périodicité de tan, on obtient.
3) Etude de tan sur [0, 3. at
Proposition 34. |
a) Pour tout k € Z, la fonction tan est dérivable sur } —g + km, g + km| (et
méme de classe C*> sur } —g + km, g + km [) e - e 2 3
T m 1 =7
b) | Vzxe }——+k7r—+k7r[ tan’(z) = —— = 1 + tan?(z
Conséquence
« On sait : Vo € [0, %], tan’(z) = 1 + tan*(z) > 0.
o On en déduit le tableau de variations suivant :
T 0 5
Signe
de tan’(x) +
+00
Variations
de tan
0
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VII.4. Formules trigonométriques VII.4.b) Angles remarquables

VIL.4.a) Formule fondamentale

Proposition 35. 0 ™ ™ ™ ™
Soit x € R. ’ 6 1 3 2 i
cos?(z) +sin’(z) = 1
Démonstration. cos(z) 1 @ @ % 0 -1
Soit z € R. 2 2
|
Soit (O, 0A, @) un repére orthonormé direct du plan.
On note M le point du (gcle C de ce.zntre O et de rayon 1 tel qu'une mesure sin(z) 0 1 @ @ 1 0
de l'angle de vecteurs (OA, OM) soit x 2 2
On construit le point H, la projection orthogonale de M sur la droites (OA).
B tan(z) 0 ? 1 V3 >< 0
M
VII1.4.c) Propriétés élémentaires
4 Pour tout z € R, on connait toutes les identités qui suivent, que ’on retrouve
@) H|A facilement en dessinant simplement un cercle trigonométrique
cos(—x) = cos(x) sin(—x) = —sin(z)
cos (E - :17) = sin(z) sin (E - 1‘) = cos(x)
2 2
Le triangle M HO est rectangle en H. cos (E + ;L") = —sin(z) sin (E + x) = cos(x)
. s 2 2
Ainsi, par théoréme de Pythagore :
OH? + HM?2 = OM? cos(m—z) = —cos(x) sin(mt —z) = sin(x)
! ! g cos(m+x) = —cos(x) sin(m +x) = —sin(x)
cos?(xz) + sin®(z) = 1
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Exemple de tracé pour retrouver les formules. Démonstration.
1) Soit (a,b) € R2.
£ N . - .
Y v Soit (O,0A, @) un repére orthonormé direct du plan.
sith (g _ a) \]\4 On note M le point du cercle C_gie centre ‘O et de rayon 1 tel qu’une
sinfa) mesure de I’angle de vecteurs (OA, OM) soit b.

On note N le point du cercle C_c)ie centre O et de rayon 1 tel quune
mesure de I'angle de vecteurs (OA, O—]\}) soit b.

IS
IR
\
s}
~N

0 | cos(a) « Remarquons tout d’abord :
cos (5‘ — (1)

OM = ON =1

On obtient la configuration ci-aprés.

Pour tout € R tel que : sin(x) # 0 et cos(z) # 0, on a de plus : sin(a)
tan(—x) = —tan(x)
tan (E — x) = 1 tan (E + x) = — L
2 ~ tan(x) 2 ~ tan(x)
VIL.4.d) Formules d’addition et de duplication 0

Proposition 36. (Formules d’addition)
Soit (a,b) € R?. sin(b)

1) | cos(a—0b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

2) | cos(a+b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

3) | sin(a —b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

4) | sin(a+b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

23
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» Notons de plus : 3) On utilise la formule 2) :
. T
(OM,ON) = (W,0N)—(,0M) [2n] sin(a —b) = cos (5 ~(a-1))
= a—>b [27]
= cos <<g - a) —i—b)
On obtient alors :
x d’une part : = oS (g — a) cos(b) — sin (g — a) sin(b)

<OM,ON > = OM x ON x cos ((OM,0ON)) ' '
= sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
= 1x1xcos ((OM,OTV)) 4) On utilise la formule 3) :

— cos(a—b) sin(a+b) = sin(a—(-b))

x d’autre part, par définition de 'affixe d'un vecteur : = sin(a) cos(—b) —sin(—b) cos(a)
(car cos est paire et

57 — (cos(b)) o 57 _ (cos(a)) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) sin est impaire)

sin(b) sin(a)

Exercice 11

Ainsi : -
N Déterminer la valeur de cos <E) a l'aide d’une formule d’addition.
< OM, ON > = cos(b) cos(a) + sin(b) sin(a)
Démonstration.
Adit Bien - ) = : ; On remarque :
On en déduit bien : cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b). x 7w _ 4r—37 _«
2) On utilise la formule précédente : 3 4 12 12

by ) On en déduit :
cos(a+b) = cos (a - )) cos <17T—2) = cos (g) cos <%) + sin (g) sin <E)
= cos(a) cos(—b) + sin(a) sin(—b)

(car cos est paire et —

= cos(a) cos(b) + sin(a) ( — sin(b)) sin est impaire)

= cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
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Proposition 37. « Ensuite :
Soit (a,b) € (]R\ {g +kr| ke Z}) sin(2a) = sin(a+a)
1) Sia—beR\ {g +kr| ke Z} : = sin(a) cos(a) + sin(a) cos(a)

tan(a) — tan(b) = 2 sin(a) cos(a)

1+ tan(a) tan(b)

tan(a —b) =

Exercice 12 -
Déterminer la valeur de cos (E) 4 ’aide d’une formule de duplication.

w.%a+beR\{g+kw|kez};

Démonstration.
tan(a+b) — tan(a) 4 tan(b) On remarque :
1 — tan(a) tan(b) T _ 9T
6 12
Proposition 38. (Formules de duplication) Or :
Soit a € R. x d’une part :
3
1) | cos(2a) = cos®(a) —sin®(a) = 2cos’(a) —1 = 1—2sin’(a) Ccos (%) = \2[
. . d’aut t
2) | sin(2a) = 2 sin(a) cos(a) x drautre par o -
oS (—) = Cos (2 —)
Démonstration. 6 12
Soit a € R. 9 9 < T ) 1
= 2cos’(—=)—
« Tout d’abord : 12
cos(2a) = cos(a+a) On en déduit : _ /3 23
i ) (par formule de 2 cos? (—) =14+— =
= cos(a) cos(a) — sin(a) sin(a) S 12 2 2
duplication) ..
9 5 Alnsi :
= cos®(a) — sin“(a) 2<7r> 243
cos®(—) =
12 4

= cos*(a) — (1 — cos?(a)) -
Comme cos (—) > 0, on obtient finalement :
= 2cos?(a) —1 12

= 2(1—sin®(a)) — 1 os (T 243
= 1-—2sin?(a) < )
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Proposition 39. Ainsi :
SoztaER\{ +k7r\k€Z}telque,2a€R\{ +k7r|k€Z} _ _
cos(p) = cos <p—|—q> cos <p2q) — sin <p—;—q) sin <p2q>
2 tan(a)
tan(2a) = 1 — tan(a) x D’autre part :
rt+q9 »v—-4g ptgq (P—a\, . (Ptq) . (P—4q
— (1) - (5 (5 (25 (25
aire.
Ainsi :
VII.4.e) Somme et différence de cosinus et de sinus B p+q p—gq _ p+q\ . [p—gq
cos(q) = cos|——)cos|—— ) +sin | —— | sin | ——
Proposition 40. 2 2 2
Soit (p,q) € R?.
(.4) On en déduit :
+ —
1) | cos(p)+cos(q) = 2 cos <p2q> cos (292(]> cos(p) + cos(a)
— cos <p+q> cos <P—q> Cein (PR P 1
2) | sin(p) +sin(g) = 2 sin (p—;—q) cos (p;q) 2 2 2
+ cos <p—;— q> cos (p; q) + sin PTa) g — a

3) | cos(p) —cos(q) = —2sin (p;—q) sin (1’;q>

4) | sin(p) —sin(q) = 2 sin <p;q> cos <]92+q>

Démonstration.
Soit (p,q) € R2.

= 2 cos m cos pP—9q
2 2

2) On démontre de méme les autres égalités.

1) D’aprés les formules d’addition de cos, avec a = Pta et b= P4 5 q

x D’une part :

cos (P4 P4 _ (P9 s (P9 gin (PF9 ) i (P4
2 2 2 2 2 2
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VII1.4.f) Expression de cos(z) et sin(z) avec tan (g) 2) On calcule :

Proposition 41.
Soit x € R\ {m+ 2k7 | k € Z}.

On note t = tan (g)

1 — tan? (%) 1 —¢2
1) | cosl) 1+ tan? () 1+ 2
B 2 tan (%) 2t
9| @) = () T I+
Démonstration.

Soit x € R\ {m + 2k7 | k € Z}.
1) On calcule :

2 tan (%)
- 1
o (7)

= cos? (—) X 2 tan (g)

= 200 (%) sin (3)
2/ co 2

= 2 cos (g) sin (g)

= sin(x) (par formule de

duplication)

Ces formules seront d’une grande utilité lors de calculs d’'intégrales. Le chan-

permet effectivement de calculer de nom-

¢ = tan (E)
a 2

1 — tan? (%) _ 1 — tan? (%)
1+ tan? (%) cos21(g) Remarque
2 (% 2 (% .
= COS (§> <1 — tan (5)) gement de variable
s 2 (z
- o (3) (1 D)
2\ "o (3)
2 (x
S =
= cos? (—) — cos> A= ) x 1n2(2)
CO b
-t ()t )
— cos(z) (par formule de

duplication)

breuses intégrales d’expressions trigonométriques.
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VIII. Fonctions hyperboliques

VIII.1. Fonction sinus hyperbolique

Deéfinition

On appelle fonction sinus hyperbolique, et on note sh la fonction :

sh : R — R

L &= e~
x
2
Proposition 42.
La fonction sh est impaire sur R.
Démonstration.
Soit = € R.
o Tout d’abord : —x € R.
o De plus :
e ? — e (=2 e’ —e” —e T 47
2 2 2
Conséquence

On peut réduire 'intervalle d’étude de sh de R a R...

Proposition 43.

1) La fonction sh est dérivable sur R.

2) | Vx € R, sh’(x) = ch(z)

O

Démonstration.

1) La fonction sh est dérivable sur R en tant que combinaison linéaire de

fonctions dérivables sur R.

2) Soit x € R.
T _ (T T —x
sh’(z) = ¢ <2 ) = C 4—26 = ch(z)
Remarque
e On déduit de la proposition précédente :
x —X
Ve € Ry, sh'(z) = ch(z) — % > 0

« On obtient le tableau de variations suivant.

T 0 400
Signe
de sh’(x) *
+0o0
Variations
de sh
0

e On en déduit la portion de courbe suivante.

12

10+
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« On prolonge le tracé de la courbe de sh sur R par imparité de sh.

10+

VIII.2. Fonction cosinus hyperbolique

Définition

On appelle fonction cosinus hyperbolique, et on note ch la fonction :

ch : R — R

T =

Proposition 44.
La fonction ch est paire sur R.

Démonstration.

Soit x € R.

o Tout d’abord : —x € R.
o De plus :

o 4 o)
ch(—z) = & +2e =L = )

Conséquence
On peut réduire 'intervalle d’étude de ch de R a R...

Proposition 45.

1) La fonction ch est dérivable sur R.

2) | Vz € R, ch'(z) =sh(x)

Démonstration.

1) La fonction ch est dérivable sur R en tant que combinaison linéaire de
fonctions dérivables sur R.

2) Soit x € R.

ch/(z) = = - sh(z) u

Remarque

e On déduit de la proposition précédente et des propriétés de la fonction sh,
le tableau de variations suivant.

x 0 +00

Signe
de ch’(z)

Variations
de ch

1

e On en déduit la portion de courbe suivante.

12 ¢

10+

29



PCSI

o On prolonge le tracé de la courbe de ch sur R par parité de ch.

12 %

VIII.3. Quelques formules

Proposition 46.
Soit x € R.

1) | ch(z)+sh(z) = €°

2) | ch(zx) —sh(z) = e°

8) | ch?(z) —sh*(z) = 1

Démonstration.
A faire.
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