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CH XI : Polynomes

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

I. Ensemble des polynémes a une indéterminée : K[.X|

I.1. Définitions

Définition (Polynome)

o On appelle polyndme & coefficients dans K toute expression de la forme :
PX) = apn X"+ ap1 X" 14+ 4 X2+ a1 X +ag

oun € Net (ag,ai,...,a,) € K"
o L’ensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[X].
e Les réels ao, ..., a, sont appelés les coefficients de P.

o Si tous les coefficients ag, ..
nul. Il est noté Og[xj-

., an, sont nules, P est appelé le polyndéme

o On appelle degré de P le plus grand entier ¢ tel que a; # 0. On le note
deg(P).
Par convention : deg (OR[X}) = —oQ.
Soit n € N. L’ensemble des polynéomes de degré au plus n est noté K, [X].
« On appelle coefficient dominant de P le coefficient a;, ot iy = deg(P).

Si le coefficient dominant de P est égal & 1, on dit que P est un polyndéme
unitaire.

« Un polynoéme de la forme P(X) = ag, avec ag € Kest appelé un polynome
constant.

o Les polynoémes comportant un seul terme non nul (de la forme az, X*) sont
appelés mondmes.

o La lettre X est appelée indéterminée du polynoéme P.

Exemple

1) Le polynome P; défini par : Pj(X) = 3X? —5X + 1 est de degré 2. Son
coefficient dominant est 3.

2) Le polynome P, défini par : Po(X) = X™—1 est de degré n. Son coefficient
dominant est 1.

3) Le polynéme Ps défini par : P3(X) = 7 est de degré 0. Son coefficient

dominant est .

I.2. Opérations dans K[X]

Proposition 1. (Opérations sur les polyndémes)
Soit (P,Q) € (K[X])?. Alors il existe (ag,...,an,bo,...,by) € K22 tels
que :

n

PX) = apg+ar X+ +ap 1 X" ' +a, X" =3 ap XF
k=0
p

QX)) = bo+bi X+ +by1 XPL4+b, XP = b X*
k=0

P=aQ

deg(P) = deg(Q)
Vi € [[O,n]],ai =¥
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2) Somme : 8) Element neutre pour + : Ok (x) est 'élément neutre pour la loi +.

(P + Q)(X) Oxix] +P = P+0gx) = P

= (ao+0bo) + (a1 +b1) X + -+ +(an + by) X"
4) Opposé pour + : tout P € K[X] admet un opposé pour la loi +, noté —P.

= > (ag +by) Xk
k=0 P+ (-P) = (-P)+P = OK[X]
3) Produit :
****** 5) Associativité de x
r k

(PxR)(X) = kzocka our=n+m etcp= ;)aibk,i (PXxQ)xR = Px(QxR) = PxQXxR
4) Multiplication par un scalaire : soit A € K. 6) Commutativité de X :

A-P)(X) = dap+day X + -+ Xap 1 X" '+ Na, X" Px@Q = QxP

= > dapXF 7) Element neutre pour x : Le polynome Py défini par : Po(X) = 1 est
k=0 [’élément neutre pour la loi X.

P()XP: PXPQ = P

n
5) Composition :| PoQ = ) ag QF
k=0

8) Distributivité de x sur + :

Proposition 2.

Soit (P,Q, R) € (K[X])’. {

P x(Q+ R) PxQ+PxR

1) Associativité de + : (P+Q)xR PxR+Q@QxR
X — X X

(P+Q)+R =P+(Q+R) = P+Q+R

9) Intégrité :

PXQZOK[X] & PZOK[X] 0]4) QZOK[X}

P+Q = P+Q
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Remarque
Pour la culture, lorsque K est égal & R ou C, 'ensemble K[X] est donc un
corps.

Proposition 3.
Soit (P,Q) € (K[X])*.
Soit n € N,

1) Binéme de Newton :| (P+Q)" = > <Z> PrQnk
k=0

n

)| P o =(P-Q S PrQTE = (P-Q) 3 P
k=0

k=1

I.3. Propriétés du degré

Proposition 4.
Soit (P,Q) € (K[X])*.
Soit A € K*.

1) | deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q)

2) a) | deg(P +Q) < max deg(P), deg(Q))
b) Supposons deg(P) # deg(Q).

deg(P + Q) = max (deg(P), deg(Q))

3) | deg(\-P)=deg(P)

4) Supposons deg(Q) > 0.

deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q)

A On notera bien bien 'inégalité dans le point 2) de la proposition
qui précéde. Ce N’est PAS une égalité. On pourra garder en téte
les exemples suivants.

a) On définit les polynomes P; et Q1 par :
P(X)=X?4+1 et Qu(X)=—-X*+2X+3
Alors :
(PL+Q1)(X) = X2 +1+(-X?+2X +3) = 2X +4

Ainsi : deg(P1 + Q1) < max (deg(P1),deg(Q1)).
b) On définit les polynémes P, et Q2 par :

P(X)=X%4+1 et Q(X)=-X>+2X+3
Alors :
(P4Q2)(X) = X2 H14+(—X342X43) = — X34 X2 42X +4

Ainsi : deg(P2 + )2) = max (deg(Pg), deg(Qg)).

Exercice 1
On définit les polynoémes P, Q et R de la maniére suivante :

P(X)=3X"-2X?+1, Q(X)=5X"-1, R(X)=2X+7
Calculer P+ Q, PxQ, (P+Q) xR, PxQ x R.

Démonstration.
« Tout d’abord :
(P+Q)(X) = 3X3-2X24+1+5X%2-1
= 3X3+3X? = 3X2(X +1)
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« Ensuite :
(PxQ)(X) = (3X%-2X%2+1)x (6X2-1)
= 15X°—-3X3-10X*+2X24+5X%2 -1
= 15X°—10X*—-3X34+7X2-1
o De plus :

(3X3 +3X%) x (2X +7)
= 6X*+21X3+6X3421X2
= 6X*+27X3+21X% = 3X2(2X%24+9X +7)

« Enfin :
(P x@Qx R)(X)
= (15X° —10X* —3X3 +7X2 — 1) x (2X +7)
= 30X6 4+ 105X° — 20X° — 70X* — 6X* — 21X3
+ 14X3 +49X2 —2X — 7
= 30X0 +85X5 —76X* — 7X3 +49X%2 —2X -7
O

Exercice 2

On définit les polyndémes P, @) et R de la maniére suivante :

P(X)=2X3-1, QX)=X?>+X—-1, RX)=aX+b

o Calculer P+ Q, PxQ,(P+Q) xR, PxQxR.
o Déterminer a et b pour que le degré de P — QR soit le plus petit possible.

I1. Divisibilité et division euclidienne

II.1. Relation de divisibilité
Définition
Soit (4, B) € (K[X]).
On dit que B divise A §'il existe @ € K[X] tel que : B = A x Q.

Exemple
Le polynéme X + 2 divise le polynéme X2 44X + 4.

Proposition 5.
Soit (A, B,C) € (K[X])’.

1) Réflexivité :

Al A

A|B

B]A} = A|C

Remarque

Comme la relation de divisibilité dans Z, la relation de divisibilité dans K[X]
n’est pas antisymétrique. Ce n’est donc pas une relation d’ordre. On a ce-
pendant seulement le résultat suivant.

Proposition 6.

Soit (A, B) € (K[X])%.

(A| BET B| A)

& (3NeK*, A=X\-B)

Si tel est le cas, on dit que A et B sont associés.
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Corollaire 1.

Soit (A, B) € (K[X])*.

2

A|BETB|A N (A
A et B unitaires

Proposition 7.
Soit (A, B,C) € (K[X])*.
Soit (P,Q) € (K[X])*.

1)

(A|BETA|C) = A|(PB+Q0O)

2)

A|B

P # Ogx }

AP | BP

Proposition 8.
Soit (A, B) € (K[X]).

1)

B # Og[x;
A|B

} = deg(A4) < deg(B)

2)

A|B

deg(4) = deg(B)

} = 3JNeK*, A=)\-B

I1.2. Division euclidienne

Théoréme 1.

Soit (A, B) € (K[X]).
Supposons : B # Og|x].

Il existe une unique couple (Q, R) € (K[X})z tel que :

deg(R) < deg(B)

{A: BQ+R

On dit alors que :

x le polynome Q est le quotient de la division euclidienne de A par B,

x le polyndme R est le reste de la division euclidienne de A par B.
Exercice 3

Effectuer les divisions euclidiennes suivantes.

1. Division euclidienne de A(X) = X? +4X — 1 par B(X) = X +1,

2. Division euclidienne de A(X) = 2X*+ X3 — X —3 par B(X) = 3X2 -1,
3. Division euclidienne de A(X) = X2 +4X — 1 par B(X) = X2 + 1,

METHODO Détermination du reste d’une division euclidienne

Pour calculer le reste de la division euclidienne de A par B :

1) on applique le théoréme de division euclidienne. On en déduit qu’il existe
un unique couple (Q, R) € (K[X ])2 tel que :

{ A=BQ+R
deg(R) < deg(B)

2) on explicite 'expression de R. Il existe (ao, ..., Gqeg(B)—1) € Kdes(B) el
deg(B)—1
que: R(X)= > apX*
k=0
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8) on déterminer les racines de B. Notons les i, ..., ap. On remarque IIL.2. Propriétés

ensuite, pour tout ¢ € [[1,p] : Proposition 10

A(ei) = B(ay) x Q(w) + R(ew) = 0x@fw) + R(oi) = R(wy) 1) Linéarité :

4) on obtient ainsi p équations & deg(B) inconnues : ag, ..., Gdeg(B)—1-

2 2 / / ’
P KX K . P . =)\-P .
Il suffit de résoudre ce systéme pour déterminer R. V(P Q) € (K[X])", V(4 p) €K%, (A-P+p-Q) = @

Exercice 4 2) Dérivée du produit :
Déterminer le reste de la division euclidienne de X0 — X? par X2 —3X + 2.

¥(P,Q) € (KIX])?, (PQ) = P'Q+PQ

Proposition 9.
Soit (A, B) € (K[X])Q, 3) Dérivée d’une puissance :

. le reste de la division e/ PR
B divise A < euclidienne de A par B est nul VP EK[X], Ym €N, (P") =mP'P

4) Dérivée d’une composée :

III. Dérivation formelle d’un polynéme

2
II1.1. Définition V(P,Q) € (K[X])", (PoQ) =Q x (P'oQ)
Définition 5) Degré de la dérivée. Soit P € K[X].
Soit Pe K[X]. ST TTTTTTT T
n a) | deg(P)>1 = deg(P')=deg(P)—1
Alors il existe n € N et (ag, ...,a,) € K" tels que : P(X) = 3 aj X*. 4 &) ) &)
k=0
b) | deg(P)<1 & P =0
On appelle polynéme dérivé de P, et on note P/, le polynome : ) eg(P) < K[X]

Proposition 11.

P(X) = kil kag X" Soit (P,Q) € (K[X])*.

P=@Q & 3JccK P=Q+c
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II1.3. Dérivée p*™° et propriétés
Définition
Soit P € K[X].

On définit les dérivées successives de P en posant :

PO —p
{ Vp € N, Pt = (P®)’

Exercice 5
Soit n € N. On note : P,(X) = X™. Déterminer, pour tout k& € N, la dérivée
k™e de P,.

Proposition 12.
Soit p € N.

1) Linéarité :

Y(P,Q) € (KIX])®, V(A ) €K% (APt p- Q)P = X- P 44y QW)

2) Dérivée du produit (Formule de Leibniz) :

deg(P)>p = deg(P(p)) =deg(P) —p

deg(P) <p & PP =0y

I11.4. Formule de Taylor

Théoréme 2. (Formule de Taylor)
Soit P € K[X]. On note n = deg(P).

n

Alors il existe (ag,...,an) € K" tels que : P(X) = Y ap X*.
k=0
Soit o € K.
n P®)(a)
px) = > 2 (x
k=0 k!
o . P®)(0)
En particulier, si « = 0, on obtient :| Vk € [0,n], ar = i
Démonstration.
Démontrons par récurrence : ¥n € N, & (n)
N n P®(a) k
ou  P(n):VPeK,X], P(X)= > 1 (X —a)".
k=0 :
» Initialisation : soit P € Ky[X].
o D’une part :
0 pk) p0)
> P (x o = IO (x ap = pa)
i 0!
« D’autre part, P est un polynome constant. Ainsi : P(X) = P(«)
0. P®) ()
Ainsi : P(X) = k;Z::o o (X — )"
D’ou £(0).
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» Hérédité : soit n € N.

Supposons & (n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. VP € K, 41[X], P(X)

n+1 p(k)

P (a) (X o a)k)
=0 k!
Soit P € Kpq1[X].

« On remarque : P’ € K, [X]. Ainsi, par hypothése de récurrence :

(P) () n POHD(a)

P(X) = 3 (X —a)f = (X —a)*
k=0 k! k=0 k!
e On en déduit qu’il existe A € K tel que :
n P(k—i—l)(a) 1
P(X) = X — )Pt 4
X) = 2= g K-
n P(k—i—l)(a)
— X — k+1 A
& e Ko
n+1 p(k)
= 3 k'(a) (X —a)* + X (par décalage d’indice)
k=1 -
n+1 p(k)
S G i itaid CO NS NS
=1 K
= A

Ainsi
n+1 p(k)
P(X) = P (X _a)b 4
=1 K
n+1 P(k)(a)
= > — (X - )k + P(a)
= k!
ntl pk)(q) . PO(a) o (d’aprés le calcul de
- =1 k! (X =)'+ 0! (X —a) Uinitialisation)
n+1 p(k)
= PP(a) (X —a)k
=0 K
Dou Z(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, Z(n).

Exercice 6

Soit P € K[X]. Soit a € K. Soit m € N.

Démontrer que le reste de la division euclidienne de P par (X — «)™ est :

mt PO)() k
o X—a)

k=0
I11.5. Fonction polynomiale

Définition
Soit P € K[X].

Alors il existe n € N et (ao, ...

n
,a,) € K" tel que : P(X) = Y ap XF.
k=0
L’application suivante est appelée fonction polynomiale associée & P :

P : K —» K
n

r = Plx)=> apat
k=0

Proposition 13.
Toutes les propriétés de dérivations formelles des polynomes sont valides pour
les fonctions polynomiales.
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IV. Racine d’un polynoéme Or a est racine de P donc : ¢ = P(a) = 0. Ainsi : R(X) = Og[x]. D’ou :
IV.1. Définition et lien avec la divisibilité P(X) = (X —a)Q(X)
Définition

On obtient bien : (X —a) | P.
Soient P € K[X] et a € K.

On dit que « est racine de P (on dit aussi que « est un zéro de P) si :

Exercice 7

Pla) = 0 Déterminer les racines du polynéme P défini par : P(X) = 2X3 — 8X.
Proposition 14. Démonstration.
. . On remarque :
Soit P € K[X]. Soit a € K.
_ 3 _ 2 _ _
a racine de P & (X —a) | P P(X) = 2X 8X = 2X (X 4) = 2X (X -2)(X+2)
Démonstration. D’aprés la propriété ci-dessus, on en déduit que les racines de P sont : 0, 2

On procéde par double implication. et —2. =

(<) Supposons que X — « divise P. P ition 15
Alors il existe @ € K[X] tel que : P(X) = (X — «) Q(X). On obtient : roposition 2s.

Soit P € K[X]. Soit n € N*.

Pla) = (a—a)Q(a) = 0x Q) = 0 Supposons :
On en déduit que « est racine de P. x P # Og[x,
(=) Supposons que a est racine de P. x le polynéme P admet n racines distinctes notées aq, ..., ay.

On effectue la division euclidienne de P par X — a. Alors il existe un n
unique couple (Q, R) € (K[X])2 tel que : Hl(X —ao5) | P
J:

P(X) = (X —a)Q(X) + R(X)
deg(R) < deg(X —a) =1

En particulier ;| n < deg(P)

On en déduit : deg(R) < 0. Autrement dit, il existe ¢ € K tel que : Démonstration.
R(X)=c. Récurrence. O

On calcule :

Pla) = (a=ayQ(a)+ R(a) = 0+ R(a) = ¢
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Corollaire 2.
Soit P € K[X]. Soit n € N.

Le nombre de racines distinctes d’un polyndme est inférieur & son degré.

deg(P) <n = P admet au plus n racines distinctes

METHODO

Démontrer qu’un polyndéme est nul

Pour prouver qu’un polynoéme est nul, il suffit de montrer au choix :
e qu’il posséde une infinité de racines,

o qu’il posséde strictement plus de racines que son degré.

Exercice 8
Soit P € K[X].
Supposons : P(X + 1) = P(X). Démontrer que le polynéome P est constant.

IV.2. Multiplicité d’une racine
Définition (Multiplicité)
Soit P € K[X]. Soit a € K. Soit m € N

o On dit que « est une racine de multiplicité m de P (on dit aussi que «
est une racine d’ordre m de P) si m est le plus grand entier k tel que
(X — )k divise P.

e On dit que « est une racine multiple de P si « est racine d’ordre au moins
2 de P.

o Lorsque k = 1, on parle de racine simple de P.

o Lorsque k = 2, on parle de racine double de P

Remarque
o Une racine de P est toujours d’ordre au moins 1.

o Une racine d’ordre 0 n’est pas une racine de P.

Proposition 16.
Soit P € K[X]. Soit « € K. Soit m € N.

(X —a)" | P

(X_a)m—H /{/P

P(X) = (X —a)"Q(X)
Qa) #0

« racine d’ordre m de P & {

< dQ € K[X], {

Proposition 17.
Soit P € K[X]. Soit o € K. Soit m € N.

o racine d’ordre au

moins m de P (X —a)™ [P

& 3Q €KX], P(X) = (X - a)" Q(X)

Exercice 9
Déterminer les racines du polynéme P défini par : P(X) = X3 4+ 3X? — 4.
Donner 'ordre de multiplicité de chacune.

Remarque
Pour factoriser un polynoéme, on procéde dans l'ordre suivant :

1) on cherche une racine évidente (0, 1, —1, 2, —2), puis on factorise.
2) on cherche a identifier une identité remarquable, puis on factorise
3) deux cas se présentent ensuite :

x si le polynome restant a factoriser est de degré 2 (et qu’il n’y a donc

plus ni racine évidente, ni identité remarquable), alors on détermine
les racines restantes avec un calcul de discriminant.

x si le polynome restant & factoriser est de degré supérieur ou égal a 3,

c’est qu’il reste une racine évidente & trouver.

10
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Exercice 10

Déterminer les racines du polynéome P défini par : P(X) = X* — 10X3 +
37X?% — 60X + 36. Donner 'ordre de multiplicité de chacune.

Proposition 18.
Soit P € K[X]. Soit « € K. Soit m € N.

o racine d'ordre m de P <
P™ () # 0

Vi e [0,m — 1], PD(a) =0

Démonstration.
On procéde par double implication.

(=) Supposons que « est racine d’ordre m d’ordre P.
Alors il existe @ € K[X] tel que :

{ PX) = (X —a)"Q(X)
Q) # 0

On note : n = deg(P). Par formule de Taylor :

P(X)
n PW(a) k
= (X — )
= k!
_ mzl p(q) n PH)(q)
B kgo oo —a)k—|—k¥m k!
- m—1 P(k)(a) ok n—m P(k+m)(a)
R A A Dy e
PO e
I A Gl AP Py ey

m—1 p(k)
On note R(X) = > P k:'(a) (X — )k, Alors :
k=0 :

n—m P(’H—m) (a)

PX) = (X—a)™ X W(X—a)k+R(X)

k=0
deg(R) < deg ((X — a)m)

n—m P(k+m) (Oé)
Par théoréme de division euclidienne, ), —————*
k=0 (k + m)'
quotient et R est le reste de la division euclidienne de P par (X — «a)™.
Par unicité du quotient et du reste de la division euclidienne, on en

déduit :

(X — a)F est le

n—m P(k+m) (a)

QX) = k;o Thtm) (X —a)f
R(X) = Ogx)

En évaluant ) en «, on conclut.

Supposons :

« Vi € [0,m—1], PD(a)=0
« P () #0

Par formule de Taylor :

P(X)
- 5T oo
_ m_l PW(a)  _— o 4 k:im P(’Z'(a) X — )
= S e (e
= O S S ey

11
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n—m P(k+m) a
=2 (k:+m()!)

k=0
x d’une part : P(X) = (X — a)" Q(X)

x d’autre part :

k

En notant Q( (X — )", on obtient :

Q(a)
n—m P(k+m) (Oé)

_ Oé—Ozk
= & Germyp 079

Proposition 19.
Soit P € K[X]| un polynéme non nul. Soit r € N*.

On note aq, ..
mi, ..

., a, des racines distinctes de P de multiplicité respectives

. My

(X —a;)™ | P

r
J=1

,
En particulier : mj < deg(P)
=1

J

Remarque

On dit qu’un polynéme non nul posséde au plus deg(P) racines comptées
avec multiplicité.

Exemple

Le polynome (X —2)* X? (X +3) (X2+41) posséde 3 racines réelles distinctes :
x 2 de multiplicité 4,

x 0 de multiplicité 2,

x —3 de multiplicité 1.

Il posséde donc 7 racines réelles comptées avec multiplicité.

METHODO | Démontrer qu’un polyndéme est nul

Pour prouver qu'un polynéme est nul, il suffit de montrer au choix :
o qu’il posséde une infinité de racines,

o qu’il posséde strictement plus de racines, comptées avec multiplicité, que
son degré.

V. Polynémes scindés

V.1. Définition
Définition
Soit P € K[X].
e On dit que P est scindé sur K s’il peut s’écrire comme un produit de

polynomes de K[X] de degre 1.
Autrement dit, P est scindé s’il existe :

x (b1, ., baeg(p)) € Kdeg(P) (les scalaires by, . . ., bdeg(P) PEUVeNt éventuel-
lement étre égaux),
x \E K,
tels que :
deg(P)
P(X) = A ]Hl (X —by)

o Par convention, tout polyndéme constant est scindé.

Exemple

o Le polynéome X2 +1 = (X —4) (X +1) est scindé dans C[X].

o Le polynéme X2 + 1 n’est pas scindé dans R[X].

« Le polynome 2X3 —3X2 +1 = (2X + 1) (X — 1)? est scindé dans R[X].
n—1 ik

o Le polynoéme X" —1 = ] (X — e%) est scindé dans C[X].
k=0

o Le polynome (2X — 3)° est scindé dans R[X].

12
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V.2. Propriétés V.3. Relations coeflicients / racines
Proposition 20. V.3.a) Cas général
Soit P € K[X].

Théoréme 3. (Relations coefficients / racines)
Le polynéme P est scindé sur K si et seulement si P n'est pas constant et Gt P e K[X]. On note : n = deg(P).

posséde exactement deg(P) racines dans K comptées avec multiplicité. A o et n i
Autrement dit, P est de la forme : lors il existe (ao, ..., an) € K" tel que - P(X) = kgo ap X"
Supposons que P est scindé sur K. On note alors by, ..., b, ses racines
T
P(X) = A [[(X —bj)™ (éventuellement égales).
j=1
A n
n—1 _ —(b1++bn) = —Zbk
Dans cette écriture : n k=1
n
x le scalaire X est le coefficient dominant de P, - (=)™ (by x ---xby) = (=)™ ][ bx
a k=
x les scalaires by, ..., b, sont les racines distinctes de P de multiplicités " !

respeclives my, ..., My. Exercice 11

Proposition 21. Soit n € [2,+oo[. Démontrer :

Soit P € K[X]| un polynéme non nul. On note : n = deg(P). n—1 . =1 yir -

Soi . dYen =0 et J[en = (-1
oit r € N*, k=0 k=0

On note (o, ...,a,) € K" les racines distinctes de P, de multiplicités res-

pectives m1, ..., m,. V.3.b) Cas des polynomes de degré 2

_ r Proposition 23.
P scindé surK & > mj=n Soit (a,b,c) € R* x RZ.

=1
’ On note P le polynome défini par : P(X) = aX? +bX +c, et on note 21 et
Proposition 22. 29 ses racines, éventuellement égales. Alors :
Soit P € K[X].
zZ1t2zg = ——
P scindé dans R[X] = P scindé dans C[X] b a
c
zZ1 %9 = —
a

13
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Exercice 12

Soit a € [0,1]. Déterminer le signe des racines du polynome P défini par :
P(X) = X2 4X + 3a.

Démonstration.
On note A le discriminant de P. Alors :

A= (—4)2—-4x1x3a = 16-12a > 0 (car:0<a<1)
Le polynéme P admet dont exactement 2 racines réelles. On les note z; et
z9. Alors :
P(X) = (X —21)(X —29)
= X2 — ZQX — ZlX + 2122
= X2_ (21 + ZQ)X + 2122

Or, par définition : P(X) = X2 —4X + 3a. En identifiant les coefficients des
2 expressions de P, on obtient :
—4

—(214+22) = 21tz = 4

Z1 29 = 3a z1729 = 3a

o Tout d’abord : z1 290 = 3a >
signe.

0. On en déduit que z1 et zo sont de méme

o Ensuite : 21 + 20 = 4 > 0. Comme 21 et 29 sont de méme signe, on en
déduit : z1 > 0 et z9 > 0.

O

VI. Polynoémes irréductibles

VI.1. Définition
Définition
Soit P € K[X].
On dit que P est irréductible si :

e deg(P) > 1 (P n’est pas constant)

e les seuls diviseurs de P sont les
polynémes constants non nuls et les
polynomes associés a P (les A - P, avec
A € K*)

Remarque

Un polynéme P est irréductible s’il n’est pas constant et si ses seuls diviseurs
sont les polynoémes associés a 1 et P.

Il s’agit donc de l’analogue polynomial des nombres premiers en arithmétique
des entiers.

Proposition 24.
Tout polynéme de degré 1 est irréductible.

Exercice 13
Démontrer que tout polynome de R[X] de degré 2 sans racine réelle est
irréductible dans R[X].

A

Il est important de préciser I’ensemble de travail. Par exemple,
le polynéme X? + 1 est irréductible dans R[X] mais pas dans
C[X]. La précision « dans K[X] » n’est donc pas superflue.

14
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Proposition 25.
Soit P € K[X].
Supposons : n = deg(P) > 1.

P irréductible

) tous les diviseurs de P sont de
“ dans K[ X]

degré 0 ou de degré n

P admet au moins un diviseur D
tel que : 0 < deg(D) <n

P non irréductible

b) dans K[X]

Proposition 26.
Tout polyndme non constant admet un diviseur irréductible.

Démonstration.
Démonstration similaire & celle en arithmétique des entiers. O

VI.2. Théoréme de d’Alembert-Gauss

Théoréme 4. (Théoréme de d’Alembert-Gauss)
Tout polynome de C[X] de degré supérieur ou égal a 1 admet au moins une
racine dans C.

Démonstration.
Admis O

Exercice 14
Soit P € C[X]. Supposons : deg(P) > 1.
Démontrer que ’application P suivante est surjective :

P . C —- C
z +— P(2)

VI.3. Factorisation dans C[X]

Proposition 27.
Les irréductibles de C[X] sont exactement les polynémes de degré 1.

Proposition 28.
Soit P € C[X]. On note : n = deg(P).
Supposons : P # Og[x].-

P admet exactement n racines, comptées avec ordre de multiplicité

Théoréme 5. (Factorisation en irréductibles dans C[X])
Tout polynéme non constant de C[X| est scindé sur C.

Théoréme 6. (Factorisation en irréductibles dans C[X| BIS)
Soit P € C[X].
Supposons : P # Oc[x]-
On note A € K le coefficient dominant de P. On note r € N* le nombre

de racines distinctes de P. On note aq, ..., o, ses racines complexes

distinctes, de multiplicités respectives my, ..., m,.

On peut alors factoriser P de maniére unique, a Uordre des facteurs pres,
sous la forme suivante :

T (X — ag)™
k=

La relation précédente est appelée factorisation en irréductibles de P dans
C[X].

Remarque
Deux polynoémes non nuls de C[X] sont donc égaux si et seulement si ils ont :

x méme coefficient dominant,

x meémes racines avec les mémes ordres de multiplicité.

15
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Proposition 29.
Soit (P,Q) € (C[X])*.

PlQ

pour toute racine o de P,

Ma(P) < ma(Q)

ot : ma(P) (resp. mqo(Q)) est ordre de multiplicité de o relativement o P

(resp. a Q).

Proposition 30.
Soit P € C[X].

P scindé a racines
simples dans C

P et P’ nont aucune racine
commune dans C

Démonstration.

On note : n = deg(P). On procéde par double implication.

(=) Supposons que P est scindé a racines simples dans C.

o Alors il existe A € C et (a,..

L) € C™ tel que :

P(X) = A TT(X — )
k=1

On obtient :

n

k

P(X) =2 % ( gﬁ <X—ae>)
=1

Les racines de P sont exactement : ag, ..

4k

montrer que oy, ..., &, ne sont pas racines de P’.

., ap. Il suffit donc de dé-

. Soit i € [1,n].

On procéde par I'absurde.
Supposons que «; est racine de P’. Alors : (X — ;) | P'. Or :

PI(X)
= A ( I1 (X—az)>
k=1 \ (=1
4k
n n n—1
= AN][X—a)+-+X J] X—ap)+-+X [](X—a)
(=2 =1 (=1
0+4i
On sait :
x d'une part : Vk # i, (X —a;) | [[ (X —ap),
(=1
=y

x d’autre part : (X —ay) | P’
On en déduit :

(X —a) | (P'(X)— 5 ( 1 (X—Oée)>>
k=1 (=1
k£i L4k

[[ (X —a)

(=1
C+£i

Absurde!
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(<) Supposons que P et P’ n’ont aucune racine commune.

o Par factorisation en irréductibles de P dans C[X], il existe A € C,
reN* (my,...,m;) € (N*)T et (aq,...,q,) € C" distincts tels que :

P(X) = A I](X - ag)™
k=1

On sait donc déja que P est scindé dans C[X]. Il reste & démontrer que
toutes ses racines sont simples. Autrement dit, on souhaite démontrer :
VEk e [1,r], my = 1.

o On procéde par ’absurde.
Supposons qu’il existe ig € [1,7] tel que : m;, > 2.
x Tout d’abord :

PI(X)
= A <mk (X —Ozk)mk_l I (X—Ozg)n”)
k=1 (=1
(+k
= AX — ) Q(X)
ou :
Q(X)
_ XT: (mk (X _ Oék)mk_l (X _ aio)mio—l ﬁ (X _ a[)mg)
k=1 (=1
k # io 0¢ {k,io}
+ mio(X - O‘io)mi°72 IL[ (X - O‘Z)mz
! =
Z;éit

x Comme m;, > 2, alors : Q(X) € C[X]. On a donc démontré :
(X — o) | P

Ainsi, aj, est une racine commune a P et a P’

Absurde!

V1.4. Factorisation dans R[X]

Proposition 31.
Les irréductibles de R[X] sont exactement :

x les polynoémes de degré 1,

x les polynomes de degré 2 sans racine réelle (& discriminant strictement
négatif).

Théoréme 7. (Factorisation en irréductibles dans R[X])

Soit P € R[X].

Supposons : P # Og[x]-

On note A € R le coefficient dominant de P. On note r € N* le nombre de

racines distinctes de P. On note a1, ..., o, ses racines réelles distinctes,

de multiplicités respectives mq, ..., my.
Alors il existe s € N*, (n1,...,ng) € (N*)s et (B1y---sBssY1s---57s) € R
tels qu’on peut factoriser P de maniére unique, & l'ordre des facteurs pres,
sous la forme suivante :

T S

A H (X — Ock)mk X H (X2 + B8 X —l—’yg)né
k=1 /=1

P(X) =

o
< pour tout £ € [1,5s], le polynéme X+ By X+, est irréductible dans R[X],
o X%+ Bs X + 74 sont distincts.

La relation précédente est appelée factorisation en irréductibles de P dans
R[X].

« les polynomes X?> + 1 X + 71, ..
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METHODO | Factorisation dans R[X] Définition

Soit F' une fraction rationnelle.

Pour factoriser un polynome réel dans R[X] : Alors il existe (P, Q) € (K| X])2 tel que -

1) on le factorise dans C[X] (si possible),

_ x Q # Og[x
2) on regroupe les facteurs comportant des racines complexes non réelles P
conjuguées deux a deux. x F = @

Exercice 15 On appelle degré de F', et on note deg(F') I'entier relatif :

Donner la décomposition en facteurs irréductibles de X*+4 1 dans C[X], puis
dans R[X]. deg(F) = deg(P) — deg(Q)

Exercice 16 Exercice 18

Soit n € N*. Factoriser X™ — 1 dans C[X], puis dans R[X]. Déterminer le degré des fractions rationnelles suivantes :
X+1 o X 2+1
. . —_— e —_—
VII. Fractions rationnelles X+2 X3 +1
VII.1. Définitions VII.2. Racines, Poles
Définition Définition
o On dit que F' est une fraction rationnelle s’il existe (P, Q) € (K[X ])2 Soit F' une fraction rationnelle.
tel que : Alors il existe (P,Q) € (K[X])2 tel que :
Q # Og[x x Q7 Og[x]
P
P « F=_
Soit a € K.

o On dit que F est sous forme irréductible si les polynomes P et () n’ont 1) On dit que « est une racine de F si a est racine de P.

pas de racine commune. Dans ce cas, 'ordre de multiplicité de la racine a est son ordre de

multiplicité en tant que racine de P.
Exercice 17 i ) )
2) On dit que « est un péle de F' si « est racine de Q.

Dans ce cas, I'ordre de multiplicité du pole « est son ordre de multi-
X?2-1 X2+ X -2 plicité en tant que racine de Q.

t
x3-1 °© X3 _5X218X —4

Mettre sous forme irréductible les fractions rationnelles suivantes :

18



PCSI

Exercice 19

Donner les racines et les poles de la fraction rationnelle :
X2+ X -2

X3 —-5X2+8X —4

F(X) =

VII.3. Décomposition en éléments simples
VIIL.3.a) Définitions et premiéres propriétés
Proposition 32.

Soit F' une fraction rationnelle.
Alors il existe (A, B) € (K[X])2 tel que :

x B # Ok[x]
A

x F'=—
B

Alors il existe (Q, R) € (K[X])2 tel que :

BQ+R

A
F: — =
B B

R
= Q+E

De plus : deg(R) < deg(B).
o Le polynome @) est appelé partie entiére de I

METHODO

Déterminer une partie entiére de fraction rationnelle

A
Pour déterminer la partie entiére d’une fraction rationnelle F' = B on effec-

tue la division euclidienne de A par B pour obtenir :

A BQ+R R

F:—: = .
B B Q+B

Le quotient @ de cette division euclidienne est alors la partie entiére de F.

Exercice 20
Calculer la partie entiére de la fraction rationnelle F' définie par :

X3 —2X%2+1
FX) = =7

VIIL.3.b) Cas ou le dénominateur est scindé a racines simples

Théoréme 8. (Décompositions en éléments simples - Cas de poles
simples)

Soit F' une fraction rationnelle.

A
Alors il eziste (A,B) € (]K[X])2 tel que B est une forme irréductible
de F.

Supposons que B est scindé a racines simples. Autrement dit, on suppose
que F' n’admet que des pdles simples.
On note : n = deg(B). On note (aq, ...
a deuz distinctes).

,a) € K™ les racines de B (deux

On note enfin Q le quotient de la division euclidienne de A par B.

Alors il existe (B1,...,0Bn) € K" tel que :

B
X —ag

F(X) = QX)+ Y
k=1
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. . . A
Pour décomposer en éléments simples une fraction rationnelle F' = — dans

le cas oul B est scindé a racines simples :

1) on effectue la division euclidienne de A par B pour déterminer la partie
entiére de F'. On obtient alors une expression de F' sous la forme :

2) on détermine les poles de F' (i.e. les racines de B). On obtient alors une

R
F = =
Q+ 3

expression de F' sous la forme :

F(X) = QX) +

ou :

x X est le coefficient dominant de B,

x 1, ..., ap sont les racines de B (deux & deux distinctes car B est a

racines simples).

3) pour tout k € [1,n], on calcule :

Br =

On obtient alors la décomposition en éléments simples de F' :

F(X)

Exercice 21

Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

X +3

R(X)

lim (x — ag,) A(x)
T—rop B(,’L’)
oo By
A+ ¥

1

(X -1)(X+2)

X241

et

METHODO | DES d’une fraction rationnelle 4 péles simples

A TT(X = ap)
k=1

1
Xn—1

Exercice 22
Soit n € N. Calculer la dérivée n®™® de la fonction f définie par :

f+ R\{-2,1} —- R
T+ 3

* (z—1)(z+2)

Exercice 23

Déterminer une primitive de x —

2 -1

Lorsque B n’est pas scindé a racines simples, on se laisse guider
)
par I’énoncé.

Exercice 24
On note f la fonction définie sur R\ {1} par :

3

f:me

3
1. Déterminer la partie entiére, notée (J),de la fraction rationnelle
et calculer F' — Q.
2. Déterminer (a,b) € R? tel que :

X3 a b
X-—12 Q(X)+X—1+(X—1)2

3. En déduire une primitive de f sur R\ {1}.

(X —1)?
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